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नोट --प्रष्ट २०६ पर 'परिच्छिन मूल! की जाह समीकरण के 
मूलों का आनयन चहिए। 

चतुर्घात समीकरण वाले अध्याय पर कोई संख्या नहीं है इसलिए 
विषय सूची में संख्या नहों दी गयी । 


भारतवष में बीजगणित वत अद्भुर कब और पढहिले कहाँ 
अमा यह अब स्पष्ट रूप से जानना अत्यन्त कठिन है | तथापि 
जहां दक विचार से अनुभव होता है यह जान पड़ता है कि इस ' 
देश में लिखने की विद्या शकट होने के पूब ही से बीजगणित का 
अचार था। पहिल के लाग जो कि अक्षरों के उड्भधत से अपरिचित"' 
थे अव्यक्त पदार्थों के मानने के लिये जुरे जुदे रन्नो की गोढिओं' 
का व्यवहार करते थे जद पंछे से छिखने का जिद्या अचलित 
हुईं तब बोजगण्त की पोथिओं में उन्हीं रंगां के सूचक शब्दों 
का व्यवद्दार होन लगा जैसा कि रंस्क्त के वोजगणिता में अव्यक्तो 
के मान मानने के लिये जा यावद्ाव॒त्‌, कालझ, नलक, पीतक, 
लोद्विक, श्वेदक, चित्रछ,कपिल्रक, पिगलक, पाहलक,धूम्र झ, इयास- 
लक, मेचक हन्यादि शब्द रक्त है उनसे स्पष्ट है , जिसको रचना 
'काल का अहुसन्धात अभा दक सपरप्ट रूप से नहीं हो सका है 
ऐसे आपधेप्रन्ध सूयसिद्धान्त > देखने से चंदा अनुमान होता है 
कि बीजगणित भारतवप से हो परिले उत्पन्न हुआ फिर यहोंस 
सवत्र फेला हैं | क्या क्र लायशइड , ॥6 5776 ० 6 ०]६४पत० 
एप (6 गा एशा आाप्रयाध्य ता 78 एड:प63 टाए।6 0०९ 
जाएएं) 0१४ 027:5:0 ८ 5०70३ ,६ 55 ) के उन्‍नयन क# लिये _ 
डस प्रन्ध में दह सूत्र 


|/ 


५ न ््ज्या तत्तानाट 77 सरधाप्रान लय ; 
विज्यायगाधनाध्म्ज्यावसनाद दस्त । 
९ इशनिः _ 
घुन्हां बच जभ्यत यत्‌ पल हें: १ 

शहूब्याण्संयुत्तदिपुदरद्धर चानितात । 


तुद॒व ऋषणा चांद पा. इघत, प्यपधष् घर 


( २) 


अश्य्रो विपुबच्छायाग्रज्यग गुख्ति! तथा ' 

पक्ता फ गये तहरेंसंयुक्तकरगीपद्म्‌ । 

कल्तेन है।नमंयुक्ती द्षिणात्तरगोलयाः । 

ग्राम्ययोजिडिशा: शहूरेवं याम्योत्तरे रवो १ 

परिश्र्मात शुई स्तु शब्डुरुत्तरयोस्तु स!।.. 

लिख है. जि#का अर्थ है कि त्रिज्या के वर्ग के आधे में 
अऋंग्रा का द्ग घटा कर शेष के। ६२ से गुण कर फिर १२से 
गुण दो ! इस गुणनफल पे शईत्रगें के आधे अथोत्‌ ७२ युत 
पल्नंभावर्ग से भा दो । इससे जो भजनफड़ पाया ज्ञाय उसके! 
करेंणी कह परिडत इस करण! का अलग लिख खक्खे। फिर १२ 
शुन पत्लमा वा अडा से गुणने से जो गुणनफल्न हो उसमे इसी 
का अथोत्‌ ७२ युत पल्लभावग का भाग दो । इस लब्धि के फल 
कही । इस फल के बरग से युत करणी के ठगमूल मे से उस फछ 
के दि सूर्य दक्षिण गोल में हो तो घटाओं और यदि सू. उत्तर 
गोलमें हो तो जोडो । यही फल फीणशई होता है। इस सूत्र की 
उपपत्ति बीजगणित के बिना हो ही नही सकती। इस बात को 
सत्यता प्रकट करने के लिये यहाँ ऊपर लिखे हुए सूत्र की उपपत्ति 
पाठकों के अवलोकनार्थ नीचे दी जाती है:-- 
मन हो ।कय +कोणशड्रापन पल्षमा (006 6९एप००ए०) शै00फ) 

अर अग्रा (06 9॥6 0 0१६ 2॥0977006 3) 
के 5 फरणी और फ ८ फल 
त्तव ४२५४१. य: है, य > शड्भतल 


च्छ 
यदि दुक्षिग गोल में सूये हा तो शर्टडतल में अग्मा जोड़ देने 
' से ओर यदि उत्तर गाल मे दो तो घदा देने से भुज (000 आ6 ए 
6 0॥[[शिश्ा०८ 032:४७७॥ (९ 50775 0908 श्ाएं (6 97076 
ऋ८ा0०3)) बनता है । 


( रे) 


3300 मत मल्टी 

«५ रो >ञअ न्‍न भुज 

रन्तु जब कोणबृत्त मे सूय रहता है तब इसका जितना अन्तर 
सममणठल (8 एशाए6 श्थांपय्य!ं ८०6 ) से रहता 
है चततना हाँ याम्योत्तर वृत्त (7९7५४००)से रहता है | इश्च 
लिये तब हग्ज्या (078 786 ० 6 2शयाति 0897०८) अथात््‌ 
नतांशो की ज्या करे (/90/०7786) होती है । भुज और कोटि ये 
दोनो 


हट + ञअ इस भुज के तुस्य होते हैं 


५ बंप प्‌ प.य.अ 
[&। 2६ र(्‌ हट नै: ) रे >० ( अगर आज २ 


प जल. ञ््प्र 
ये -+: के 
२ इ नर अ! 


परन्तु शंकु' +हृरज्या" 5 त्रिज्या? 
* प पयञञ 
यो नी ये -- २ ] 
लि कर्क श्न +२ अचरन्नत्रि 
छेदगम से ७7 यरे+पप्य*+२४ य प अ+ १४४अ* -७२ त्रि? 
वा (पं +छएरी) य २७४ अ प य>७२ त्रि* - १४४अ * 
(प९ + ७२) इछका दोनों पक्ों में भाग दे देने से 
च*्+रेहअप (_0रत्रि  - श४४अ १४४२ इक 
यौ+छ२ परे +- अर पर + ७२ 


वाय +श्य 





के त्रिः 
१२ ष्प्र )« १२५८ १९६ २ -अ') 
पी + ७२. * बरकुंछर .#... 


१५४ (४६ 


यहां श्लोक के अनुसार इतकी करा 


पे 4- ऊन 
१५अ इसकी फछ संज्ञा की गई है । 

संक्षा ओर नजर 

,, थ+२ फय--क 

बाय-5२फय+फर-फ +क 

मूल लेने से य+फरू१/ फर + क 

य०4५/ फो+क +ए 

यहाँ फलबगंयुत करणी के वर्गमूछ में से जब सूर्य 
दक्षिण गोल में हो तो फल को घटाओ और जब उत्तर गोल में 
होतो जोड़ दो। 

यदि ५/ फौ+क इस व्यक्त पक्ष का मूल ऋण मानते दा 
दोनों गोल में शड्डमान ऋण होगा अथगत्‌ तब सृथ किततिज 
नीच कोणवृत्त में आवेगा । 

ऊपर की क्रिया से यह स्पष्ट है कि भारतवप पऐ सुव॒सिद्धाग्त के 
रचनाकाल के पूत ही से बीजगशित का प्रचार सत्नी भाति था | 

बीजगणित के समीकरणो मे अव्यक्त पद थे के गान सानने पे 
लिये सभी रंगवाची शब्दों द्वी का प्रयोग क्या गया ऐ | केयछ प्रथस 
शब्द यावत्तावत्‌ रंगवाची नहोने से चित्त मे ठुछ शहा उत्पन्न 
होती है । संस्कृत मे यावक मह्दादर को बहने हे जा कि छाइू से बा 
हुआ ज्ञाल रंग का द्वोता है। मंगल कार्यों में पुरुष और ख्ि-् 
के पैर इससे रंगे जाते हैं और पैर के नहों में भी इसी हो मर 
देते हैं । रंगवाची ही सब शब्दों के प्रयोग से निम्वस 
होता दै दि पहिले के लोगों ने यावक्र ही को ग्रहण किय 
था पीछे से मारकरादिकां ने इसके स्थान में लेलक तोए से 


६ 72९४) 


ब्य दा पस्प्र ' अपना इन्‍्दा से चावत्तावत्‌ के रक्ष्खा । क्योंकि 
५'प्‌ृ'क जीते जो को हुई ब्रह्मगुप के सिद्धान्त की टीका में 


गे क 
बिक मा ए 
यार ज् लू हे खान में यावक ही मिजता है। भास्कराचाय ने 
आ्यव ४ ग्गणित के अनेकणसमोकरण में ऊपर के अव्यक्त 


जिमम रूच मान न मिल जायें इस छिये अव्यक्त के सानों के 
८य चारो -ो ऊ, ख, ग इत्यादि अक्षरों ही के रक्खो | 

यूए्प थे थोड़े समय से अब समीकरणो में य के स्थान में मिन्न 
मिन्न अठ <को के उम्थाउन देने का विशेष कर के प्रचार हुआ है 
सप्त त्र त हो सीवा समीकरण हो जाता है और बढ़े लाघव 
उतर नऊल्न भ्राता है | परन्तु यद्द बात ध्यान देने योग्व है कि 
शाातवष ने इजारो बष पढ़िले से उत्थापन का यह प्रकार चला 
आता है जिउसे बड़े कठिन प्रश्न सी सहज में हो जाते हैं। यही 
कएण ई हि यडों के आचार्पों ने अव्यक्त पह्थ के मात मानने के 
लिए यावना रत, छालक, नीलक इत्यादि इतने शब्दों का प्रयाग 
किए है ' >पने त्रीजगणित मे भास्मराचाय लिखते हैं कि 


2० कल 8 


भग्माहपीवरपदतनामबोजानि यस्माद्तिविस्तृतानि । 

आदाउ तत्सारमकारि नून॑ सयुक्तियुक्त लघु शिष्यतुष्टयै ॥ 

अथात्‌ ब्रद्मगृप्त. श्रोधर और पद्मनाम के बीजगणित बहुत 
जिस्ट्त हें, इप्लिये उन्तमें से उत्तम उत्तम पदार्थों का संग्रह कर 
विद्यःथ्िया के संतोप के लिये में ने इस छोटे बीजगशित के 
धना । है | अपर के श्लोक से रुण्ष्ट है कि भाग्तवष में अनेक 
बिग * बीजगणित की पोथिश्याँ थी पर कालवश से वे सब 
“ग. न ढ़ दो गई । केवल जह्मगुप्त के वोजगणित का कुंड भाग 
से । है जिसका अंगरेजी अनुवाद केलम्र॒क महाशय को किया 


( ६) 


हुआ वि6ट्दानो में प्रसिद्ध है। इस बोजगणित को ब्रह्मगुप्त ने शक 


५७० अर्थात्‌ सन्‌ ६२६ इ० मे घनाया है। उसमें वग समीकरण 
के तोड़न के लिये उसी युक्ति को लिखा है जो आज कल सर्वत्र 
प्रचलित है। जो लोग संस्कृत नहीं जानते केवल अगरेजी भाषा 
से परिष्ति हैं उन्हे चाहिए कि'कोलत्रक सहाशग्र झा किया हुआ 
उसका 5 गरेजी अनुवाद देखे' । 

अपने बीजगणित के मध्यमाहरण में भाग्कराचाय लिखते हें 
“तु निवहश्चेद्‌ धमवर्गवर्गध्वेवं तदा ज्ञेयमिद्‌ं स्रबुदधआ” अथोत्‌ 
घन ओर चतुधोत समीकरणों में अपनी बद्धि से विचारों कि 
किससे गरणें, क्या जोड़े जिसमें मूत्र मिले अथवा अ री बुद्धि ही 
से अटकल करो कि समीकरण में अव्यक्त का मान क्या है। इस 
नाक्य से स्पष्ट है कि हि आचायी के बीजगशित में घम और 
वग -वर्ग अधथात्‌ चतुघोत समीकरणों के तोड़ने की युक्ति नहीं 
लिल्ली थी | यदि ऐसी युक्तियाँ होती तो भास्कर अवश्य अपने 
बोजगणित मे ढिखते। 

जिन सभोकरणो में अव्यक्त के अनेक मान सभाव्य और 
अभिन्न धन भाते हैं उन समीकरणों दी के ऊपर भारतवष के 
धरादीन आचायो का विशेष रूप से ध्यान था। इसीलिये अनेक 
वर्णुंमध्यगहरण और भावित ये पृथक पथक दो अध्याय उनके 
बीजों में लिखे गए। अवयक्त के ज्ञिन भानो का उदाहरण लोक 
व्यवहार में $खलाया जाना संभव था उन्हीं मानो पर भास्‍््करा- 
दिकों का ध्यान विशेष था और जिन ऋण संख्याओ का लो$ मे 


च्यपहार नहीं हो सकता था अवयक्तमान आने पर भ्री ये त्लोग 


उन सख्याशो का ग्रहण नही ऋरते थे | यही कारण है कि 
वासमीकरण में अव्यक्त के सवश दो मानो से से ऋण मान 
को लोक में व्यवहार न होने से अस्वीकार करते हुए भास्कर ने 
पद्मताभ के-- 


( ७) 


व्यक्ताक्षम्य चेन्मूल्मत्यपक्तर्ग हपत, । 
अहपं घनणग क्॒त्वा ट्विविधोत्पयते मिति ॥ 

इस सूत्र का खण्डन ही कर डाला । 

निदान ऋण संख्या पर विशेष ध्यान न देने स और गतित- 
लाघव के लिये विशेष भाकेतिक चिन्ह न बनाने से भारतवर्ष 
के प्राचीन गणितज्न वगगंसमीकरण के आगे घतसमीकरणा इकों 
में विशेष ब्रिचार न कर सके । केवल्न भास्कगाचाय ने घननमी- 
फरंण का एक उदाहरण य' +श्श्य- ६ ये +४५ यद देते हुए 
इसके उत्तर के लिये विखा है कि ऐसे उद्दाहूएणो के उत्तर के जिये 
फोई विधि नही । अपनी बुर बल से छुछ जोड़, घटा कर उत्तर 
निकालो । उन्‍्हो ने नोचे लिखे हुए प्रकार से उत्तर निकाछ ६ 

श्यन ६ य +३० 

दोनों पक्षों में (६९ + ८) इसझो घटा देने से 

य॑-दध्य +श्यूय -- ८5-२७ 

वा 'य-<५)' झ (३)* 

.घनमूल लेने से य-२७- ३ ., ये 5५४ 

बस य का यही एऊ मान निशझाल कर रह गए हैं। आगे और 
दो मानो के द्रिषय मे कुठर भी नहीं लिखा हैं । भ्रव्यक्त के और 
दो मानों के लिये इसी ग्रन्थ का २०८ प्रष्ठ देखिए । 

प्राचीन काज् से अरव और पीस देश के लोग किसी न किसी 
व्याज़ से भारतब॒प में आया जाया करते थे। अधिक मेल जोल 
हो जाने से उन लोगो ने बहुत बाते' दिन्दुओ से और दिन्दुआने 
बहुत बाते उन लोगा से सीखी। 

ऐसा कद्दा जाता हे कि अज़मामूत खछीफा (८5१३--८६३ ३०) 
के राज्यकाल में रहन वाले मुडम्मद बिन अज्ञ खवारेज्ञमों राजशाही 
दूतो के संग अफगानिस्ताव गए और लौटती समय भारतवए से 


का 


६0 ..) 


हं।ते हुये आए | आने के थंडे ही सभ्य फे वाद सन्‌ ८३० ई० 
में उन्होंने बीजगील को एक १ थी लिखी। इम पोथी के विषय 
इन्ही क आर किकार 0० द्ये नहीं स.छूम पड़ते वरन्‌ भारतवष 
ही के व्रह्मगुप्त, भट्ट बभट या ओर किसी विद्वान्‌ के बीजगणित 
श्वे असुवाद किए गए है य। उ+ के आवार पर फिखे गए न्‍ | 

भ रटपष ने बोजरासित से, !) पक दणरामोकरण (२) अनेक 
चर्णसमीकाण (३) म-बसाइरण और ४) भावित ये चार प्रकार के 
समीक रणो ही को लेदे है। भाग्का गय ने भी विखा है कि 'प्रथम- 
सैकयणसमीकरणं बीजप्‌ । हित समनेझबणसभीकरणं बीजम्‌। 
यत्र वणस्प हयो गे बहूनां वर्गोरिग्त/ना सम्ाकरणं तन्मध्यमाहर- 
शम्‌ । भावितस्य तद॒मातितमिति बीजुचतुष्टर्य वदन्त्यावार्या:। 

दिए हुए छुएग समोकरणों भें & अब्यक्त और व्यक्तों को किस 
प्रकार से एक पक पक्ष मे ख कर अज्यक्त के मानों को ले आना 
एसके लिये प्र॒ गुप्त ते हैं'-- 

अठ्गक्तान्नरमक्त' व्यस्त रूपारार॑ मफ्ेप्त्यक्तः । 

वर्गाठयसा, शाध्ण यम्मक्ू शणि तदवस्तवात्‌॥ 

इस पर पूड्पपाद पिताजी के टीका है--'लगे एकवर्ण सप्ी- 
करणे व्यस्त रुपान्तरमव्यक्तान्तरभक्ूमव्यक्ततान व्यक्त भवेतू 
यत्पक्षादव*कनवान-नन्‍्यपत्षाव्यक्तमात॑ विशोध्याव्यक्तान्तरं साध्यते 
चत्पत्षस्थरूपाश्पन्यपत्तहपेस्थो विशोशय यच्छे ४ तद॒व्यस्दं रूपान्तर- 
मिथ) । यप्मात्यक्षादव्यक्ता बगोव्यक्ता अव्यक्तबगश्व विशोध्य-- 
स्तदपस्पाव्तिरपत्ाद्रपाण विशोध्यानि। एबमेकपक्षेध्व्यक्तवर्गोंद- 
व्यक्तश्ष । अफपज्ञे व व्यक्तान रूपाशि। अर्थात्‌ जिस पक्तवाले 
अव्यक्त में से दूपरे पन्नत्राले अव्यक्त को घटा कर अव्यक्त का 
अन्तर साधन करते है उसी पज < व्यक्त था दुरारे पक्षवाले व्यक्त 
में घटा कर जे। ९.प बचे उसमे अन्यक्त के अन्तर का भाग देने से 


० ) 


व्यक्त का सान् ब्बफ जा नताहे | च् से अव्यक्त और- 
अव्यक्त दग घटाए ज ते दे उम्र दूसरे व्यक्त के ले जाकर 
घटाना चारिए ! इस८पर एक ज्ञ में अव्यक्त बगे और 


बह 


अवच्यक्त और दगरे पक्ष मे उ्यद्ध एथय 


का 


बढ 
दे 


| 


६ 
रे 


जँ 


भाम्कराच छे भी इसी छशय वो लेतर जिखते हैं.-- 
तुल्यो पक्षी सावनोयो प्रयदात्त्यत्तवा क्षणवा वायि सक्ुण्य भक्तवा : - 
एका5च्यक्त शेपयेडन्यपत्राड़ पाग्यन्याथेतरस्माच्च पतक्षात्‌। 


छर 


शेषाव्यक्तेन द्धरेद्रपशप उजककत समान जावते5्व्यक्तराशः । 

ऊपर कही हुई बातो भे भत्ता पॉति विचारने से यह स्पष्ट- 
है कि अग्य क ज्यौतिपिओं से इसी लिय अपनी साषा में बीक 
का अलुवाद अलजबर ब5 मुकाठिज्ञा किया। इस्त नाम के देखने. 
से, अव्यक्त का बीज हा सास रखने तथा अपना बोजमणित की 
पेथिओं में वगममीफ़रण क दर्नो सूज़ो बी चचा करने से यह 
रृद अनुमान होते ३४ आरब के ज्योतिपिश्ये न भारतवर्ष 
ही से पांदल एट्विल बाजगंणित क ज्ञात ण॒या था| क्योकि ग्रीकष 
देश कार ड्र्मे बाद दाना ते (॥0|7००४/४४) के बीजगणित 
में इन सब की छुछ थे चचा नी पाई जाती । 


हि 


अरब के ज्योति क्षेत्र रखना की युक्ति से दमंसमीकरण को 
सिद्ध करना जाने थे इधी यु रे से इस ब्वागों ने घतसमीकररण 
को भी सिद्ध करन के लिये बहुद प्रशनत शिया । “किसी एक घरा- 
तल से डिसो एम गाल को इन प्रकार से काटना कि व्स गोल के 
दाना खण्ड एक दा हुई निष्याति में हो” इप प्रश्न को सब से पहि 
बगदाद का रहने बाला अलमद्गानी न एक घतससमीकरण के स्वरूप 
में प्रकट किया । पद्मपि इस प्रइत वे। ऋलकुह्दी, अलहसन बिन अक्ः 


[ ६७ ) 


जझैतम इत्यादिको ने भी लिखा है तथ पि अरब के ज्याधिषियों में से 
सब से पहिले इण्की उपतत्ति अबूजफर अल ह्वाजिन ने की । 
झिसो लममप्रभुज क्षेत्र के सुज का घन य ्य-२ थ+ १०० 
इस घन समी धसस्ण के आवीन था । बहुतो ने इसके सिद्ध काने के 
लिये प्रयत्न किय| पर सत्र निष्फतन हुआ | हन्तमें अबुलगूद न इस 
घन समीकरण के तेाउने की युक्ति निकाली । अन्तर खणिदित शह्भुओं 
( 9५ 86/5९८0007 ८0705 ) की सहायत'! से मन्‌ १०७९ इ० 
में उमर अल खय्यामी ने अनेक प्रकार के समीकरणों के सिद्ध 
करने को उत्तम विधियों को अपने बीजगणित में लिखा है परगस्तु 
बोजगणित की सद्यायता से वास्तव में घनसमीकरण के तोड़ने की 
काई युक्ति माधरणतः उस गन्ध मे नहीं दी गई है। क्षेत्ररचना 
ही को युक्ति से अबुज्ल वफान भी य*-अ, य'+अ य*वब इन 
समीकरणो के। सिद्ध किया है। ईशा की तेरहवीं शत्ात्दि के 
आसत्न में यूरप के इटली नाम्रक प्रान्त में पीज़ा का रहनेवाला 
'लेगार्डो (20४0० ०/ 5०) ने श्ररवी वीज के अपनी भाषा 
में अनुवाद किया। जिसके कारण इटली के लोग इस विषय में, 
प्रधान भिन जाते हैं. और जब तक संसार में विद्या का प्रचार 
रहेगा तव नक् इस बात छे लिये उन लोगों का आदर होता रहेगा । 
सन्‌ १९६४८ ३० में छूकतपैसग्रोल्स ( ].0०७४ ?2820]05 )' 
'जो बुर्गों का छूट १(,00८५5 06 37729, इस नाम से परद्ध है 
उसने बोजगणित की एक पोथी लिखी जिसका नाम (.. 476 
»482076 य्रद हुँ। उस प्रन्थ में अरशें के घवसमीफरण के 
नूर इस विद्वान ने दिखा हे कि जितनी बीजगछितीय विधियाँ आज 
तक ज्ञात हैं उनसे इन घनप्तमीकऋरणो का तोड़ना उसी प्रकार अस॑- 
अव हैज्ञित प्रद्धार एक बृत्तके तुस्य एक चतुधु ज बनाना क्षत्र- 
चुक्ति से अधमत्र है । छूकप को इस सूचना से गणितज्ञों का ध्यान 


( ११ ) 


विशेष रूप से घतसमोकरण वी ओर करुणा । भीडिझि फेरियों 
( 5०90 ८०४० ) ने य* +मयज>न इप्त घनलभोकरण के 
लोड़ने के लिये एक विधि के निहाला परन्तु जनता में नहीं 
प्रकट किया । सन्‌ १५०५ ३० में अपने एक शिष्य फ्गारिडा 
६ 9]0०7४00 ) के। उसने उस विधि के बतछा दिया । 


एक वर केला ()9) ने गणित्रन्ञ टाटाग्लित्रा (/2८४3), ।) 
से एक प्रश्न पूछा जिसका उत्तर यप+प यन्च इस्र घनममो- 
करण के अव्यक्त मान के आघधोन था | इसलिये विचारते विचारते 
टाटोग्लिमा ने इस घतप्तमोकरण के तोड़ने की युक्ति सन्‌ *५३० 
ई० मे निकाली | इस बात के घुन ऋ फ्लारिडों ने भी अपने गुरू 
को युक्तिका जो य +सय - न इस घनसमोकरण के तोड़ने के 
लिये सोख्ती थी प्रकाश किया | इसके प्रकादा होने पर सन्‌ १५३५ 
ई० में टाटोग्डिआ ने कहा हि फ्वारिढा की विधि ठीक नही है. और 
शब्बार्थ करने के डिये फ्तारिडा के। लल झारा भी। परस्तु पाछे से 
खयं उस विधि के ठाक सम्रक ऋर चुप हो गया। यई विधि 
वही है जिसे आज कल लोग काडत की रीति कहते हैं । अधात्‌ 
फेरिझोने य ' + मे यन्‍-न इके तोड़ने के लिये कल्पना की था 
किय> (/ २-१,/ ल ऐसाहै (११२ वाँ प्रक्रम देखो) | 


पश्चात्‌ ठागेग्लिआ न अरब के घनखमोकरण तोड़ने के 
लिये कई एक प्रकार निकाले | काडे न ने उन प्रकागे के जानने 
के लिये उससे बहुत विनर की । अन्त में शपप्॒ इकर कि उन 
प्रकारो का कद्ठी प्रकाश न करना टाटोग्लिआ ने काडे न का अपना 
विश्वामयेग्य भक्त जन जान कर उन ग्रकारा के बता दिया। 
काड़े नने उसके शपथ» का कुछ भो ख्याल न कर सन्‌ १०४५ ई० में 
अपने वृहदू प्रन्थ 075 ४५७7०) आस मैगता में टार्यग्लिश्न 


(६ ९३२) 


दे; "य प्रकणों के। छपवा कर काश कर दिया । इसके बाद 
८५ गेश्या ने भा अपने सब प्रकारों के ए% ग्रन्थके आकार में 
है उनसे का इच्छा प्रझट का और सन्‌ १५०६ ई० मे छुप्वाता भा 
जाम्श कर दिया। परन्तु सन्‌ १४०६ ई० मे उसकी सृत्यु दो जाने 
गथ्न्थ अथ 77 हा छप कर रहू गया | घनसमीकरण ठदोड़त के 
४ज प्रयाए जिला छपे ही रद्द गए । काडे नद्दी के अनुप्रह में के 
लय ५कार डिद्वानो के विदित होने के कारण काडे न के आध्राथ 
उसे के नाम से वे सत्र प्रकार प्रसिद्ध किए गए । 

इप्तके अनन्तर यूरप देशीय गणितज्ञों का विचार चतुर्घाठ 
भर्ती रख का आर झुका । घतसमीकरण तोड़ने के लिये पिद्वान॥ 
£ बच देला ने जिस प्रदार आन्दोलन मचाया था उसी प्रकार 
४” +६ य*-३६०६० य इस चतधौत समीकरण के तोचसे के 
! थे आन्दोत्न मचाया। काडे न ने ऐसे चतुघात समीकरण के: 
थोच्ने छी काई रंति निकालने छिये बहुत प्रयास कि पर 
उदछध भो न कर सका। परन्तु उमके शिष्य फेरारी (ईध्यथए) ने/ 
&थ वात से सफरता प्राप्त को और ऐसे समीकरण के तोड़ छर 
'ऋथक्त के मन जानने का प्रकार भी निकाला ( १२:वे ५रक्रस 
$ ९१ प्रका” देखा)। बाम्पेन्नी (90706]॥) का बीजगणित 
शाप १४५५६ 8० पछता है। इसमे भी चतुघोत छर्माकरण के 
ले डे भा बढ़ी प्रकार डिखा हे जो फेरारी ने निकाला था । बहुत: 
ऊऋ। मत है हि यह प्रफार बाम्बेज्ञी का निकाला हुआ है। बहुत 
जंग कल्ते है कि यह प्रकार मिमसन्‌ (50807) का पिकाला 
४ जहा पर पियूपव्‌ का बोजगणित बहुत पीछे सन्‌ (७४०: 
ञ्ञ॒ ऋलपबग छुप कर प्रकट हुआ | है 

फ़न १६२० ३० में बाज के ऊपर डेकाट ( /088८8/85 ); 
ने ८क प्रभ्य लिखा है जिसमें अनेक नये प्रकार पाए जाते 


( 


>60 


85: 


८/( 


। जिल्‍में मुख्यतः समीकरण मे अध्यक्त के घन्झमान ओऔः 
आअखन्‍्मद मान की सीमांसा और चिन्ह राते है “४दॉ प्रकमनम 
देद्ली ) डेकाटे ने दो वयेसमीकरण के गुझनफल्महप थे एक चतु- 
बाद खशेकरण को ले आने को युक्ति को भी दिखलाबा हैं । 
“यद्यपि यह युक्ति फेरारी के प्रकार से मी निकल आती है तथापि 
व्यवहार में उपयोगी है (१२४ वाँ प्रक्रम देखो) । 
सन्‌ १७७० ई० मे आयलर ( 7०० ) ने एक वबीजगणित 
चना कर प्रकाश किया। उसमे चतुधोत समीकष्ण तोइने के 
लिये उत्तम प्रकार दिखलाया गया है और साथ ही साथ सेद्ध 
दिया गया है कि चतुधात समीकश्ण दा तोड़ना एु४इ घप- 
जमीकरण के आधीन है अथोत्‌ यदि उम्त घनसमी रण के ऊव्यच्य - 
मान विदित हो जायेँ तो चतुघात समीकरण क अख्बक्तमान भा 
जिद हो सकते है (१२२ वाँ प्रकम देखा) | डेघट और आयहूर 
दे ग्रकासे के देख कर बहुतों की इच्छा हुई कि चतुधात से अर 
के उादवाले समोकरण के तोड़ने का प्रका निशान । इसके लिए 
अञरहवी शताविद तक प्रयत्त किया गया पर सब निप्फव हस्त्रा 
पश्चात्‌ वास्डरमाण्डे (५४706770706) ओर ल्ागोंजड (3-५० - 
'ग्याहु८) ने भी क्रम से सन्‌ १७७० और १३७१ इ० रू इस रद / 
पर अत्यन्त उपयोगी बातों के अपने अपने लेखों मे :श्यश ऐेः 
धप्त्त में आबेल (89०)ओर दान्दसेल ( ४०१८६) । गे सफिएए 
पीए कि चतुघोत से अधिक घातदाले स्मीक्ृषरणो के ठोःन दाग 
सावारण बिंधि बीजगणित की युक्ति से असम्प्रव है | ८ ७वे। - 
07 व8 गर0॑ ए0880]8 एज उ्ताटभो5ष ३78, फैपा-। : 
(-०या5 [0%4ए%06, 57ए67्रं&घा७ ६ 56 दुझो) । 
'तत्पश्चात्‌ यूरप के अनेक विद्वान अनेक दये नये सिउल्दों 
थे! उत्पन्न किए और आज तक करते हो जाते है जिसके परम 


( (४) 


बोज् गणितशासत्र॒ वी उन्नति दिन दूनी ओर रात 'चौगुनी होती 
जात है। उन्ही कतिपय सिद्धान्त के संग्रह से बीजगणित की यह 
सर्म;ी २ णमीमांसा नाम का एक बड़ा अन्ध हिन्दी भाषा मे बच 
कर तयथार हुआ है । 
आसन्नमूल 

म्ब्ल्पान्त: स आसनन्‍्नमूल जनाने के लिये भारतबप के 
आचार्थो ने बहुत प्राचीन काल स अनेक प्रकार निकाले हें। परन्तु 
वे प्रकार व्यौतिषसिद्धान्त के ग्रन्थों में प्रायः जीवा, क्रोटिज्या, 
आदि सम्बन्धी समोकरणो ही मे पाए जाते हैं ( भास्कराचाय्यक्त 
सिद्धान्तशिगेमणि के गणिताध्याय का त्रिपए्नाधिकार और सूय- 
ग्रहण के समय का लम्बनसाधन; कमलाकररचित सिद्धान्ततत्वविवेक 
अन्य के स्पंष्टाधिकार में चाप के त्रिभागादि का ज्यानयन देखो) । 

खरबी भाषा से अनमिक्ष होने के कारण उन$ ग्रन्थों के पढ़ने 
की ये ग्यता मुझ में नही है तथापि कमझाकर ने अपने ग्रन्थ तत्व- 
विवेक के स्पप्टाधिकार में चाप के त्रिभाग की ज्या के आनयन के 
लिये मिज़ो उल्कक वेग का जो प्रकार लिखा है उससे स्पष्ट है कि 
अरब के लोग भी इम आसन्न मूछ के जानने के लिये अनेक 
यत्न मे तर थे । यूग्प मे सब से पहिले सन्‌ १६०० ई० में वाट 
(४:४७, न आम्न्‍्नमूल जानने के लिये कुछ प्रकारों के लिखा ६ 
उसमे निश्चय किया कि अवश्य कोई एक प्रकार ऐसा होगा 
जिससे बार बार क्रिया करने से व्यक्त संख्या के वर्गमूल 'और 
घनमूत को तरह किसी समीकरण के एक अव्यक्त मान के व्यक्त 
संख्या के सब स्थानीय अड्ड क्रम से आते जायैंगे। इसके लिये 
वीटा ने जो प्रकार निकाला उसमे महा प्रयास करने पर श्रव्यक्त 
मान का पता वुगता था| पीछे से हैरिआरद्‌ (909700), आउ्टरेड 
(07090 ००),पेल्न (7८) और अन्य लागों ने भी जहाँ तक बना 


र श्थु ) 


बीटा के प्रकार का छुत्न सीधा किया | सन्‌ (६६६ ३० में न्‍्यूटन के 
आाहन्नमूल के लिये अपनी रीति प्रकाश वी (१४४ वॉ प्रकम देखा) 
हत्पश्चात्‌ सिमृछन्‌, बनेली, ल्ाप्रोंज्द इत्यादिकों ने भी अपनों 
अथता रोतियो के प्रकाश किए । परन्तु अन्त मे सन्‌ "८१६ ३० में 
हामेर ४0५7, ने इसके लिये जो रीति निकाली वह्दी सब से 
बढ़7 र ह३ और वहो अत्यन्त सुगम और रूघु होने से सवन्न 
व्यवहार मे प्रचलित हुई ( १५४ वाँ प्रक्रम देखो )। 
कनिष्ठफल 


इस ग्रन्थ ऋ ९५ वे अध्याद में कनिठ्ठफलों (।)८८७॥॥॥०॥॥5 ) 
के अनेक भिद्धान्त ले हैँ | इनकी चर्चा यूरप में बहुत हैं ' गणित 
के नये ग्रन्थों में जय लायच के लिय गणिता क न्याम में कनिष्ठ- 
फल द्वी के रूप मे सब «स्तु की लिखते हैं | इसी ये इस कनिष्ठ 
फल के विशेष उपयागा सिद्धान्तों रो पृज्यपाद पिताजी ने इस 

प्रन्ध में समावश कर दिया हे। 

यहां यड़ सूचित कर देना में उचित समभाता हूँ कि वमग्रकृति 
के साधन में भाभ्व र ने जिसका नाम ऊनिप्ऊल्ल रकखा है उससे 
ओर इस अन्य के कनिष्ठफठ से कलाई सम्बन्ध ही नहीं है । 

विशेषतः कनिष्टफज्न के सिद्धन्तो को निकालने वाले यूरप के- 
लोग हैं। सन्‌ (६९३ ३० मे इसकी चचा सब्र से पहिले छाइबनिद्स 
(.८७॥2) ने का । फिर सन्‌ १७५० इं० भे क्रामर (फममाकषा) 
ले इसके पदो के घन, ऋण का ज्ञान रिया (१७९ वा क्रम देखी। 
और १८ वीं शत्ाब्दि ऋ उत्तराधे में बेजू ( ८००४८ ), लाप्ठाखन 
( .,970206 ) बाण्डरमाएडे (४४०४७४क्‍४०0706 ) और लामॉज्ह 
( [.2872726 ) भो इस विषय की उन्नति करते ही गए। १९ वी 
शतारिद में गाउस ( 587४७) और कोशी ( 0४४०9 ) क्षे 


( १६ ) 


इसको परमावदि तक पहुँचा दिए । इसका डिटर्थिनेरस [200- 


] 


कं 


धाग्राधा।5 यह नाम सी दाशी ही से रक्खा है । पाछे से सन्‌ १८- 
४६१ ० में जैकोबी (००००) ने इस सब [सेद्दान्तों फो संग्रह 
छर सब के उपकाराथ ऋत के झाखिक पन्न (॥९॥९१४ ]०णा,। 


-छें छुपवां दिया। 


उपहार 

समीकरण-मीमांसा धन्थ के £स स्वम्प में प्रतरद होने का 
सारा सुयश श्रीमान्‌ मानदोब सर आरबन (७507९ 007॥ (.5], 
0 5 महोदय वो है । स्शेकि आप ही छी कृपा तथा सहु- 
थोग से इस अन्ध की छपाई के निमित आगे हुए सपृ्ण व्यय 
२४००) रूपयों मे से आधा प्यय एल सितत्ययवा के समय में भी 
संयुक्त प्रदेश की न्‍्यावशीला गवर्यरन्‍्ट ने इेकर गुणम्राहकता 
का आदरणीय उदाहरण दिखत्वदू है।सा५ दवा साथ शेप आधे 
व्यय के छगा इस यन्‍्य के। छपाएर पगाग की वित्त नपरिष्तने दिन्दी 
साहित्य की सच्ची सेतआ का भरशंशपीय ए यच्य दिया है । 

स्वग॒वारी पूज्यणद्‌ पिला वी कोधगिदा पका के गुन्दर 
विषय सुगन्धयुत इस उन्‍्द-पुप्प + प्रसत टृ४ 7 छिन जिए सन 
भावों ने जिस जिस प्रवार को सवाध्त' ह ६ वग सभी को 


- मेरा हार्दिक धन्यवाद 


कहें अल्प मेरी घुड्धि वय दा जहिय नेगी दोप सौँ। 

यहि प्रन्ध सम्पाइल युद्धित दिन उन हैं गा हि जर पसोँ ॥ 

करिले प्रहण गुणु हुग्व कैट: मे अवगुण छोडि के । 

पदु्माकरहु छुध हल सं; न्त्ना दाग्त पए संडिक्रे | 
खजुरी, दाग हि ,टी । 
बनारध। 


श्रीजानकीवभे विजयते 
समी कर /) + 
समाकरण-मामासया 
जयति जगति राम: सर्बदा सत्यकामः 
सकलवपुषि जीवः शोमते या5प्यजीवः । 
तमिह हृदि निधाय स्वच्छुयुक्ति विधाय 
वदति विविधभ्ेदान बीजजातानखेदान ॥ 
-उपयोगी बिक [0० 
१-उपयाोगी गणित 
प्रकम १--अव्यक्त राशि | जैसे २, २५, २५६, 
२५४६७ इत्यादि को व्यक्ताडू, संख्या वा राशि कहते हैं. उसी 
प्रकार य, यरे, यो + करे, यपे +य २+र रे इत्यादि को बोजराशि 
वा अव्यक्तरांशि कहते हैं। 
२--फल । किसी शअ्रव्यक्तराशि को उन अव्यक्तों का 
फल कहते हैं जो उस अव्यक्तराशि में रहते हैं । 
जैसे क य*+ख य+ग इस अ्रव्यक्तराशि में केवल य 
अव्यक्त है; इसलिये इसे य का फल कहेंगे ओर इस फल को 
लाधव से फ (य) से प्रकट करते हैं अर्थात्‌ 
फू(य)चजक य +खयन+ग।| 
इसी प्रकार कय॑ +ख ये र+गय रस +घ र* +- च इस 


के में दो अव्यक्त है; इसलिये यह य और र का 
कल है। 


०] समीकरण-मीमांसा 


लाघव से उपर्यक्त राशि के लिये फू (4, र) लिखते हैं। 

इसी प्रकार तीन, चार इत्यादि अव्यक्तराशिविशिष्ठ 
अव्यक्तराशि में सी समभना चाहिए | 

सर्वत्र अव्यक्तराशि में अव्यक्त को छोड़ और जो क, ख, 
इत्यादि अक्षर रहते हैं उन सब को व्यक्त समझना चाहिए। 


| 


अव्यक्तराशि के भिन्न भिन्न फ्लो को फ, फा, फि,फी 
इत्वादि अक्षरों से प्रकाश करते है, जैसे फू ( य ).से समझता 
चाहिए कि यह य का एक फल है जो कि फू (य) इस य के 
फल से भिन्न है। 


३--किसी श्रव्यक्तराशि को ऐसा लिख सकते हैं जिस 
मे प्रत्येक पद में किसी एक अव्यक्त का धात उत्तरोत्तर 
एक एक घटता वा बढ़ता' रहे, जैसे 
कय* +खथरे +ग इस राशि को 
कय* + ० ४ य + खय 4-० शयकग 
ऐसा लिख सकते हैं यहाँ शूल्ब गुणकों के पूर्व जो घन 
चिन्ह बिखे हैं उनके स्थान में ऋण चिन्ह रख देने से भी 
अव्यक्तराशि में भेद न होगा; परन्तु ऐसे शल्य गुणों के 
पू्े प्रायः धन चिन्ह ही लिखते है । 
४--एणफल, पू्णसमीकरण--जिस अव्यक्तराशि 
में प्रधान अव्यक्त के घात उत्तरोत्तर एक एक घटते का बढ़ते 
रहते हैं उसे अब्यक्त का पूर्णफल कहते:है, ज़ैसे 
कय +खब* +गय +घयरे >चय +ज इस अव्यक्तराशि 
को य का पूर्णफल कहेंगे । 


उपयोगी गणित -। 


इस पूर्णफल से बने हुए फ (य)-० इल समीकरण 
को पूरा या पूर्णसमीकरण कहते हैं । 


५-..बीजगणित ले जानते हो कि श॒ुरुय अव्यक्तराशि 
और गुणक अव्यक्तराशि में एक ही अव्यक्त के घात उत्तरोत्तर 
एक एक घटते वा बढ़ते रहे इस क्रम से सब पदों का न्यास 
ऋर तब गुणन किया जाता है. जैसे 
शुदय हू श्य' +ध्यर +रेय' + रय + २ 
शुणक ८ रेयो +श्ेय +४ 


भ०य* + ८घयों +े धय + यो +- श्यरे 
+श्श्य” + श्श्य' + श्यर + इयर +श्ेय 
+रण्यप +१६य* + श्श्यरे + रय 4२ 


 जुणशनफल-श०य + रेश्य” + शेम्य* + रध्यरे + र०्यरे +११य + ४० 
देखो यहाँ यद्द तो स्पष्ट ही है कि गुणनफल में शुरय, 
शुणक के सब से बड़े घात के योग तुल्य घात प्रथम पद्‌ में 
है और एक एक उतरते हुए और पदों में हैं। इसलिये गुरुय 
शुणक राशि के चिन्ह समेत केचल गशुणकाड़ों को लिखने से 
लाघव से शुणनफल बहुत थोड़े ही स्थान मे उत्पन्न हो 
सकता है। 
जैसे केवल चिन्द समेत गुणकाड़ों के लेने से 
शुण्य मे नश+४+३+ २+--३ 
शुणक्क ८ +२+३+४ 


-छ समीकरण-मीमांसा 


क१०क द नी ६ नी ४ के दे 
+१५+१२+ ६ + ६ + रे 
+रे० +१६+ ९३९ + ८+- ४ 


झुणनफल 5 +१०+ २३ +श्े८+ २६ +२० +११+४ 
इस में य का घात पू् युक्ति से लगा देने से 
गुणनफल ८१०य + रेभ्यं +शेप्य! + रध्यर + २०यरे + ११य + ४ 
इसी प्रकार श्य४-य +२, य॑-शेय+१ इस मुण्य, 
गुणक को प्रक्रम ३ से घात क्रम से लिखने से 
शुण्य ८ रेय/ +व्यर-यरे +०य+२ 
शुणक > यो +ण्य -शेय+- १ 
केबल चिन्ह समेत गुणकाडु लेने से 
झुएरयथ रे +२०-०-१+०+ २ 
गुणुक ८ +१+०-३+१ 
+२+००-१+०+३ 
ना ० बचं+०--०--०+० 
“>३१००+३-००-६ 
करेज-०-१+क०+-२ 





+२+०-७+२+५-१-६+-२ 
“« ग्रुगनफल-श्या + ०या - ध्य* + स्य५ + श्य१ - ये - ६_य + २ 
सरय - ७य + रथ! +श्यरे - ये _ ये 3 २। 
इसी प्रकार आगे और डदाहरणों में भो जानना चाहिए । 
६--भाज्य और साजक को भी पूर्व थुक्ति से घातक्रम 
में रहने से फिर चिन्ह सहित उनके गुणकाड़ो पर से लाघव 
से लब्धि निकलती है, जैसे 


डप्योगी गणित फ 
भाज्य ८ दयपो - २७ 
भाजक - रेयथ -३े 
यहाँ भाजक में तो श्रव्यक्त के घातक्रम ही से पद्‌ है, केचल 








झाज्य में पदों को धातक्रम से लिखने से 

भाज्य ८ पया +०्य +०य- २७ | साजक > रेय - हे 

केवल चिन्ह समेत गुणकाड्ी को लेने से 
न-२- रे । -+- ० +०-२७ || +४+६+६ 

न-य८न- रे 
-+१२+ ० -" *७ 
क+श्र++ रेप 
नी ९८-२७ 
न-१८- २७ 





भाज्य और भाजक के सब से बड़े घातों के अन्तर तुल्य 
अव्यक्त के घात को लेकर ऊपर लब्धि के अड्ढी में यथाक्रम 
लगा देने से 
लब्धि-शय + ६य+६ ! 
इसी प्रकार ओर उदाहरणों मे भी जान लेना चाहिए | 


यहां यदि शेष बचता तो अन्त के शेष में अ्रव्यक्त का शन्य' 
घात, उपान्तिम में एक घात इत्यादि लगाकर ठीक शेष बना 
लिया जाता । 


७--अकरणीगत अभिन्नफल--जिस श्रव्यक्तराशि 


में अव्यक्त के सब घात अभिन्न और धन हो तो उसे अव्यक्त 
का अकरणोगत अभिन्रफल कहते हैं, जैसे यदि 


हू समीकरण मीमांसा 


पकपत +परयते  +पयत हे +पक्ये + ७ * ह*कपन् - 

इस श्रव्यक्तराशि में न धन ओर अ्रभिन्न हो तो इसे 
अब्यक्त का अकरणीगत अभिश्वफल्ल कहेंगे । यहां 
फ(ब)वप,य कप. ये  +प>्य १ पशुय १ + * ”*+पन्न 
इस में यदि यन्‍्ञ तो 

फ (अजपअ +पअआ  + पर ९ + * *+पत्ष 

नीचे लिखी हुई क्रिया से फृए (7) का मान लाघव से जान 
सकते हो, जैसे मानलो कि 

फू (अ)प/आर +प भर +परश्र+ ५ 

यहाँ पहले प,भ्र इसका मान निकालों 
इसमे प, जोड़ने से पकञ्र+प, हुआ 
इसे श्र से गुण देने से प,थ्रो+प, श्र हुआ 
इसमें प; जोड़ देने से प,ञ्रो+प,अ्र+प५ हुआ 
इसे श्र से गुण देने से प,शर+प,ञर +प/थ्र हुआ 
इसमें प, जोड़ देने से प,थ्र' +प.ञ्रो+प,अ्र+प* हुआ जो 
कि फ (अ) के समान है। 

इस प्रकार किसी अब्यक्तराशि में यदि अव्यक्त के स्थान 
में किसी ध्यक्ताडु का उत्थापन देना हो तो लाघव से मान 
था सकता है । 


इस क्रिया को न्यास सहित नीचे लिखे हुए प्रकार से 
करते हैं । 


+प७५ +प, +प३ न-प्‌ 
पत्र पत्र +पथ्र पक्थरर+प,अर +प., अर 


० 





प,ञ्र+प), प्र +प.ञ्र+प९, प,्ञ्रर +प, श्र! +प. अर + प&' 


डपयोगी गणित हर 


पहली पंक्ति में चिन्ह समेत घातक्रम से जो पद हैँ वे उनके 
: शुणकाडु है। पदले सुणकाडु को अव्यक्त के वपक्ताड़ू श्र से गुण 
दूसरे गुखकाडु मे जोड़ दिया है । इस जोड़े हुए फल को श्र 
से ग्रुण तीसरे ग्रुणक में जोड़ दिया है, फिर इस जोड़े हुए 
फल को श्र से शुण चोधे गुणकाडु में जोड़ दिया है, इस प्रकार 
अन्त में फू (अ) का मान बड़े लाघव से निकल आया है। 
जैसे रय*--श्यर--श्य + ५ इसमें यदि य८२ तो इसका 
क्या मान होगा यह जानना हो तो ऊपर के प्रकार से अव्यक्त- 





राशि के पदो को घातक्रम से रखने से 
नर दे न-० -छे न-पृ 
+98 +२ ५४ न० 
+ १ +२ न ० कप 


इस लिये अव्यक्तराशि का मान ५ हुआ । 


द८--अव्यक्त का अ्रकरणीगत अभिन्नफल फ (य) यह य 
के स्थान में श्र का उत्थापन देने से शून्य हो जाय अर्थात्‌ यदि 
फू (श्र) >० तो फृ (य) यह य-अ्र इससे अवश्य निःशेष हागा । 
कल्पना करो कि फ् (य) में वीजगणित की साधारण रोति 
से य-अ्र का भाग देने से लब्धि ल और यदि संभव हो तो शेष 
शेहदेतदो 

फू (य)-- ले (य-अ) + शे यह एक खरूप समीकरण 

होगा; इसमें स्पष्ट है कि ज॒ भी अव्यक्त का कोई श्रकरणीगत 
अभिशन्नषफल होगा। इसमें य के स्थान में भ्र का उत्थापन देने 
से यह अनन्त के तुल्य न होगा; इसलिये ऊपर के सरूप 

समीकरण में य>त्र मानमे से 


दर समीकरण-मीमांसा 

फू (श्र) ८० ८ ल (अ- श्र) +शे-शे 

इसलिये शेष का मान शुन्य होने से फ (य), य से निःशेर 
होता है। 
झथवा जब 

फू (ब)->प,्य +प, ये! +परयी है + + पतन 
ओर 

फू (थ्रोरण्व्पलथ #प, प्र १ परअ रे कक पर 
इसलिये 

फ(१)-फ( भ)न्‍फ ( य)चप० ( या >श्रँ ) + [पर 
(ये - श्र!) +*पकन१ (य-ञर) यहाँ बीजगणित से 
स्पष्ट है कि यॉ-अन, ये -अ्रन१, इत्यादि सब य-अञ्र 
इससे निःशेष होते है इसलिये फ (य) भी य-श्र से निःशेष 
द्वोगा। 


बीजगणित की साधारण यीति से यहाँ 
लब्धि-प८( यो! + अर रे + ब्रप्यन ४ ५ ४ +अ स्य 


+आत- ९ ) ३ 
कप, (या रे+अर्या रे + प्रपेय ४ + * + अर पय 
+अर्े १ ) 
+ पञ्न-२ (ये + थ) 
भी पन्न-१ 


समान धातों के गुणकों को इकट्टाँ करने से 
लब्धिजप, यो! +(प,भ्र+प,) यह 


उपयोगी गणित न] 


+ (पथ +पभ्र+प२)यो * +- २०९९० 
+पहअर १ +प,अ्र रे +प३श्रत * + पत्न-९ 
सब यो  +ब, ये रे +बस्योी ै+ ...... न पन्न- वें पी 
वंत्- € 
यदि ब,८प७, बश्तप"्््ु+पह, चसतप०अ कपरश्र+ प२,* 
शर्थात्‌ उपर्युक्त श्रेढ़ी के जिस संख्यक पद के गरुणक को 
जानना हो वो उसके पिछले पद्‌ के गुणक को अर से ग्रुण कर 
उसमें फू (प) के उसी संख्यक पद्‌ का गुणक जोड़ देने से 
अभीष्ट गुणक उत्पन्न हो जाता है । ये गुणक ७वे प्रक्रम से सो 
आ जाते हैं। 
&--प के अकरणीगत अभिन्नफल फ (य) में य-ग का भाग 
देने से मान लो कि लब्धघि-ज और शेपरशे तो 
फू (यजल (य-ग)+शे। इस सरूप समीकरण में यदि 
यन्‍्ग तो फू (गोज्शे, इस लिये यदि फू; (य) में य-ग का भाग 
दिया जाय तो शेष-फ (ग) और लब्धि भी दवे प्रक्म से सहज 
में आ जायगी । 
जैसे यदि स्य" -श्यर -४ य+५ इसमें यदि य-२का 
भाग दिया तो लब्धि>श्यर +यगे + श्य+० और शेष होगा 
(७वाँ प्रक्रम देखो)। श्रथवा यदि रय-रेयर - श्य+ « भसाज्य 
राशि में 4-३ का भाग दिया तो ७ बे प्रक्रम की युक्ति से 
न दे न० रे नक० - ४ + 
+६ #+र्दध +श५श +३५ +रेहरई 


+६ +श्श +४५ +र३१ करेध्८ 


१७ समीकरण-मीमांसा 


इसलिये लब्धि>स्य* + ध्य' + शेश्यरे + धश्य + १३१, 


शे-३&८ 
१०--उत्पन्न फल-मभान लो कि फू (य) एक अ्रव्यक्त 
का अकरणीगत अभिन्नणत्र है। है 
यदि “क (ये) 
स्फ (य+च) 


तो स-स-फ (य+च)-फ (4) 
स-स_फ(व+चो-फ (य) 
5. चत्च 
सपग्रा+का च+ खा चर +- '*** 
जहाँ च की अपेक्षा था स्व॒तन्त्र है अर्थात्‌ आ में च नहीं है तब 
ञआ को फू (य) का प्रथमोत्पन्न फल कहते हैं। इसे यदि फा (य) 
कहो तो फ (५) के स्थान में फशा (५) को रखने से ऊपर की 
युक्ति से फा (य) का प्रथमोत्पन्न फल एक आ, उत्पन्न होगा। 
. इसे फृ (य) का ह्विनीयोत्पन्न फल कहते हैं | इस प्रकार फू (य) 
का प्रथमोत्पन्न, द्वितीयेत्पन्न, तृतीयोत्पन्न इत्यादि यथेच्छ फल 
उत्पन्न कर सकते हो ।इन्हें क्रम से फृ' (3), फृ" (य), फृ/”(य) 
फ'(य), फ*(य),” फून (य ), इत्यादि सड्डढेत से प्रकाश 
करते है । 


और 


११-.-करुपना करो कि 

फू (य)>प्८+ भरय+ अरय  + अइ ये + * “अ,यत (१) 
जहाँ य का उत्तरोत्तर एक एक बढ़ा हुआ घात प्रत्येक पद में 
है । इसमें यदि य-० तो श्र,-फ(०) श्रीर फ्‌ (य+ च)-श्र, + 


डपयोगी गणित १ 


अश(य+च)+अश(य+च) का + श्रज्न॑य + च) * इसलिये 
फू (4+3)-फ (०) 

न अर [ (य+आ)-ब ]+अ३ [ (4+च) “यो ]+ 
यहाँ र स॑ख्यक पदन्अर [ (य+च)प-प ] 


शा [ स्थों'च+र (र १) ग्- > चर 


इसलिये फू (य+ च)-फ(य) 
स्ञ, के रेश्रग्य+रेझ, यो + * “न अन्न यी 
+ ऐसे पद्‌ जिनमे च आता है 
इस लिये १० वें प्रक्रम से 
फ(योन्अ, + रेझय+ रेअ, यो + *' ““नश्र, या! जिसके 
देखने से फ (य) से फृ/(य) का मान निकालने की सहज 
विधि यह उत्पन्न होती है कि फ्र (य) के प्रत्येक पद्‌ को डसी 
प्रद्‌ में भाए हुए य के घात ले गुण दो और य के घात में से 
एक घटा दो तो फृ'(य) का सान रा जायया। इसी प्रकार 
फ' (3) से फू” (3) का मान, फू” (य) से प्ठ' ' (य) इत्यादि के 
मान जान सकते हो । 
इसलिये डपर्यक्त विधि से 
फू (य)>रअ ३ +३ ्ञ्रय+ धर्थ्र्य नू- "१९ ०००० * 
फू” (य)-३*रअ, य-- ४०३*रच्र ,य+ +* *** *** 
इनमें यदि य-« तो फाः (०)-5ग्र, कक (०)८रशञ्२ 
फ़् (०)-३-२-अ २ 


श्र समीकरण-मीमांसा 
इनका उत्यापन (१) भे देने से 
'फ(ोल्फ(")+ फ(गेप्+र्फ (गैजद (") 


इसमे यदि य के स्थानमे य+र की उत्थ;पन दो तो 


फब+गेल्फ()+ (गेष+फ (०) भ्प्र ] रे 


न | फः ()+फ(ग पक +फ (०) १-२ है| 
+ [फलेक्फ (णपक ४०४ कहा पते 
फ()+फ (बोर +फ्‌ (बज नी "हा +फपण) दर 


१२-अथवा सीचे लिखी हुई विधि के भीफ(य+र) का 
आन जान सकते हो। 
ऋल्‍पना करो कि 

फू (गोल्य,र्ो कप बे कपन्‍ुयी के + पथ 
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इस में य, र के तुल्य वृद्धि प्राप्त करता है तो य के खान में 
य+र लिखने से 
फू (4+र)-प०(य+ २) + प,(य+ रोते 5 + ... 
[ +प-२(य+ र२)+पत्ष 
इसके प्रत्येक पद को द्वियुकूपद सिद्धान्त से फैला कर 
और उपचय क्रम से र के तुल्य घातों के ग्रुणकाड्नों को इकट्ठा 
कर लिखने से 


फू (१+रोजच्प,य +प,य ! +प.य १ + -+प:य+पद् 
+र[न प्यी '+(न-१)प, ये 
न न- दे... ५८ 
+(न-२)प, पे 4. पथ १ ] 


रे ते #-॥ 
--- न (१- १)प७ 
यह [न (ज- १)प०य 


+(न-१) (न- ३) पशर्या ह .. -+ रे पत्र 


एस ६-२ (ह-शेप,य १+(न-१) 
(न- ३) (न-रे)प, ये ४ +३-रेप+...३ ] 
बे 050 ७-३ कै ०१० ह 


३०२५१ ] प 


१०२०३ 
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इसमें प्रथम पंक्ति में तो स्पष्ट है कि फ (4) है और 
द्वितीय, तृतीय इत्यादि पंक्तिझों मे क्रम से र, २३ इत्यादि के 
गुणक ११व प्रक्रम से फ' (3), फ” (य) इत्यादि सिद्ध हैं; 


इसलिये फ (प+7)-फ (२)+र फ(४) + 5 फ” (ब) + 
रो फू 
नः ता (य) 

जैसे यदि फू (य)वपन्‍य*+प,यौ+पश्यर +प,य+प,, 
तो श्श्चे प्रक्रम से 

फू (य)5४प५ यो + रेप/य + रेप, य+प, 

पर (य) - ३:५प०,यरे + २३११, य+ श्प २ 

फू(य) < २३-४प,य + २ रेप, 

पृ(४ (य)- २-३-४प५ 
इसलिये 


(य+२र) 5 फू (.)+२३ ४पयर + २प, यरे +- रेप, य + प५ । 


न॑- 


शक बह | 


£-. 
च 


हे ४प०यर + २-रेप, य + रप२ ) 


5 
१ 


श्ष 
स्ब्जप | २३ ध४प | 


ओर यदि फू (4) -प (य+ग)ते 


२३ धप५य+- २-३ प, | 
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तो श१श्व प्रक्रम से 

फू (4) >नप (य+ग)" 

फू (य) >न (न- ६) प (य+ ग)एरे 

फर (य)>न (न- १) (ब- २) प (4+यग है 

इसी प्रकार आगे भो जानना चाहिए । 

फिर इन पर से फ (१+२) का मान पूर्व विधि से निकाल 
सश्ते हो । 

फू (प+र) > फू (3)+र फू (3)+ रंइफ (य)+ -++-*« 

इस पर से ११वें प्रक्रम की युक्ति से 

फ(य +२र-प्च (य) + स्फ (य) + रु इफ (य) + +*+ «००% 


फए() 





(न-₹) ! 

फ' (य+ ऐप (य)+ रा (य)+ है इफ् (य) + +-+०++० दे 
श्तेण रे फू 

र्फ छ- सु] () 

इत्यादि सिद्ध कर सकते हो । ॥$ 


१३--९ के अपचय घात क्रम से फ (य+र) 
का मान 


फ (१+२) का सान जो (शव प्रक्रम में श्रेढ़ो में आया है 
डसमे यदि र को अपचय घातक्रप से ह्विखे तो 


श्द्द समीकरण -मौमांसा 
फू (य+र) ८ प, र +(प३+नप५य)र 7! 
+ | प.+(न-१) प,य + “पर । र ने- ९ 
है | प३+(न- शेपर्य + जप 
+ पक | सतत 


नेः | पत्र न+ (न-त+१) पत-_/य + «०-०० 


न (न- १) न्न्नग्ढ्न (न-त+ 3] ते कक 
न 'अयाजाक जा पक्य | र 


+ फ (य) 
ऐसा सिद्ध होता है। 


१४--कल्पना करो कि फू (२) अव्यक्त का एक अकरणी- 
गत अभिन्नफल्र है जो प«य+प,यने! +प.यने-र॥ ० 
+पन इसके तुल्य है। इसमें य का एक ऐसा बड़ा मान मान 
सकते हे जिसके कारण भ्रेढ़ी का कोई एक पद्‌ अपने झआागे 
के सब पदों, के योग से चाहे जै गुना बड़ा हो सकता है भ्रथवा 
य का ऐसा छोटा मान मान सकते हैं लिसके कारण कोई पद 
अपने पिछुले सब पदों के योग से चाहे जै गुना बड़ा हो 
सकता है। | 


१ 
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मान लो कि कोई त संख्यक पद्‌ पह-,य 7“* है 
जिसमें पद, शत्य नही है ओर इसके आगे के जो पल 7, 
पत_ (ये पे इत्यादि पद है उनमे सब से बड़ा संख्यात्मक 
शुणक व है तो स्पष्ट है कि आगे के सब पदाँका योग 
यो >्तल+१ १ 

य-३१ 
इससे छोटा होगा | त संख्यक पद्‌ में इससे भाग देने से 

'न--त+९ सा 

लब्धि- टू वुज-कम्म उ्7 हक रे छु न व यन तक 3 ! 

इसमें स्पष्ट है कि ज्यों ज्याँ य बढ़ता जायगा त्याँवत्याँ 
अंश बढ़ता और हर व के तुल्य होता जायगा । इसलिये य का 
ऐसा बड़ा मान मान सकते हैं जिसके कारण लब्धि चाहे 
जितनी बड़ी हो सकती है। इस पर से पहली वात सिद्ध हुई । 

दूसरी के लिये कल्पना करो कि यल्र तो 


फ (यन्‍र न (प५ न प श्ि न परे चृे ढक भक पत्र ) 


ब (यो + ये ३ + ...-०-*** ऊंय+ १) व 


अब ऊपर की युक्ति से प,+प१र+प३र' + ---- इसमें 
र का ऐसा बड़ा वा य का ऐसा छोटा माव मान खकते हैं 
जिसके कारण कोई पद अपने पिछले सब पदों के योग से 
चाहे जै गुना बड़ा हो सकता है | अर्थात्‌ 
पक + प.र+ प्रो पतु..द्र <्‌ पद्रतें 
वा प,रा+प.र न +पररो तक -०+पर_. सर एन 
< पर्व ॥ 
वाप,य +प, १ +प. ये * + «पं 7“! < पु.युपे-त . 
२ 


श्द समीकरण -मी मांसा 


अर्थात्‌ य का ऐसा छोटा मान मान सकते हैं जिसके कारण 
फोई प-यन 7 पद अपने पिछुले रब पदाँ के योग से बड़ा हो 
सकता है, यह सिद्ध हुआ । यह सिद्धान्त बहुत दो उपयोगां 
है। इसे श्रच्छी तरह से अभ्यास करना चाहिए । 
१५--असम्भव संख्या ओर सध्यशुणक-- 
अ+4१/ क्ष-३ इसे श्रसम्भव संख्या कहते हैं. जिसमें » और 
क सम्भाव्य संख्या हैं। जहाँ कहाँ इस अमन्‍्थ में असस्मव 
संख्या आवबे वहाँ सर्वत्र अ+क५/ -- ३ यही समभना चाहिए । 


चीजगणित के जिद नियमों से सम्भव संख्या के जोड़, 
बाकी, सुणा और भाग किए जाते है उन्हीं नियमों से असस्भच 
संख्याओं के जोड़, वाकी इत्यादि फिए जाते हैं। सम्भव और 
असम्मव संख्याओं मे प्रयोग किए जाने पर ये परिकम केवल 
सरभव और अ्रसम्भव संख्यात्रों को उत्पन्न करते हैं और 
यही दात बीजगणित के सूलानयन में भी सत्य उहरतो है। 

अरे >करे इसके धनात्मक शूत्र दगे अ+क,/ 77 और 
क्र-क५/ ६ इन असस्मवाँ में से धत्येक का मध्यगुणक 
कहते है | 

अ्र+क५/ 77६ और ४'+क'५/ 77 का घात बीजगणिंत 
की रीति से 

अन्य -कनफ+( अर क+अ के ),/ “7 है इसलिये इस 
असस्भव का मध्यगुणक पूर्व. परिसाया से (अश्च' -कक)* 
(थक +अ' के) ८ (अ' +-क) (अपर +क' ९) इसका धनात्मक 
मूल दोगा | इस पर से- यद्द सिद्ध होता है कि दो श्रलम्भवाँ 
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के घात तुल्य असरभव का मध्यशुणक पूव दोगों' झसस्ववोँ 
के मध्यगुणकों के घात तुल्य होता है । 

अ+क५/ -ै३ इस में यटि साथ ही ७४० और “० नो 
असस्मव को शूल्य के तुल्य कहते हैं। ऐसी दशा मे &सम्मद' 
का मध्यगुणक भी शुत्य के तुल्य होता है । 

यदि दो श्रसम्मवोँ का घात शुन्य के तुस्य हो तो स्पष्ट हैं 
कि घात रूप अ्रसस्मव का मध्यगुणक भी शून्य के तुल्य होगा 
और पूर्व अ्रसम्भवाँ में से एक का मध्यगुणक भी अवश्य 
शूल्य के तुल्य होगा। इस्री प्रकार अनेदः असम्भाँ के घात 
रूप श्रसम्भव का मध्यसुणक यदि शून्य हो अर्थात्‌ नष्ट हो तो 
उन असस्भवोँ में से कम से केम एक का सध्यशुणक अवश्य 
शुन्य के समान होगा । हि 


१६९--असस्मव का सूल--दीजगणित से स्पष्ट है _ 
कि यदि म धन और अभिन्न संख्या हो तो 


(/-:२)४४५+९/ “६ और (५/ -३२)४ै४५४ 


और (अ+क५/-२)१८३/ 7६ जहां अर ८ करू ३ 
इसलिये अ्र+कश५/-१ ८7 ५ ५/“55 थे 
और (अ+क ५/ “३ > अ+क+५/ १३ 


जहाँ आग -- कर >ज्, न्ञ कव्क [ 


(अ+का५/-३)7०१/ब्र+क4/ ६ 
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इस प्रकार से कद सकते हो कि किसी अ्रसस्भव का मूत्र 
भी एक अ्रसम्भव ही होता है । 

भास्कराचार्य ने भी अपने वीजगणित में लिखा है कि 
“न मुलं ज्ञयस्थास्ति तस्याकृतित्वात्‌” अर्थात्‌ ऋण संख्या का 
मूल सम्भव संख्या नहीं हो सकती क्योकि ऋण संख्या किसी 
सम्भव संख्या का वर्ग नहीं है। इसी प्रकार यदि न अभिन्न 
ओऔर धन हो तो दियुकूपद्सिद्धान्त से स्पष्ट है कि 
(श्र+क५/ 75 )7 इसमें बहुत से पद सम्भव और बहुत से 
ऐसे होंगे जिनके गुणक ५/ -( होँगे। इसलिये सम्भव और 
जिनके गुणक 4“ 75 हैं उनको अलग अलग इकट्टाँ करने से 
(अ्+क५/ 7६ )/7 5 अ+क५/ २ ऐसा होगा । इसमें 
यदि क के स्थान में -क का उत्थापन देँ तो स्पष्ट है कि जिन 
जिन पदोँ का गुणक ५/ -१ है उनके धन, ऋण का व्यत्यास 
हो जायगा इसलिये (अ-क 4/ ६ )7 5 अ(-क 4/ “प्‌ 
ऐसा होगा | 

१७--च के परिवत्तेन से फ्‌ (ग+च) के भान का परि- 
वत्तेन | पूर्व सिद्ध है कि 


फू ((+ऐन्‍्फ ()+र फ' ७) +ु फे ()+ ०० 
इसमें यदि य>ग ओर र८च तो 


फः (ग न च) घट फ् (ग) न-च फःा (ग) न र्र फ्‌' (ग) 
नूड ७७० «०००००००००००० ००० ने ते फून (ग) 
न 


उपयोगी गणित 7474 


इसमें च का ऐसा छोटा, मान मान सकते हैं जिसके चश 


का वह प्रथम पद्‌ जो शूल्य के तुल्य न हो और सब पदों के 
योग से यथेच्छु बड़ा हो सकता है ओर स्वयं बहुत ही छोदा 
हो सकता है (१४ वाँ प्रक्रम देखो) | 


इल लिये च के परिवततन से फ(ग +च) को फ(ग) के चाहे 
जितनां आसन्न बना सकते हैँ। इससे स्पष्ट है कि ज्यों ज्यों ग 
यढ़ता है त्योँ' त्याँ फू (7) लगातार बदलता है। ध्यान देने 
की बात है कि यहाँ यह नहीं सिद्ध क्रिया गया है कि ज्याँ ज्योँ 
ग॒ बढ़ता है त्यों त्योँ फ (7) भी बढ़ता है फ (ग) चाहे बढ़ 
वा घट सकता है वा कभी बढ़ और कसी घट सकता है। 
उपरोक्त बातोँ से केचल यही सिद्ध होता है कि फू (ग) का 
मान अवच्छिन्न घट या बढ़ नहीं सकता | इसी प्रकार च का 


थे चर 
ऐसा बड़ा मान मान सकते हैं जिसके वश च-फ (ब)-:२ 


च्चौँ कब 2 
फ! (व) हा हे (३)... ..- | फ। (7) इस श्रेणी का वह 
अन्तिम पद्‌ जो शुन्य के तुल्य न हो, और सब पिछले पदों के 


योग से बहुत बड़ा और स्वयं भी बहुत बड़ा हो सकता है। 


इसंलिये च के परिवर्तन से फ्‌ (ग+च ) का मान फ (7) 
से बहुत बड़ा हो सकता है | इस पर से सिद्ध दोता है कि क 
के परिवर्तन से फू (+च) का मान चाहे ज्ञितवा घटा बड़ों 
सकते हैं । 
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१८--समीकरण का सूल--यदि य के स्थान में श्र 
का उत्थापन देने से फू (५) >० हो तो फू (प) ८० इस खमी- 
करण का एक मूल थर कहा जाता है। 

२ प्रक्रम से फू (7) नाना प्रकार का हो सकता है. परन्तु 
अभी इस अन्य में ज़ब तक इसके विरुद्ध बात न कही जाय 
सब तक प्र (य) से सवेदा श्रव्यक्त का श्रकरणीगत अभिन्न, 
फल समभाना चाहिए (७वाँ प्रक्रम देखों) ओर लाघव के लिये 
आयः फृ (य) में य के खब से बड़े घात का जो ग्रुणक हो उससे 
ओर घातों के गुणकाँ में भाग देकर त्ब्ध्रियों को और घातोँ 
| का गुणक जानता चाहिए। 
जैसे यदि फट (य) ८० ८ अयत +- करन! +खयनते रे+ ..... 
तो श्र का भाग देने से 


कः ख थ् 
ये कंज्भ यु न के न ००००० £5 यी न-अ ये है न 
श्र या हे... .... ८० 
|... । 48८०... 4 क् ख़ 
ऐला सोधा स्वरूप बना लेना चाहिए | यहां ८ अर 2. 


ऋथ> इत्यादि। 


१६--फ (य) में य के स्थान में थ और के का उत्धापन 
देने सेयदि फू (थ) और फू (क) विरुद्ध चिन्ह के हों 
तो श्र और रु के बोच य का कम से कम एक ऐसा मान 
अवश्य होगा जिस के वश फू (4) 5० होगा। क्योंकि यदि 
असेक को बड़ा मानो तो श्र से आगे ज्याँ ज्योँ य का मान 
बढ़ाते जायेंगे त्यों त्योँ लगातार फू (य) बद्ल्तता जायगा। इस 


उपयोगी गणित श्३े 


लिये फू (थ) और फ (क) के अन्तर्गत लब मानोँ को फ (य) 
ग्रहण करता जांयगा क्यों कि पर (४) और फृ (क) विरुद्ध चिन्द 
के हैं । इसलिये श्र के श्रागे और क के पीछे य का कम से कम 
एक मान अवश्य ऐसा छोगा जिसके वश प्य (य) 5० हो | 


जब घ से आगेय को बढ़ाते जाओगे तब संभव है कि 
फू (य) छुछ दूर तक घट्ता वा बढ़ता ज्ञावे फिर आगे शूस्य 
होकर बढ़ता वा घटता जावे आगे फिर भी घटता वा बढ़ता कहीं 
शल्य होकर फिर आगे और घटता वा बढ़ता जाबे | इसलिये 
यह नही कह सकते क्लिअ ओर क के वीच कोई य का एक ही 
मान ऐसा होगा जिसके वश से पृ (१८० हो और यह भी 
नही कह लकते कि यदि पृंद् (अर) और फ् (क) एक ही चिन्ह 
अर्थात्‌ एक ही जाति के हाँ तो अ और क के बीच थ का मान 
ऐसा नही हो सकता जिसके बश से फ (य)-० हो | 

जैसे यदि पट (य)>यी -१६ यो + १०८ य- १८० 

इसमें यदि 4८१ तो कफ ( १)--६० 

ओर यदि य११ तो फू (११)-+ ४० 

यहां फू (१) और पृ ( ११ ) चिरुद्ध चिन्द्द के अर्थात्‌ 
विजातीय है ओर १ और ११ के बीच ३, ५, १० य-के ऐसे तीन 
मान में फ (य) शल्य के तुल्य होता है। इसलिये यह नहीं कह 
सकते कि य के एक ही मान में फू (२)-० होगा । 

इसी प्रकार य८ ४ और य ८ ११ में फू (.)८ + १२ और 
फ (१)-+ ४० ये दोनों एक हो जाति के हैं परन्तु ० ओर ११ 
के बीच य के ६ और १० ऐसे दो मान हैं. जिनके चश फ (यो 
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शुत्य के समान होता है । इसलिये यहाँ पर यही सिद्धान्त कर 
सकते है कि फू (५)-० इस समीकरण में य के स्थान में भ्, क 
का उत्पादन देने से यदि फ (अर), फ (क) विरुद्ध चिन्ह के हों 
तो फ (यो5० का कम से कम एक सूल्ष अवश्य भर और छ के 
बीच में होगा । 


२०--यदि फू (२)-० इस समीकरण में फू (य), ब-श्र 
इससे भाग देने मे निःशेष हो जाय तोय का एक मान श्र 
होगा। 

मान लो कि भाग देने से लब्धि-ल तो फू (य)5छ (य- भर) 

इसमे यदि य>श्र तो फू (य-फ (अर)-ल ( श्र- भर )८० 

इसलिये य का पक मान श्प्बे प्रक्रम से भ्र हुआ | 

यहां स्पष्ट है कि ल, अव्यक्त का अकरणीगत अ्भिन्नफल 
है। इसलिये इसमें श्र का उत्थापन देने से फल अनन्त के 
तुल्य नहीं हो सकता क्योंकि श्र एक ऐसी संख्या है जो अनन्त 
के तुल्य नहीं मानी गई है। 


२१--जिस विषमधात समौकरण में जो कि फ (य)>० 
ऐसा है भोर जदाँ य के सब से बड़े घात के पद के गुणक से 
भाग देकर समीकरण को छोटा कर लिया है वहाँ यदि 
अन्तिम पद्‌ जिसमें य का कोई घात नहीं है वह धन हो ते 
फ (२)5० इसका एक पूल्न अवश्य ऋण होगा श्रोर यदि ऋण 
हो तो धन होगा । 

जैसे फू (य)जय +प,य! + ...... +पन्न इसमें मानो कि 
न विषम है। इसलिये फू (य)-यन +प यती ! + «६ ..«-«- +पन 


उपयोगी गणित श्पू 


इसमें १४वाँ प्रक्रम से य का ऐसा वड़ा मान मान सकते हैं. 
जिससे ये यह और सब पदों के योग से वड़ा हो। इसलिये 
य के एक ऋण और एक धन मान में फू (य) के जो दो मान 
होंगे वे विरुद्ध चिन्ह के होंगे और फू (य)-० इसका कम से 
कम एक मूल य, सम्भाव्य संख्या के तुल्य उन य के मानों के 
बीच होगा ( १६वाँ प्रक्रम देखो ) । 


यहाँ स्पष्ट है कि यदि यू० तो फू (य)-य इसलिये यदि 
पतन) यह धन हो तो य, ऋण और ऋण हो ता य, धव होगा । 


२२---फ्‌ (य) 5०८ यत+प,यते! +परयतेरेक 
#+७ ७०७७ न पत्ष-+ ये नै प् 


इसमें यदि न सम हो और अन्तिम पद्‌ प+ यह ऋण हो 
तो कम्म से कम य के दो सस्साव्य भान आपेगे जो परस्पंट 
विरुद्ध चिन्द के हों कि यदि य८० तो फू (य)-प< 
अर्थात्‌ ऋण होगा और १४वें प्रक्म से य का एक ऐसा मान 
हो सकता है जिससे या ओर खब पढदोँ के योग से बडा हो ! 
इसलिये फू (य) का वही चिन्ह रहेगा जो य का है परन्तु 
चाहे य का वह मान धन वा ऋण हो य" सबंदा धन ही रहेगा 
“ क्योंकि न सम माना गया है। इसलिये य के शल्य और एक 
ऋण मान में वा शुत्य और एक धन मान में फू (य) के जो दी 
मान होगे वे विरुद्ध चिन्द्र के होंगे। इसलिये कम से कम य के 
एक ऋण और एक घन मान में फू (य) अवश्य शल्य के तुल्य 
डोगा ( १६वाँ प्रक्रम देखो ) । 
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२३--फू (य)८ ० ८ प०यत +प/यत! न «० पंतयनत 7 


इसमें यदि आदि पद से लेकर त+ १ पद्‌ तक प्रत्येफ पद के 
ग़ुणक प,, प; इत्यादि एक चिन्ह के और अवशिष्ट पदाँ के 
प्रत्येक गुणक दूसरे चिन्ह के हाँ तो फू: (4) ८० इसका सस्भाव्य 
भ्रन मूल एक ही होगा । 

यहाँ २१ वे और २९२ वे प्रक्रम से स्पष्ट है कि कम से कम 
यथ का एक सस्साव्य धवन मान अवश्य होगा । अब इतना और 
कदिखा देना है कि बही एक धन मान होगा दूसरा घन मान 
नहीं हो सकता। 


मान लो कि प०, प, , प्‌,...... पह सब धन हैं. और 
। हक 
परत शक -पत+ ११ प++ रत - १ त+ २१०० गन पत्ते - पर ता 


फे (जप +प, ये * + ....०- +पत्यी 7... + परे 
533 ४ | (पन्‍्य कप यो? + +प ) 


पंत, पंत+> पर 
न न 
भर ये न न ये 7) 


इसमें स्पष्ट है कि ज्याँ ज्यों य बढ़ेगा त्याँ वा घनात्मक 
खण्ड बढ़ेगा ओर ऋणात्मक खण्ड घटेगा; इसलिये जिस यके 
शक धन मान में दोनों खण्ड तुल्य होकर फू (य) को शुन्य के 
तुल्य बनावें गे उससे ज्याँज्योँ अधिक य होता जायगा त्य 
त्यों धनात्मक खण्ड अधिक और उससे अल्प ऋणुात्मक खयड 


उपयोगी गणित श्ञ 


होता जायगा | इसलिये अब आगे य के किसी घन मान में 
ऐसा नद्दी हो सकता कि दोनों खण्ड तुल्य होकर फिर फ् (य) 
को शूल्य के तुह्य बनावें। इसलिये फ (य) ८० इसका एक 
ही धन पूल होगा। दूसरा धन सूद्ध नही ऐो सकता । 
यहाँ पर यह नहा कहा जा सकता है कि ऐसी दशा में 
फू (3) >० का कोइ ऋण सूल नहीं है क्योंकि ऊपर की युक्ति 
से इतना ही सिद्ध हुआ है कि ऐसे समीकरण में फट (५) ८० 
का धन सूल एक ही आदेगा | 
२४---एकवर्ण्समीकरण के मूज्नों क्षी संख्या अबव्यक्त के 
सब से वड़े घात के तुल्य होती है । 
मान लो कि य-अ्र, य- श्र>, य- 9 ३,... -- य- भरत ये न 
युग्म पद्‌ हैं, इनमें अ,, भर इत्यादि सम्भाव्य वा असस्सव 
संख्या य से स्व॒तन्त्र है अर्थात्‌ इनमें य का कोई घात नहीं है 
तो बीजगणित की साधारण रीति से 
(य-अ,) (य-अ३) न यो - (अ +अ२) य+ अ, भर 
(प-अ,) (प-अ२) (य- अर) + यौ - अ, + अर +अ३) ये 
+(अर्ञशस +अजअ३ +अश्अ> )य 
->अ,आरअ३ 
(य-अ,) (य-अ२) (य-»३) (य-अ३) २ ०४ -(अ३ +अ३ 
+अ३ +- अप यरे _ 
क(झअ, +अ्आइ ना अर न अर पै अरअह३ + ३ अ ५) ये 
+(झअर्आ +ंअ अर नै चर आप अ२भ३अए)प 
कऔऋश्र भ्र/अ३ अ५ 
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इस प्रकार से आगे भी गुणनफल को बढ़ाने से स्पष्ट 
होता है कि 4- भर, , य-अ३ इत्यादि जितने खण्ड होते हैं . 
उनके गुणनफल्ञ में प्रथम पद्‌ में उतना ही घात य का होता है 
और, श्रन्य पदाँ मे एक एक उतरता हुआ य का घात रहता 
है। इसलिये यदि 
फू (य) ८० “या +प,य" ! + ..--- +पन ऐसा हो तो न तुल्य 
शुरयगुणकरूप अवयवब में इसका रूपान्तर कर सकते हैं 
श्र 


फ (य) >०| (य-अ,) (य- अ२)५* *(य- अल) 
इसमें स्पष्ट है कि यदि य-्र ;, अ२, 9३, 
फं (4)-० । इसलिये भ्र,, भ्र३,..... भतन इत्यादि फू(य)>२ 
इस समीकरण के सूल हुए । 
इससे सिद्ध द्ोता है कि फ(य)5० इसमें य के सब से बड़े 
घात की जो संख्या हो उतने ही मूत्र आबंगे जिसके वश से 
फू (य) शल्य के तुल्य होगा। 
२५--प्रसिद्धाथ--इस प्रक्म में समीकरणों के विषय 
में कुछ प्रसिद्धार्थ लिखते हैं जो पिछले प्रक्रमों' की युक्ति से 
बहुत ही स्पष्ट हैं। 
(१) यदि फ (य) में प्रत्येक्ष पद के गुणक घन हो तो 
_फ(४)-० इसका धन सूल कोई नही होगा। 
(२) यदि फ (य) में य के समघात के प्रत्येक पद के गुणक 
धुक चिन्ह के और विषम घात के प्रत्येक पद्‌ के गुणक दूसरे 
चिन्द के दो तो फ(य)-० इसका कोई सूल ऋण न होगा । 


डउपयागी गशित घ् 


(३) फू (७) में यदि य के सम घात हाँ और प्रत्येक पद के 
गुणक अन्तिम पद्‌ जो य से स्वतन्त्र है लेकर एक ही चिन्ह के 
' हाँ तो फू (२)७० इसका कोई सम्साव्य सूल न होगा । 
(४ ) फ॒ (४) में यदि सब पदाम य का विषम घात हो 
, और श्रन्तिम पद्‌ मे य का एक घात रहे श्रौर सब पद के 
गशुणक एक ही चिन्ह के होँ तो फू (५)-० इसका एक मूल 
शूल्य होगा और बाकी सब सूल असम्भव संख्या में आयेंगे | 
(५ ) फू (५)-० इसमें जहाँ सबसे बड़े य के घात का 
गुणक रूप है वहाँ द्वितीय पद्‌ का गुणक य के सब मानों के 
योग तुल्य विरुद्ध, चिन्ह का होता है, तृतीय पद का गुणक य 
के दो दो मानाँ के घात के योग तुल्य होता है, चठुर्थ पद का 
। शुणक य के तीन तीन मानों के घात के योग तुल्य विरुद्ध चिन्ह 
का होता है..., इसी प्रकार आगे भी गरुणक और य के मातोँ 
' में परस्पर सम्बन्ध जानना चाहिए। 
अभ्यास के लिये प्रश्न । 
₹--अव्यक्त राशि किसे कहते हैं । 
२--फ (य) से क्या समभते हो । 
३--गुरय ८ य४ - य* + २, गुणक - श्य - श्य + ३ | गुण-- 
नफल फेचल चिन्हों और य* इत्यादि के ग्रुणकों को लेकर " 
बताओ । 
४--ऊपर के प्रश्न की चाल से यदि भाज्य ८ स्य* -श्यरे 
+५, साजक्र 5 ये + २ तो लब्धि का मान और शेष का मान 
बताओ | 
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पृ--अ्व्यक्त का अकरणीगत अभिन्नफत्न किसे कहते हैं। 

६--यदि फू (ब) 5 स्य +श्यर - श्य+ २ तो पद (४) का 
क्या सान होगा | ह 

७--सखिद्ध करों फि बदि फू (ञ) +० तो फू (४) अवश्य 
य-्र से भाग लेने में निशशेष होंगा। 

८--रश्य* +- शेयर -- शय+ २ इसमें यदि य-४ इससे भाग 
दिया जाय तो कया लब्धि ओर शेष होंगे। 

&--यदि फू (प) ८ श्य* -५१९+ २ तो फू (ये) का व्या 
मान होगा | 

१०--यदि फृ (य) ८ पथ्यो+प, ये! + ००० +पन तो 
सिद्ध करो कि 


फू (४+९०फ (३+एफ' ()+रद्फ"() 


न हु / (य)+ 


११--खिद्ध करो कि स्पय*-य५ +ध्यर +णयरे - श्य+ ५ 
इसमे य का एक ऐसा मान मान शाकते हैं जिससे श्य” यह 
और पदों के योग से वड़ा हो सकता है या य का ऐसा छोटा 
मान भान सकते हैं जिसके वश से 

णय*> 'रय -य! -- एयरे 
* १२--अश्रम्भव संख्या किसे कहते हैं । 


१३--अर+क५/ 7प्‌ #+को4/ 7३ इनके घात तुल्य 
असस्भव भें मध्यशुणक क्या होगा । 


समीकरण के गुण हे? 


४-९ # “९/ ८ ११० +१/ “६ इनसे बक्ता एक 
मात बता ! 

१ए--दिखलाओं कि श्यर+ पथ + स्य- १२८० इसका 
पक ही एल र॑ और २ के दीच है । 

सिद्ध करो 

१४-रेया + ध््यर + शय+ १८८० इसका कोई घन मल ने 
होगा | 

१७--»य* - सेय + रेय -श्यर +- शयोे - श्य + ५४८० 
इसका कोई ऋण मूल न होगा । 

₹४+-प* + स्यध + भय) + ४५८० इसका कोई सम्धाव्य मल 
मे झावेगा | 

१६--परे +कय +ग «० इसके दो नाँ पूल अ, और 9, हाँ तो 


२-समीकर णाँ के गुण 


२९--समीकरण में जोड़े जोड़े असम्भव मूल 
होते हें-.पहले २४ वें प्रक्रम में दिखा आए हैं कि फू (५) 5० 
इस समीक्षरण में य के खब से बड़े घात-की जो संख्या होगी 
उतने ही समीकेरण के मूल आवेंगे, वे चाहेसस्मोव्य वह 
असस्माव्य संल्या हों। बे 


क२ समीकरण मीमांखा 


कल्पना करो कि शअ्रव्यक्त के अकरणीगत शभ्रभिन्षफत्ञ 
फ (य) में प्रत्येक पद्‌ का ग्रणक सस्भाव्य सख्या है और 

(ये) ८० इचका एक मूल असस्भव श्र+क५/ - ६ यह है 
तो य के स्थान मे अ+क५/ -.३ इसका उत्थापन देने से १६वें 
श्रक्रम से 


फू (3) ८ ४४+क५/ -7>० ऐसा होगा जहाँ 

क्र! ८० और क' «० होगा और यदि य के स्थान में 

श्र-क५/ .ए का उत्थापन दे ते १६वें ही प्रक्रम से 

फू (य) जन -क'५/ “7 >० होगा। 

ख,. इस पर से सिद्ध होता है कि ऐसे फू (य) «० में यदि एक 
असम्भव मूत्र श्र+क५/ ६ होगा ते उसी के साथ ही 


दूसरा मूल ४-क५/ - ६ यह भी होगा शर्थात्‌ समीकरण में 
जोडे जोड़े इस प्रकार के असस्मव मूल होंगे । 


मानो कि अभ्र/न्श्र+क५/ 7 और असक्र-क५/ए: 
तो फू (य), १- श्र, भौर य- श्र, इनसे निःशेष होगा श्रथांत्‌ 
(य-थ,) (प- अ२) इससे फ (य) निःशेष द्ोगा परन्तु 
(य-अ,) (य-अ२)ल्‍यर -(अ, न भर) य+ अ ९ श्र 
नये -२अ य+अ'प +करे 
इसलिये फू (य) में य*-२ भ्रय+अ' +क' ऐसे भी 


शुणक रूप खण्ड होंगे जिनमें श्र, क, करे +अ' इत्यादि सब 
सम्भाव्य संख्या है । समीकरण से सवेदा फू (प)-० इस रूप 


समीकरण के गुण ३३ 


का समीकरण समझना चाहिए जो कि सब समीकरणों में 
एक पक्ष को दूसरे पक्ष में घटा देने से वन सकता है। 


२७--समीकरण में जोड़े जोड़े करणीगत सूल 
होते हें-“इली प्रकार यदि अव्यक्त के अकरणीगत अभिन्न- 
फल पट (प) में सब शुणक अकरणीगत हाँ और फ् (य)5० 
इस समीकरण का एक मल अ+4/क ऐला हो जहाँ ५/क्ष 
एक करणो है तो एक दूसरा सूल ५-५/ह्ूव ऐसा भी होगा 
और फृ (य) में गुशकरूप खण्ड 
५ उयल ९/ के) (प-अ+4/क) 5 (4-४) -क ऐसे 
भी होगे । 
र८--खण्डोँ की संख्यू---ब- श्र ७ ये-भ३ इत्यादि 
को य के एक घात के खण्ड, यो >(शझ्र/+अ,) य+ श्र, अ३ इसे 
द्विघात के खण्ड, इसी प्रकार जिसमे य*, य* हृत्यादि हाँ उन्हें 
क्रम से तीन, चार घात आदि के खण्ड कहें तो स्पष्ट है 
कि फू (य) में यदि य का खब से बड़ा घात त हो तो फृ (य) 
में गुणयगुणकरूप एक घात के खण्ड न होंगे। दो घात के 
खण्ड जप “2 , ह घात के खण्ड - 72: द 25 _त्‌+ १) 


होगे ( २४वाँ प्रक्रम देखो )। 


९६--तुल्य सूजल--यदि फू (य)>०-प५यरे +प, ये: * 
केला नि- +पत्र इसके जो भर, अर, अ३,--- - “भरत मूल 
आवंगे उनमें बहुत से आपस में तुल्य हाँतो फ (य) का 
लाघव से नया रूप बना सकते हो, जैसे मान लो कि, फू (4)>० 

डरे 
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इसके घूल ते भर, तबार, श्र), पबार, अ;, द बार आए 
है तो फू (4) ८प५ (4-अ)) (य-भ२) (य-शअ३ )* 

अब इस रुप के अतिरिक्त फ (य) का दूसरा ऐसा रूत नहीं 
वन सकता जिसमें ((-अ,) यह त पार से अधिक या स्यून 
हो, (4-अ२) यह थ बार से अधिक या न्यून हो, इत्यादि । 
यदि सस्मव हो तो मानो कि 


(य)८प५ (य-अ, ) ! (य-श्र३) ! (4-अ,) ! ..- 
इसलिए ५, (य-अ/) (य-अर२) (य-शअ३) -- -« 
जप (य-अ, ) * जिल्‍जई ) 5 (कं>ब) 527०२ 


मान लो कि त > त, तो (य-अ, ) ' का दोनों! पह्ों में 
भाभ देने से 
प, (य-अ, ) 3022 (य-अर) (य- श्र, रे की 


८प (य-शअ३ ) * (यश्र-३) ' - - इसमें यदि यन्थ् 
तो वायाँ पत्त शल्य होता है परन्तु दृहिना पक्त शल्य नहीं होता 
इसलिए ऊपर का समीकरण असस्सव हुआ । इसलिये 
तथ्त, । इसी प्रकार सिद्ध कर सकते हो कि धन्‍्थ,, दन्द,, 
इत्यादि । 

३.३ 0 पु पक प 

३०--समीकरण में यदि य के सब से बड़े चात 
की संख्या से अधिक सूल हाँ तो सब गुएक शून्य 
के तुल्य होंगे । 


समीकरण के शुर[ 8 


फू(य)5०-प०य्क+पया  +पश्यी रे + -- - ऊपद् 
इसमे २७वें प्रक्रम से जब स्पष्ट है कि व के एड घात के सुएब- . 
गुणुकरूप खण्ड न होगे; इसलिए फ्य (य)-० के न घूल आदेगे . 
तब स्पष्ट है कि उन न मूलों से सिन्न संख्या का उत्थापच दि . 
य के स्थान मे दे तो फू (3)-० नहीं दो खझ्ता परन्तु धदि 
पूछुने वाज्षा कहे कि न संख्याओं से भिन्न खंख्या 8 सी 
फ (१० ऐसा होता है तो स्पष्ट है कि 

फू (य) 5०८ प,्य +परयी के न कप 


यह तभी समस्यव हो सकता है जब प,, प,, प.,... .. ,प५ 
ये सब गुणक शुन्य के समान हों। ऐसी दशा मे य के स्थान में 
चाहे जिस संख्या का उंत्थापन देओ सर्ददा फ्र (4)० होगा । 

३१--समीकरण छा एक सूल जात कर उससे: 
एक॑ घात डोदा नया सप्तीकरण बनाया जा सकता 
हे--फ (य) ८०८ प»य +प ये ९ + «००० «« कपन्न इसका 
यदि एक सूल अ; हो तो ू्वे प्रक्रम के पु. (() यह प-जअ/ 
इससे भाग देने से निःशेप होगा। लब्धि भी श्रव्यक्त का छोई - 
अकरणीगत अभिन्न फल होगी जिसमे य का सब से वड़ा घात 
न-१ होगा | इस लब्धि को यदि फो (ये) कह्दो तो अरब एक 
नया समीकरण फा (य)-० ऐसा बना सकते हो कयोंक्ति 


फ (७) 5०८ फा (३) | ब-अ, ह इसलिये दोनों पत्ता में 


य-अ, का भाग देने से फा (य)८-० हुआ। पहिले समीकरण 
की अपेक्ता यह एक घात कम का समीकरण हुआ | इसका 
यदि एक मूल अर. व्यक्त हो तो फा (य)-० इसमें 4 - भर, इसका 
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भाग देकर फिर एक नया समीकरण फि (य)-० ऐसा बना 
ध्व ते हो जिसमें य का और एके कम घात रहेगा। इस प्रकार 
समीकरण के एक मूल को जानने से उससे एक घात छोटा 
नया समीकरण बनता चला जायगा। 


३२--ग्रुणकों ओर सूलों में परस्पर का सम्बन्ध-- 
एव प्रक्र के ५१वें प्रसिद्धार्थ मे जो बात कह आए है उसे 
अलनुभान के अ्रतिरिक्त नीचे लिखे हुए प्रकार से भी सिद्ध कर 
खतमते हो |, 


मान लो कि २४वेँ प्रक्रम से यदि न-१ गुण्यगरुणकरूप 
मेँ रॉ 0 3७5 (९ मे भ्े 
खगयड पृ (२) में हाँ तो वे बातें जो ५व प्रसिद्धार्थ भें है 
ठोक है तो 
(य-ब३) ( ९7, )-( य-अ>-? ) 5 फे (७) 
घ्यन ? कप, हो. ,००.००००० न पतन... 
जहां पपल८-( श्र; + श्र३ के “* + अत ३ )-+ अर) - अ, ,***-५- 
“अन-३ ईनका योग । 
प. +-भ्र,-श्र३ -- “इत्यादि में दो दो के घात का योग 
प८-अभ्रन्‍/- २, - ५३ इत्यादि में तीन तीन के घात का - 
योग | 


पतन (स-अश,-अ३, “अत ईैन सब का घात | 


समीकरण के गुण रे 


चर कप 


ऊपर के समीकरण के दोनों पक्तों को एक्र नये खण्ड 
य-शभल्‍ष से शुणने से 

(य- भर) (य-अ३२).००(य-अन)च्यन +( प+-थ ) य£ 

+(प३-प९ अ्रद्)यं है 

+(प३-प३ अल)येंग है + ..--- +पञ-२ अं 


परन्तु प,-अज् ८-अ, अर -+अ३- -* “अन्न 
सौ ओर ११, अर इसका योग || 
प३-प,अजतप३ +अझ (अ+ अर न »* *** न अ १) 
++ 3. 
#-भर,-भअ३२, ०००१“ अा इन में दो दो करे 


घात का योग | 
प३ >परअनतप॥३ ८ अत (अशभ्रर + भरअ३ + - **) 
८- भर +- अ३) ५“ अंत ईनमे तीन तीन के 
घात का योग | 
-पत्च- ९ अत नगञ् १, २, “3३; ०»: अंत रैनेका घात ! 
इसलिये वे बातें यदि न-१ गुर्यशुणुकरूप खणडो मे 
सत्य हैं तो न खण्डों में भी सत्य होंगी परम्तु २४वें प्रक्रम से 
४ गुएयगुणक खराडों में सत्य हैं, इसलिये ५ खण्डों में भी 
सत्य होगी |[ 

न- १ के स्थान में 9 का उत्थापन देने से ६ मे भी सत्य 
होगा। इस प्रकार आगे बढ़ाने से स्पष्ट हे कि चाहे जितने 
शुर्यगुणकरूप खण्ड हाँ सब में २४वें प्रक्रम के ५वे प्रसिद्धाथ 
की बाते सत्य है । 
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इसलिये उसी प्रसिद्धाथ से कह सकते हो कि फ (य)० 
इसमें नए का गुणक यदि पत है तो (-१)7 पत समीकरण 
के छूलों में से त, त के घातों के योग के ठुल्य होता है। ऐसा 
साधारण एक समीकरण उत्पन्न होगा जिसमें त के स्थान में 
२,२,३.... इत्यादि का उत्थ/पन देने से खब पदोँ के शुशकों 
ओर पृ९ (4) 5० इसके यूलों मे जो परस्पर सम्बन्ध है उसका 
ज्ञान हो जायगा | 

जैसे २२+प,य +प/य+प५ ८० इस समीकरण के सूत्र 
यअबि प्र,,9,,श३ माच लो तो 

“-थअ, अर न अ३ ह््ड प्‌, २०९०००००«० न *(१) 
अ्अ, +अथ + अर सूप *5* -* (२) 
न आअ,अभ३ मय प्‌ ०००५०९१ ० ०० » *»*«(३) 
फिर 
+थ,-अरपेअ, > अप अप अर ० ५ ०००००“ 8) 
आ, ग ?३ नै श्र, अर + श्र, भ्र३ पथ, ००५००९०००००५००० **० (५) 


(३), (४) और (५) को जोड़ देने से 
“अंश लपरभ्रर +॑परथ्र, + पक 
इसलिये आरौ,+प: श्र, +प३अ३ +॑ प३८० 
अर्थात्‌ भ्र के जानने के लिये वैला ही समीकरण उत्पन्न 
छुआ जैसा पहिले का समीकरण था । भेद्‌ इतना ही है कि वहाँ 
यह यहाँ य के स्थान में श्र, है। यहाँ फू (4) -० इसके तौ्नीँ 
मूलों में से किसी के खिये श्र, मान सकते हो क्योकि दुसरा 


सभौकरणो के गुण ३६ 


समीकरण श्र, के जानने के लिये जो उत्पन्न हुआ है उससे 
अर, के तीन मान आवेंगे । 
छा यह क ५८ 

३३--खूल। के दर्गी का याग--खपवें प्रक्म के ५४वें 
प्रसिद्धार्थ मे गुणरों और प्रू्ञों मे जो सम्बन्ध दिखा आए है 
और उससे ऊगर जे परक्रम मे (-१)!प। इसका जो मान 
दिखला आए है उनसे यद्यपि वर्गलमीकरण छोड और घन - 
समीकरणादि के एूत्न निकाहाने में काम नहीं चलता तथापि 
उनसे समोकरणों' के विपय में बहुत उपयुक्त बातों का पता 
लग जाता है । 

जैसे अर, ब्र२,...,भक् यदि व +प, ये? +प परे) + «« 
+पत्त-० इस सपीकरण के खूल हाँ तो 


प,न्‍्थ अर्थ आ३ + --- + अर, आ ३ + "० 
इसलिये पो,-३ प,च्धो, +अपऐ, + श्र +-००+अ 


इस पर से सिद्ध हुआ कि खब सूलों के वर्ग योग के तुल्य 
पर, - २५, होता है इसलिये यदि प), -२प, यह ऋण दो 
तो सब मूल सस्भाव्य संख्या नही होंगे । 


३४--शुणकोँ और खूलों में ओर भी सम्बन्ध-- 
इसी प्रकार से और भी सम्बन्ध जान सकते हो । जैसे है 
(-११४!प७-५ न मूल्रों के न- १, न-१ घातोँ का योग 
(- १) प्‌ > खब घूलो का घात 


३४० समीकरण-मीमांसा 








भाग देने से 

१० 3 3 + 5: .. मिशन + दल (१) 
पतन्न श्र, श्र, अं३ अर 

और (- १)--११५_२ - मूलों के न - २, न - २घातोंका येग 
(- १) वश. + खब सूल्नों का घात 

इसलिये भाग देने से 
552: अर 5 अल मर २ 
पन्न अर, श्र, 32 + अन्ना ५0289, 


(१) के वर्ग में (२) का दूना घटा देने से 


पो_५ श्ॉन-२ परे... “रे पत्र २ पत्त _ रे १ 


090 “अाकज- उाअ# आकमप अं अआपक उकट7 असकता पा नै हक. जय 


रे रे 
पत पन्न पा ५ ञ््र 
दल 35 
२ 
श्र श्र्श्न 


इसे पर, - रप३२ न्‍्थरे, + भर, + “*+शरे । इससे गुण देने से 


२ 
(पं रे पर) (पन- - २ पत्र-२ पन) प्न+ न्प] + मे 
पा श्र. श्र, 
२ 
नै #९ ३७३७० नै अर नै ७७७७७ 
श्र 
इसलिये 
(प१४-रे १२) (परे न १ -रे पर _२ पे.) श्र श्र, 
पा “प्र श्र 
न है ष् 
ने ३७३ ७००७ प्र क्या 


समीकरण के गुण 24 
इस प्रकार अनेक उपयुक्त बातें जान सकते हो | 
अभ्यास के लिये प्रश्न । 

१-एक समीकरण ऐसा बनाओ जिसके मूलों के मात 
श्‌, १, २-२ हो | 

२--ऐसा एक समीक्रण बनाओ जिसके सूलों के मान 
१५५८-३२ और ३८:२०/ “ए हा । 

३-एक सप्त घात समीकरण ऐसा वनाश्रो जिसके मूर्लो 
में से एक का मान १+०/१ +५/-5 हो। 

४--नीचे लिखे हुए सर्मीकरणों के और सूल बताओ जब 
कि एक मूल दिया हुआ हैः-- 
(१) ब-यो +श्य+५ ८० ; य5 १+२५/ कक 
(९) स्य" +प्यरे + १ल्‍यरे +म्य+ १० ८०; य२५/ “7 
(३) रेय' + श्यर - ७श्यरे + १२१य + १६८८०; य८३- धर 
(४) य* + रथरे - श्यर +६८३+श्य; य ८ ५२ 
(४) य*+ २८ श्यर + श्यरे + क्य। य ८ २- ९/६३ 
(६) य + न्यरे + र्श्यरे >य* +यय* + ध्य+ ५४ ६ 

य+4५८ २-९८ -३ 

५--य* +ब्यऐे> य* + श्य+ १५ इसमें एक सूल ५/घ इ ओर 
दूसरा १+९५/ “३ हो तो और सूल-क्या होंगे । 

६--य१ +यरे - १७य +ग ० इसमें एक सूल'३ है तो और: 
मूलों के और ग के मान को बताओो | 


छुए समीकरण-मीमांसा 


७--य* -शेय* + र्यर + श्यपे -य + २८० इसमें सब सूल्ों 
के चगयेग भर पृथक पृथक्‌ रूप में भाग दिये हुए यूलों के 
बगेयेग बताओ 

८-पर कप, ये? +प३ युन- रे नु> *५«००००००० नूु- प् घ्द0 इस 
समीकरण के सब मूत्वों के घनयेग का मान बताओ । 

६--य* +य*े - १७य + १५८० इसमें यदि जानते हैं कि 


पूल अ,, भर, थ३ हों और प्र ० अ३ ८ भ्३ “ भ२ + १० हो तो 
अ,, अर; अ३ के भान कया होगे। 


१०--बीजगखित से यह ज्ञानते हैं कि यदि अर, क, ग, 
आअ+फ-+ गन «** 








के एृ 
इत्यादि न संख्या घनात्मक हो तो > (अ-कना*') 


इस पर से सिद्ध करो कि यदि पर, - शप५ यह नपने इससे 
अहप हो तो समीकरण में कोई सम्भाव्य मूल म॑ आशबेगा । 
१ए--य +प, ये! + ...«« +पत्त 5० इस समीकरण 
के दो दो यूत्रों के घात का वर्गयोग बताओ । 
उनपर *- रप५प३२ + रप७ 
१२--यदि्‌ श्र,, अ३, »३ इत्यादि सूल्न हों तो सिद्ध करो कि 
(१-प३ +प३-*) +(प९५-प३+प५, “ --)* 
८(१+श्रो,) (१+ अर) (१+ अप)... ... 


समीकरणो की रचना ४३ 


३-समीफरणों की रचना 
२४०--इल अ्रध्याय मे दिए हुए समीकरण पर से एक 
ऐसे समीकरण के बनाने की रीति लिखी जायगी जिसके मूल 
से दिए हुए समीकरण के मूल में एक निर्दिष्ट सम्बन्ध रहे । 
जैसे फू: (२-० यह एक दिया हुआ समीकरण है इस पर 

से एक ऐसा समोकरण वनाना है जिसके सूल दिए हुए समी- 
करण के मूल के तुल्य विरुद्ध चिन्द्द के हाँ तो यहाँ स्पष्ट है कि 
र+-य इस समीकरण भे जो य के मान होगे उनके तुटय विरुद्ध 
चिन्ह के र के मान होंगे इसलिये प:--र अब दिए हुए समी- 
करण में य के स्थान में -र का उत्थापन देते से नया समी- 
करण फट (य) 5 के (-२)>० ऐसा होगा । 

यदि फू(य) 5 प्र +प, ये? + प,यत * + -- +प८--२ ये 
+पन तो बदला हुआ नया समीकरण 


फ (-ह 5 ए(-फैफकप, (-पोग कफ (“फेस 
नी नन न*« न-पूर्ते (+-र) +पह 526 


ल्पत्तरो -प; रण  क+प/रते * | ++कपछ-रर 5  पन्न 


,. श्र्थात्‌ दूसरे पद्‌ से एक एक पद्‌ छोड आदि समोकरण 
में गुणकों के चिन्ह बदल देने से यह नया समीकरण होता है । 
यदि दिए हुए समीकरण में 4 का एकापचित घातक्रम न हो 
तो ३ प्रक्रम से घातक्रम को वना कर तब ऊपर की लिखी 
हुई युक्ति से चिन्दों को बदल कर नया समीकरण बनाना 
चाहिए। 


४४ समीकरण-मीमांसा 
जैसे यदि फू (य) ८ य" + श्यर - श्य* -- इयर +- ८ ८४० 

तो य के स्थान म-र का उत्थापन देने से नया समीकरण 
“-२०+ हर ५२५ -- ६ +- ८ ८०८ २-२ +-५ २४ 


+ ६२१ --८ बना, अथवा दिए हुए समीकरण का ४प्र. से 
घातक्रम में रूप 


य" +छय + ०य - श्य* + ०यर - एय + ०य + ८ यह हुआ। 


इसमे य के स्थान में र के रख देने से ओर दूखरे पद से 
पक एक पद छोड सब गुणुकों के चिन्ह वदल देने से नया 
समीकरण 


२०... ४२१ + ५रर + ६२१ --८ ८० बना। यही पहले भी 
आया था | 


. ३६--दिए हुए समीकरण से एक ऐसा समीकरण बनाना 
है जिसके मूत्र दिए हुए समीकरण के सूल से ज शुणित हों । 


मान लो कि र5 जय, तो इस समोकरण में स्पष्ट है कि 
जो जो य के मान हाँगे उनसे ज गुणित य के मान होंगे । इस 


लिये य +हू इसका उत्थापन दिए हुए फ (य) 5० इस समी- 


करण में देने से नये बने हुए समीकरण का रूप फ ( के )5० 
ऐसा होगा। 

जैसे फू (य) ८ पह्य +प ये १ + * * +पत्न ० इस 
दिए हुए समीकरण पर से नया समीकरण 


समीकरणों की रचना 8५ 


फ (हज) +॥( न) +्) 





+००* ल्‍कंपक्ध 
९ शत पर शने १ पर श्त-ने 
(---- जग नः ज्ञ्ति-? नै ज्ञर्त- जा न न्न नमक न- प् 50 
न केनघात से गुण देने से 
पर+प, जरते  +परज रते १ + ...... +पत्॒न पैर नेए 
न नणन + पद्धी ८० 


ऐसा नया समीकरण हुआ । इसमे यदि प# से साग देकर 
समीकरण को छोटा करने से या «इत्यादि भिन्न हो तो प्राय: 


5२ हा तक ४ 
उनके हर के लघुतमापवस्ये तुल्य ज को मानने से नये समी- 
करण में सब अभिन्न पद हो सकते हैं । जैसे यद्दि य१-ई ये 
+ई य- क्तत ८० इस पर से नया समीकरण बनाओ जहाँ 
य-_ ता समीकरण का रूप ऊपर की युक्ति से 


रु -दृर ज+हू रजत -- छह जा ८० 
इसमे स्पष्ट है कि यदि ज३०८३, ५, १० का लघुतमापवत्त्ये, 
तो समीकरण 
रे - ४०२९ + १०८० २-८१०० «० ऐसा हुआ | 
यदि दिया हुआ समीकरण ---- - 
यो >$ यो + है य- जैक 5० ऐसा होता तो नये 
र-४ जररे+हं जपर-+ एक जग ८० इस समीकरण में 
ज॒ के खान में तीन ही का उत्थापन देने से 
रु --४ रो +६२-- ३ ८० 
यह अभिन्न नया समप्तीकरण बन जाता । 


४ समीकरण-मीमांसा 


३७--दिए छुए समीकरण पर से एक ऐसा नया 
समीकरण बनाना है जिसके मूल दिए हुए समभी- 
करण के मूल से ज ध्थिराड तुल्य न्यून हों । 

मान लो कि २>य-ज तो इसमें स्पष्ट है कि जो जो य के 
मान होगे उनसे ज तुल्य न्‍्यूव र के मान होंगे। इसलिये दिए 
हुए फू (५) ८० इस समीकरण में य के खान में र+जकां 
उत्थापन देने से नया सम्मीकरण फू (ज+२) ८० ऐसा हुआ | 
दिया हुआ समीकरण 
'फूए (य) ८०८ प.यंत +प,यने * + . .--- +प. यदि ऐसा हो तो 
११वाँ प्रक्रर से य के स्थान में ज को रख देने से 

फ (ज+र 5 फ ()+फ' ()) +फ" (न) २६ 


5 की जि र 
३| न! 
शोर १२वेँ प्रक्रम से र के एकाप चित घातक्रम से 
फू (ज+र) ८ प.रत + (प३+नप/ज) २०7१ + 


प३ +(न-१)प,ल + मजा | शा“ र 4 ८०७०० «४ 


न | पत+(न-त+ १) पर (जय + «**««« 


+- कक मो | रत + ... + «« + पृ(ज)>० 
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छे हे 
विशेष--फ (0) पर से फ ७), के (॥) फ  (॥) 
इत्यादि के माव लाघव से जागने के लिये हानेर (सणव०) 
साहव ने एक प्रकार दनाया है। 


जैसे मानो कि फू (ब) ८ प.ञ्र" +पल्‍य +पर्य  +पह्य+ष७ 
तों पट (ब)>प०ञअ +प;अरे +पश्ञअ' +पेह अर + प७ 
और १०वें प्रक्रम से 


फूट! (अर) + श्पलआ + रेप, अप + रेप२अ्र+प३ 


अं (थे) ८ ६प.ञ्र + रेप :अ+ प२ 


श /(झ) ८ शेप अप; 
“कर ञ्) ब्ड प्‌ 
४] पर 
अब पृ (अ) का यान ७वें प्रक्रम ले 
प. सूप, 
प<ञ्य+प५ सःपाछ 
पा अ्+प३ रे पद +परञ्रे+ पर ल्‍ पाए 
पाइअ+प३ रपत्आ +परञरो+परञ्षकप३इ ८: +पह 


पाइअ+प& ने पु. + पर +पश्ञर+पशअ+ प६ + फञ) 


यहाँ प्रत्येक ऊपर की पंक्ति को श्र से. ग्रुण देने से और 
आगे के गुणक को जोड देने से नीचे को पंक्ति उत्पन्न होती है। 


ह समीकर ण-मीमां सा 


अब जिस प्रकार से प., प,, प३, प२, ५५ को केकर फृ(अ्र) 
बनाया गया है ठोक उसी प्रकार से प,, प,, प., प, को लेकर 
पु (श्र) बन सकता है । 


जैसे प« न्प, 
परअश्र#पा, ऋ रेपअ+प, पा 
थरा,अ+पा३ ८ पते +पा(9+पा३ | रप/अर +प, श्र + पु श्र 
+प/श्र+प३ ८ रेप,अ' + रेप अ+प, पा, 
पा,अ+पा३ ८ एप + रेप; अर + रप३ भर + प३ + फ्(ञ) 


इसी प्रकार प., पा,, पा, को लेकर ३ फू” (अर) को भी 
जना सकते है। 


जेसे प्‌ न्‍्प, 
प.ञ्र+ पा, रू रेप,अ+प, न्पा; 
पाइआ+पा, ८ ऐैप,अ' + रेप अर + प५ 5 | के (अ) 


जिस प्रकार से फू (अ), फ' (अ), ३ फृ” (ञअ) बनाया है 
उसी प्रकार प., पा; लेकर श़्फ (श्र) बन सकता है। जैसे 


पु ह सूप, 
कक, १ (4 
पञअ+पा; 5 ४पअ +प, नल शुपे / (श्र) 
इस प्रकार अन्त मे प + फू” (अआ) 
(] श्च (्‌ 


ऊपर की क्रिया को सुभीते के लिये इस पर ह्विखते हैं 


समीकरणों की रचना ४३ 

















पर प३ प३ प 

,प<श्र पाश्र पाइभ्र पा; भ्र 
पा, पा२ पाए फा(श्र) 
प्र पाधश्र पा, भ्र 

पाए पा फ(ञ) 

प.श्न पाइत्र 

पा; इ पे (अ) 

प.ञ्र 

फः /!/ (अर) 


ऊर्ध्वाधर पंक्तिआं में ऊपर दो दो के योग के समान नीचे 
की संख्या है । 


जैसे संख्याओं में जब य ८ २८ ञअ, तब 
फ (य) 5 श्य" -य' + श्य + ८ इसमें फू (अ), फ' (॥), 
! फू” (अ), >फ” (अर) का मान जानना द्वो तो ऊपर की 








रीति से फ॒ (य) को पूरा फल बनाने से 
डर च्न्न्रे +४ ० कण न 
नई १० रेप ५६ 
> १४ श्र लो 
६ रे ४७२ 
११ ३६ । १०० 
8 रे४ट 
५७ छ० 
३ | 
श्र 


धू७ समीकरण मीमांसाः 

इस प्रकार से फ (॥) 5 ६४, फृ/ (3) 5१००, ई फू” (ञ) 
5 ७० और रा” (अर) 5 २३ | यह विशेष बड़े काम का है इस 
पर से मूल का आसन्न व्यक्त मान लाघव से निकलता है 
जिसकी रीति आसन्न मान के प्रकरण भें दिखाई जायगी। 


इ८--३७ प्रक्रम में ज के स्थान में -ज का उत्थापन देने 
से ऐसा एक नया समीकरण बन सकता है जिसके सूल दिए 
हुए समीकरण के मूल से +ज तुद्य बड़े होगे। 


३६--समीकरण के किसी एक पद का उडाना 
था हटाना--३ प्रक्र के नये समीकरण में ज के भिन्न 
भिन्न मान से प्रथम पद को छोड़ कर चाहे जौनसा पद्‌ उड़ा 
सकते है| 


जैसे यदि फू (ज+२) ८० इसमें इच्छा हो कि दूसरा पद 
डडे तो दूसरे पद्‌ के गुणक प, + नप,ज इसको शून्य के समान 
करने से 


प+नपज़र८० जझ--_ 
श्रव ज के स्थाव में >> इसे रख देने से फू (ज+र) 


म्फे (- न र) इसमें रत! यह पद न रहंगा। 


इसी प्रकार यदि त+१ खंख्यक पद्‌ को उडाना द्ोतो 
उसके भुणक पर से 


समीकरणों की रचना छुषे 

च्‌ जो न+-प ज्ञ्ण ६. कि त्ताव १) प्‌, हे नू> ००००० 
नॉन र 

4 ()|(ल- व)! अर 

त । 

ऐस। समीकरण बना, इस पर से ज का मान के आने 

चाहिए जितके वश से फू (ज+२) ८० इसपर त+ १ संख्रक्ध 

पद्‌ उड़ जायगा । 


जैसे तीसरा पद डडाना हुआ तो त८२ इसका उत्थापत 
ऊपर के समोकरण में देने से 


२ २!(न- २)! 
प्ज ९. - प्‌ श्जे न दे (न २ ० 
न से 


- अब इस व्गसलमीकरण से ज के दो मान आ जायें 
जिनके वश से तीसरा पद्‌ उड जायगा। इसमें यद्दि चन८४ नो. 
जे. प्‌ृ,ज है 3३5 %)| )! ब््पज्ञरे प्‌ ह॒ 
प्‌ हक प्‌ृ:ज न शा प्‌ #प.ज्ञ यू प,जञ+-> - 
इस पर से ज' + ४ न -. 
0 


शेप 
रे 
वा जप |. 





- थप ० 
७, न “१7% पर -रेप प, 


इ्प 


जैसे सर्प - श्श्यो + मय + १० ८० इस पर से एक नया 
समीकरण ऐसा बनाना दो जिसमे दूसरा पद्‌ उड ज्ञाय तो 
यहाँ ऊपर की युक्ति से 


चुरे समीकरण-मीमांसा 


पी 
मप ३५२ 
इस पर से नया समीकरण 


२ (२+२)१ - १२ (२+ २) +झ (र + २) + १०८० 
था ररो +१२रो + २४२५ १६-१२२' - ४८र + ८ए + १६ 
+१०-४८४८ 
श्ररै -- १६२-- ६८० 
«. र-८ २-रे७० ऐसा हुआ । 
और यदि ये -२ यरे + य+ ३८० इसमें यदि तीसरा पद“ 
उड़ाना दो तो | 
_“प११५+९/ पर ->रेपुप, _१४९८४-३ _२+१ 
शेप& ३ का 


“«» जनध्वाई 
जब णज-१ तो नया समीकरण 

(र२+ १)! - २(२+१)१ +(२+ १) +३ ८२१ + रर + श्र 

+१- रे -४२-२५-२+१+ मे ८० 
०. रौ+रो+३८० ऐसा हुआ। ध 
जब ज८॥$ तो नया समीकरण . 
(र+ ३) ८ २(र+ ३) +(र२+३)+ रे स० 

या रकरो+फर+हघ पे एप र-६+२+३+३ 
१५ ६ 5८5१ ६ 


ध रु - शो 4 -- - -- ०5 
२७ २७ ह २७ ३ २७ 


संभीकरणों की रचने पूछ 
>.. रौ-रर+--८० ऐसा हुआ। 


इस प्रकार से समीकरणों म॑ पहले पद को छोड़ औरः 
किसी एक पद को उड़ा सकते हो । 


०--दिए हुए समीकरण से ऐसा एक समी- 
करण बनाना है जिसके मूल दिए हुए समीकरण 
के सूल के ज घाते के तुल्य हो । 
कल्पना करो कि र>य इसमे जो य के मान होगे उनके 
जघात के तुल्य र के मान होगे। इस लिये यररज के हुआ | 
इसके उत्थापन से नया सप्तीकण्ण फ्ए्र जञ) +० ऐसा हुआ | 
यदि फू(ब)5प५य +प (य * + परत डे +.--->+पछ स्य 
+प.५ 5० ऐसा हो तो नया समीकरण 


4 न नजर नर > 
फे(रज) ल्ज्प्‌रज कप ज ऊपर ज् न हम न पतन. १ सजी 
ह न प्‌ ब्डथ्छ 

इसमे ५2 5> 5:३१ -- ? - 

यदि ज--१ तो र5>र**+ ६ 

हु और 5 ९ ने __ श्नच _ दया 

ओर फ्‌(र जे) ० फः(र) नल्पर कप,र के १क०००० ब्ड्छ्ा 
वा प्रो +पन्न- ६! + -००+प/र२+प८८० ऐसा इस! 


और यद्‌ ज> २ तो र ये और य ८ रु इसलिये 


0 समीकरण-मीमांसा 


ग्फ्‌(्‌ रण) फ() पर +प,र हे +**+पत-२२ ५ 
+प्ध 5० 
एकान्तर पदों का शून्य की ओर ले जाकर वर्ग कर देने से 
हकरणीगत अव्यक्त के धात में 


ज्ञ-+रे न २ 
(पर कपरर हू +>प,र * + ) 


६4 स- र्‌ 
( पर रे -- प.र * + ०००० ) 


यह समीकरण होगा | इस तरह ज के भिन्न भिन्न मान से 
यहाँ अनेक प्रकार के नये नये समीकरण बन सकते है। 
१--इस प्रक्रम में समीकरणों की रचना के विषय में 


कुछ उदाहर णु क्रिया समेत दिखला कर इस अध्याय का समाप्त 
करते है । 


(१) यर +प, ये +प,य+प३ ८० इसके मूल भ्र,अ, और 
»५ है। एक ऐसा नया समीकरण बनाना है जिसके मूल 
ग्र/ +अरभ३, अस्थ३ + अर भर ओर अर + अ, अ३ होँ। 
यहा झ| अज कं श्र थ्र३ श्र (अर न भर +- श्र, - भर) 
ने अश(>प१-अश३)5-अ३ (प१+अ२) 
घसी प्रकार और दोनों मू्ों के रूप क्रम से 
-अर (प३ +अ२),-»३ (प, + अ३) ये होगे। इसलिये यदि 
र८-य (१, +य ) ऐसा माने तो य के स्थान में क्रम से 
मूलों के तीनों मान भ्र,,भ्र२,५३ रख देने से नये समीकरण के 
मुज्त दो जाते है इसलिये 


समीकरणों की रचता पृपू 
रनजन-य(प.क+य . -शस्न्यो+पय 


श ३ 


दिए हुए समीकरण में इसका उत्थापन देने से 


रे न 
;न्‍ -प ६ + (पर - ४२) | रे +प, । [पर (पर - ४२) | रे 
बढ २ 


्‌ 
+प< -प, * (पं - ४२) ॥ +- प्‌ ३८० 


ऐस। सर्माकरण होगा। द्वियुकपद सिद्धान्त से फैला कर 
और पक्तान्तर नयनादि से र के अकरणीगत घात में इसी 
समीकरण का रूप बना सकते हो | 
(२) य* + प,य+प३ ८० इस पर से एक ऐसा समीकरण 
चनाओ जिसके सूल दिए हुए समीकरण के दोनों पूलों के 
अन्तर वर्ग के तुल्य हो। यद्दि दिए समीकरण के सूल अ ,भर, 
भर मानों तो २५वेँ प्रक्रम॑ं के ५वे प्रसिद्धार्थ से 
एप अर के अर फआ३ ८०, अर के अ२अ३ + अश्ञ३ + पर, 


अशअ्र्अ३ जी प्‌ 
इसलिये मूलों के वर्ग ये(ग 
नये समीकरण के सूल (अ, -अर-)", (२ - अ३)' औौरे 
(अर-“अ३)' ये हैँ परन्तु (अ, -अ३२)' >> भोर >रेशरअर 
कमर स्थप +अर +कैश्प -“रेअआइ “अप 


६ - समीकरण-मीमांसा 


_ रेश्र अर भर ३ _ २ 
प्र ह 


इसलिये (१) उदादरण की युक्ति से 
ः र>- रेप + न्यँ यो 
>> रेपशय+ रेप, -य*ै 
वा यौ+(रप२ +र) य- रप३ ८०“ (१) 


शोर यँ +परय +- प्‌ 550 "** (२) 
(१) भौर (२) के अन्तर से 
(प९३+ रोय - ३५५ ८० 
रेप 
पद प.+र 


आदि समीकरण में इसका उत्थापन देने से और लघुतम 
रूप करने से 


र+ धु्य,र +- £प्‌ पर + २७प | न एप ८० 


यदि २७प) + ४प*, यह धन हो तो २१वेँ प्रक्रम से र का 
एक सान सम्भाव्य ऋण संख्या होगा, इसलिये दिए हुए 
समीकरण मे-एक जोड़ा श्रसम्भव मान अवश्य रहेगा ।क्योंकि 
इसका यह एक ऋणात्मक-मान' दिए हुए समीकरण के पूलों 
के अन्तर के वर्ग तुल्य.होगा | अन्तर का बर्ग ऋण तभी .होगाः 


समीकरणों की रचना पु 


ज्ब अन्तर में असम्भव संख्या होंगी। और यदि रण्पप 
+४प, यहं शुन्य हो तो स्पष्ट है कि दिए हुए समीकरण के 
दो मूल आपस में समान होंगे । 

(३) यर + पर +परय+प३ ८० इस पर से एक ऐसा 
समोकह्रण बताओ जिसके मूल दिए हुए समीकरण के दो दो 
मूलों के श्रन्तर के वर्ग के समान हो। इसमें दूसरा पद्‌ उडाने 
के लिये यू य न ऐसी कठ्पना करो तो दिए हुए समीकरण 
का रूप 


ये ण--5 प,(यन--*क कप [य “- +फ 
( ३/ 777 5 है ३८ & 


नये ३-- प३ या पर! का 
५ पर , रेप पहढप 
जहाँ प॑ २प३२- पूफपइ लत एए् 7 
नये समीकरण का प्रस्येक सूल दिए हुए समीकरण के 
पं >> 
अत्येक मूल से 'इ इतना बड़ा होगा, इसलिये नये समीकरण 
के जो दो दो मूलों का अन्तर होगा वही दिए हुए समीकरण 
के दो दो पलों का क्रम से अन्तर होगा | इसलिये (२) डदाहरख्‌- 
की युक्ति से अ्भीषठ समीकरण 
रो + ६प २ रो + ध्प' पर + २७प' है| + ४प' ८० ऐसा होगा | 
इसमें प'२, प३ के पू्चे आए हुए भानों का उत्थापन देने से 
रौ+२(१प२ - पर) +(रेपए -प ५) 
ने (रेप, -&प,प३+ रेण्प३) + ४(इप० पर ) -€प्‌,प३ + २७प३ )औ१+ ४(३प५ पथ 2 
र७छ- हु 


न+प३ 


८ समीकरणा-मी मांसा 


दिए हुए समीकरण के मल यदि अ,,भ्र२,भ३ ये हाँ तो 
ज्पर्व प्रक्रम के ५वें प्रसिद्धाथ से 
(आए औ२) +(अ२- ३) +(अ३ -अ्र२) 
+- २(३प२ ८ प*) 
[आए “अर२) (अर “7 अ३) +(अ - ३) (अ३ - अ २) 
+(अ३२-८४३)7 (अ३ -अ३)' 5 शेपए “प ५ 
पुअ, “अ०) (अर -३) (अ३-अ२)२ 
ल-प्र | (रपर, -#प,प, + २७प,३) + ४(रेप२ > पे ) |) 


ऐसा होगा । इस प्रकार अनेक उदाहरण के उत्तर बड़े 

व्यमत्कार से होते हैं। 
अप्यास के लिये प्रश्न । 

(१) नीचे लिखे हुए समीकरणों से ऐसे नये समीकरण 
बनाओ जिनके मल दिए हुए समीकरण के सूल के तुढ्य 
विरुद्ध चिन्ह के हो । 

(१) यर + भय -- ५८० | 

(२) य* - यरे +य- ७८० | 

(३) य* - या +य+ ८ ८०। 

(४) य+ -य३ +य- ११८० | । 

(०) नीचे दिए हुए तीन समीकरणों से नये ऐसे तीन 
ब्वमीकरण बनाओ जिनके सूल क्रम से दिए हुए समीकरण के 
भूल से १, २, ओर ३ न्यून हाँ। 

(१) ये - श्य + श्य - ७८० | 
(२) य? - यो +य- ११८० । 
(३) य* + यो +य- ३१८० । 


समीकरणों की रचना ५६ 


(३) नीचे लिखे हुए समीकरण से नये ऐसे समीकरण 
बनाओ जिनमें द्वितीय पद्‌ उड़ जाय:-- 

(१) या -य* +यर + श्य- ७ ८० । 
(२) य +श्य - य+ ७८० | 
(३) या! - १६यो +श्ण्यरे +य-- २८० । 
(४) नीचे लिखे हुए समीकरणों से ऐसे नये समीकरण 
बनाओ जिनमें तीसरा पद्‌ डड़ ज्ञाय+-- 
(१) या + श्य + रूप -३ ८० | 
(२) ये - हय + ध्य- ११७० | 
(३) य* -८यो + १८यँ -१६य+ १४८० | 
(४) य* + १८यो - ६०पय + रेय - २८०। 

(५) ये + शेयर + कप + रु +० इस से एक ऐसा समीकरण 
चनाओ जिनमें सब पदोँ के शुणक अभिन्न हाँ। 

(६) नीचे लिखे हुए समीकरणों से ऐसे समीकरण बनाओ 
जिनके सूल पहले समीकरण के दो दो मूल्नों के अन्तर के वर्ग 
के सप्तान हाँ। और यह भी बताओ कि व्ण समीकरण के 
मूल केसे होंगे। इ 

(१) थे - झय - २८० । 
(२) यी - छ्य - ७८० | 

(७) य* +यरे - भय - ६८० इस समीकरण में दिखलाओ 
कि य के मान, एक धन और एक ऋण सस्भाव्य संख्या होंगे- 
जो कि -१ और ९ के बीच में हैं। इनके अतिरिक्त और कोई 
मान समस्भाव्य संख्या नहीं है। है 


६० समीकरण-मीमांसा 


(८) य१+प३ य+पर य+प३+० इस में य के मान अ,, 
अ, है। ऐसे समीकरण बनाश्रो जिनके नीचे लिखे हुए 
मूल आवचे 


(१) मी क  8 
अ, अं ३ श्र न अ्र३ ञ्र न अर 


( ३ ) श्र, अप, अप | 





(३) भर, + भर, अर: + अ३,; अ२ ५ भ ३ । 
( ) २ श्‌ 
अर + अर अ, + अइ अर + अ ३ 
रा] 
हि ) बज अर, अ३' भर, आर 
(६)९/ज झ,, /नश्न३, जन! 
(७) ३ (अश+अ३-अ३ ) है (अ(+आ३ -अ३ ), 


३ (अ३२+अ३-अर( 


(८) भर के अ३ के ज भर, श्र३ + अः + ज भ्र२; 


(8 व 5 कस 20253 
अशकंव३नणाओिर भर कैश्रे३ अर अर कं अ२ +- अ ३ 








१ १ रु 
(१०) झर अ३ न झा अर अं व, अं अर नै आशा 


(११) श्र, + भर, भर + श्र, ,+ भरे झा 


सभीकरणों की सचना १ 
+ ++ 
(१ २) न हक तर ञआ्‌ अं श्र 


(१३) > #अपे भेनधर अरप्+ेश्रर 
अर अ३ भर अ३ . अर अर 


(६8४) भर - ३, 0३“ अ२, अ॥ ५: अर ९ 


३ है बाल कर 
(१४) अर पे श्र, अरे, अप, भर अप 


(१६) ( सो पक) बा) 


(६) २९- ५ यो + ११ य- ६८० इसमें यदि य के भान 
अ,, भ२, भर हो तो एक समीकरण ऐसा बनाओ जिसमें य 


के मान १ ॥। १ पइ 
४ अभक्धर अरकश्प अपेकश: ये दो। 





(१०) य१+प, यरे+प३ य+प३८० इसके मूल यदि 
अआ२) अ२ थे३ हो तो वह समीकरण फेसा होगा जिसके मूल 
अप +आअर अप +अ अर+अ 
हक अर दे, 3 ये हों। 


(११) य१+प यो +प६३८० इसमें यदि पर, यह ३-प२ 
इससे अल्प हो वो सिद्ध करो कि यहाँ ऐसा समीकरण नहीं 
बन सकता जिसमें तीधरा पद न रहे । 

(१३२) सिद्ध करो कि ये +प यो + प< य + प३८० इसमे 
यदि पे, ल्‍रे प: तो एक ही बार की क्रिया-में ऐसा समीकररू 
बन जायगा जिसमें दूसरा औरुतीसस दोनों पद्‌ उड़ जायेंगे । 


दर समीकरण मीमांसा 


(१३) नीचे लिखे हुए समीऋरण में य का मान बताओ३-- 
(१) यर- ६ ये + १२ य-३८० । 
(२) या + ६ ये + २७ य- २१०० | 
(१७) सिद्ध करो कि य* +प, ये +पय +पहय +-प५ ८० 
इसमे यदि 
मप३ +प१ ( ४प९-प ) तो एक हो बार में एक ऐसा 
समीकरण बन जायगा जिसमें दूसरा भ्रोर चौथा ये दोनों पद 
उड़ जायेंगे।* 
(१५) नीचे लिख हुए समीकरणों में य के मान बताओ+--- 
(१) य" + भ्यर 4 ८य + छय - १०८० | 
(२) य*-- रये + एयो + रेथ -- ६२० । 
३ १६ 
(१६) सिद्ध करो कि या + श्य + [ य+ १८० इससे एक 


ही बार ऐसा पक्र नया समोकरण बना सकते है जिस 
इसरा श्रौर तीसरा ये दोनों पद्‌ उड़ जायें परन्तु इसी सम्मी 
करण को य से शुण कर जो एक चतुर्धात समीकरण बनेगा 
उससे एक ही बार ऐसा एक सप्तीकरण नहीं बन सकता 
जिसमें दूसरा ओर तीसरा ये दो पद न रहें। 

(१७) सिद्ध करो कि यॉ+पर्याी! +पश्या हे + ... »* 


प्‌ १ 
+प.-१य + पक्ष ० इसमें यदि “पर तो एक ही 


बार में ऐसा समीकरण बन जायगा जिसमें दूसरा और तीसरा 
ये-दोनों पद उड़ जायेंगे । 


'फलयलदान->मपन्‍णअमनाना++पपमक+-नपनन. 


'घनणुसूल द्हे 


४-धनणमूल 
४२१--२१-२५३ और २५वें प्रक्रमों में घनात्मक तथा ऋणा- 
स्मक मूल के विपय में कुछ विशेष लिख आए हैं। अब यहाँ 
पर साधारण एक सिद्धान्त, कुछु परिभाषा लिखने के अनन्तर 
ऐसा दिखलाते हैँ जिससे स्पष्ट बिदित होगा कि फृय) ८० 
इसके कितने घुल धन ओर कितने ऋण होंगे । 


४३--कमिक पद्यृथ--अ्नेक पदाँके यूथ में एऋ 
धवन, दूसरा ऋण, तोखरा धन, चौथा ऋण इस प्रकार से 
एकान्तर खब पद्‌ एक चिन्ह के हो तो ऐसे पदयूथ को ऋमिक 
कहते है । 

सर पदू--एक चिन्ह वाले पद के अनन्तर उस्रों चिन्ह 
का यदि दूसरा पद आधे तो इस दूसरे पद्‌ के! सर कहते हैं । 


व्यत्यास पदू--शक चिन्ह वाले पद्‌ के अनन्तर यदि _ 
मिन्न चिन्ह का दूसरा पद हो तो इस दूसरे पद्‌ को व्यत्यास 
कहते हैं। । 
जैसे य" - श्य* + रेय - श्य* + रयर - श्य रे + श्य-- २ इस - 
में एक घन, दूसरा ऋण इस क्रम ले सब पद्‌ हैं इस लिये _ 
इस पद्यूथ को क्रमिक कहेँगे। और य*- श्या-श्य४-श्य* 
+४यो + रय! +श्यरै-य -य+ २ इसमे एक सर -दशेय* _ 
पर, दूसरा श्य* पर, तीसरा + श्यश पर, चौथा +शेयरे पर 
और पांचवाँ -य पर है इस लिये यहाँ पांच सर हैं। और 
एक व्यत्यास - श्य" पर, दूसरा +ध्य पर, तीसरा -यरे 
पर और चौथा +२ पर है इसलिये यहाँ चार व्यत्यास हैं - 


<छ समीकरण-मीमांसा 


इस प्रकार ओर उदादरणों में भी समझ लेना चाहिए। 

ऊपर की युक्ति से स्पष्ट है कि जिन पद यूथाँ में आदि 
ग्रद्‌ सर्वदा धन रहता है उसका यदि अन्त पद्‌ धन हो तो 
उसमे व्यत्यास शुन्य वा सम होगा और यदि भ्रन्‍्त पद्‌ अर 
ही तो व्यत्यास विषम होगा । 


यह स्पष्ट है कि किसी पूर्ण समीकरण मे (४प्रक्रम देखो) 
ख्ब सर और व्यत्यासों का योग उस संख्या के तुल्य होगा 
जो संख्यां कि य के सबसे बड़े घात मेँ है। 


जैसे ऊपर के उदाहरण में नव घब से अधिक य का घात 
है तो सब सर पाँच और खब व्यत्यास चार ये दोनों मिल 
कर भी नव ही इुए | 


फ (य) 5० इस पूरे समीकरण में य के स्थान में -य का 
उत्थापन देँ तो फ (-य) मेँ स्थिति उल्नट जायगी अर्थात्‌ 
एड (ब) में जितने सर होंगे उतने ही फू (-य) मेँ व्यत्यास 
होंगे और फू (य) में जितने व्यत्यास हाँगे उतने फू (--य) 
में सर होंगे | फू (4) 5० यह यदि पूरा समीकरण न हो तो 
फू (१) और फू (-य) के व्यत्यासाँ का योग स्पष्ट है कि 
समीकरण के घात संख्या से अधिक नहीं हो सकता क्यों कि 
यूरे समीकरण के पद्‌ कम दाँतो फ (य) और फू (-ज) में 
व्यत्यासाँ की संख्या भी कम होगी । 


४४--डेस्कार्टिस की चिन्ह रीति। धन और 


ऋण सूल--किसी पूरे वा अधूरे समीकरण मेँ व्यत्यासोँ 
की संख्या से अधिक धनात्मक मूत्र नहीं आ सकते और किसी 


धनणमूल हक 


इसको व्यत्यास संख्या से अधिक फू (-२) 5० इसके सूच 
धनात्मक न भावें गे । इसलिये फू (५) इसकी सर संख्या से 
अधिक फ (५) ८० इसके मूल ऋणात्मक न आधे गे । 
धू--चाहे पूरा या अधूरा फू (य)>० यह समीकरण 
हो तो पिछले प्रक्रम को युक्ति से फू (4) इसमें जितने व्यत्याख 
हाँगे उससे अधिक फू (य) ८० इसके धनात्मक सूल न आये ये 
और फू (-य) इसमें भो जितने व्यत्यास होंगे डसले अधिक 
'फ्‌ (-|) 5० इसके मूल धनात्मक न आवे गे परन्तु फू (ब)-० 
इसके मूल प्‌ (-०)-० इसके मूल के तुल्य विरुद्ध चिन्ह के हैं. 
अर्थात्‌ फ्‌ (३5० इसके धनात्मक सूल फट (-य)८० इसके 
ऋणगुत्मक मूल हैं। इसलिये फ (3) और फू (-य) इन दोनों 
के व्यत्यास संख्याओं के योग से फू: () 5० इसके धनात्मक 
और ऋणगणात्मक मूल्ोँ का येग अधिक न होगा | 
इस पर से यह खिद्ध होता है कि चाहे फू (य)-० यह 
समीकरण पूरा वा श्रधूरा हो इसके जितने सम्भाव्य सूल होंगे 
पे फू (() और पट (--य) इनके व्यत्यास सख्याओं के योग 
से अधिक न होंगे | 


जैसे यदि फू ( य )ल्‍य' + श्यरे + ७य- ६८० 

तो फू (-योजप* + ध्यर -- ७य-- ६०० 
()) में एक व्यत्यास है इसलिये फू (२)5० इसका एऋ 
से अधिक धनात्मक मूल न श्रावेगा और फू (-ब) इसने भो 
एक ही व्यत्यास है इसलिये फू (-य)5-० इसका भी एक से 


अधिक धनात्मक सूल न आवेगा वा फ (य)८२ इसका एक से 
अधिक ऋगणात्यक मूत्र तु आवेगा । 


च्द््द समौकरण-मीर्मांसा 


अथांत्‌ दोनाँ व्यत्यासों के योग दो से अधिक फू (य)5० 
इसके सम्भाव्य मूल न आधे गे। परन्तु रश्यें प्रकम से यहाँ य 
के सम्भाव्य मान दो से कम न आयेंगे इसलिये स्पष्ट है कि 
इस समीकरग्ण के दो ही सम्भाव्य मत्र आचें गे जिनमें एक 
अनात्मक और एक ऋणात्मक होगा। 

यदि फट (योन्यर +परय+-प३८० (१) इसमें प, और 
ग३ दोनों धन संख्या हाँ तो यहाँ व्यत्यास का अभाव हुआ 
इसलिये इस समीकरण का कोई घनात्मक मूत्र न आजेगा। 
यही बात रघ्वें प्रक्रम से भी खिद्ध' होगी । 

ऊपर के समीकरण में यद्वि य के स्थान भ॑ -य का उत्था- 

अन दे तो फू (-य)>-य -पर्य+प३छण्थ्यरे + पय-प५ 
इसमें एक व्यत्यास हुआ इसलिये (१) समीकरण का एक ही 
मूल ऋणात्मक आवेगा। परन्तु २(वें प्रक्रम से खिद्ध है कि 
श्र (प)०० इसके सूलों में से एक अवश्य ऋणात्मक आबेगा। 
इसलिये दोनों नियशं के बल से स्पष्ट हुआ कि यहाँ अवश्य 
शक सूख ऋणत्मक होगा और घही एक कोई सम्मांव्य संख्या 
है। ऊपर दिया हुआ एक चिघात समीकरण है इसलिये 
इसके तीन सूल आवे गे । तियमे सिद्ध हो झुका है कि एक 
मूल ऋणात्मक सस्साव्य संख्या होगा। इसलिये बाकी दो 
सूत्र अवश्य असंभाव्य संख्या हो गे । 

फिर यदि फू (य)जयर -पय+प३८० जहाँ प, और पे, 
श्रन संख्या हैं तो यहाँ व्यत्यास की संख्या दो है इसलिये इस 
समीकरण के दो से अधिक घनात्मक सूल न आधे गे और 
फ (-२)>य३ + प३य-प३८० इसमें एक व्यत्यास है इसलिये 

फू (य)-० इसका एक से अधिक ऋणात्मक मूल न आवेगा ॥ 
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परन्तु शव प्रक्रम से सिद्ध है हि इसका कप्त से कम एऋ 
मूल आणात्मक अवश्य आवेगा, इसलिये दोरों नियमों के 
मिल्लाने से अवश्य एक ही कोई ऋषणात्मक यूल होगा । यह्द 
तो सिद्ध हुआ परन्तु याकी दो उ्ोंके विषय में कुछ भी 
कहा नहीं जा सकता कि वे घवात्मक सम्माव्य वा असम्भव 
संख्या होंगे। इसहिये यहाँ डेस्कार्टिप की युक्ति से काम 
दीं चला क्यों कि उनकी युक्ति ने केवल इतना दो पता दिया 
कि प् (य)-० इसके दो से अधिक्र ध्न्ात्मम सूल वहीँ 
आधे गे। इसज्िये सम्भव है कि कोई सूत्र घवात्मक न हो ६ 
परन्तु यहाँ ४४वें प्रक्रम के दूसरे उदाहरण से एक नया 
सम्रोकरण 
र॑-६प५२ + 8प २ + २७प, -- ४४८० 
ऐसा वनैगा जिसके घूल पहले समोहरण के मूलों के 
अन्तरवर्ग के समान हाँगे। इसलिये यहाँ डेस्कार्टिस की 
युक्ति वा र५बे प्रक्रत के २ प्रसिद्धार्थ से यदि २०पऐै-४५प 
यह ऋण हो तो .समीकरण का कोई मल ऋणात्मक न आवे गौ 
इसलिये फू (१)5० इसका कोई मूल असम्भव ख॑ झया न होगा ६ 
परन्तु यदि्‌ २७प३ - एप), यह घत होगा तब तो श्रवें प्रक्रम 
से समीकरण का कमर से कम एक सूच अचश्य ऋशणात्मक 
होगा। इसलिये पृ (५)-० इसके दो घूल अवश्य असलम्भव 


हो 


ह्दोंगे। मै हि 
४६--यद्वि ध्यान देकर विचारों तो १४वेँ प्रक्म से सब 
प्रसिद्धार्थ डेस्कार्टिस की युक्ति से निकल सकते है और श३्वेँ 
भ्रक्रम में जो सिद्धान्त है. वद भी डेस्कार्टिख को युक्ति और 
२१-२रवें प्रक्रम के सिद्धान्त से सिद्ध हो सझता है। क 
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४७७--.थदि यह विदित हो कि फू (य)-० इस न घात के 
खधूरे समीकरण के सब मूल सम्भाव्य संख्या हैं और फ (प) 
मेँ अ्रन्त पद्‌ य से स्वतन्त्र है तो फ (य) के व्यत्यास व्य, के 
जुल्य इस समीकरण के धनात्मक मूल और फ (-य) के 
व्यत्यास व्य, के तुल्य ऋगणात्मक मूत्र होंगे क्‍यों कि सब 
खम्भाव्य सूल व्य; +व्य३ इससे अधिक नहीं हो सकते (४५वाँ 
अक्रम देखो) और व्य;+व्यर यह समीकरण के खबसे बड़े 
सात न संख्या से अधिक भी नहीँ हो सकता ( ४१वाँ प्रक्रम 
देखो ) परन्तु यह जानते हे कि सव मूल सम्भाव्य हैं इसलिये 
के इस न घात समीकरण में न खंख्या के तुल्य हो गे। दोनों 
नियमों के मिलान से स्पष्ट है कि व्य, +व्य+जन ऐसा होगा। 
यदि ऐसा न हो तो एक नियम के मानने से दूसरे का 
ज्यभिचार हो जायगा। 

जब व्य; +व्य२-त तो घवतात्मक सूल अवश्य व्य, के समान 
होंगे। यदि कहो कि व्य, के समान न हाँगे तो ४५वें प्क्रम 
से वे व्य, से न्‍्यून हॉगे। इललिये व्य) से न्यून को 
व्य२+व्य- रन इससे घटा देने से व्य, से अधिक जो शेष बचेगा 
उसके समान ऋगात्मक मूल हो गे परन्तु ऊपर सिद्ध हो चुका 
है कि ऋणात्मक सूलों की संख्या व्य, से अ्रधिक नहीं हो 
सकती इसलिये धनात्मक मूलाँ की संख्या व्य; से न्‍्यून 
मानना श्रसम्भव हुआ। इससे निश्चय हुश्रा किव्य, के हो 
समान धनात्मक मूलोँ की संख्या ओर व्यः के समान ऋणा- 
'ज्मक मूल्नों की संख्या होती हे 

जैसे यद जानने हें कि फू (योज्य१ - १षय+३०८० इस 
ब्समीकरण के सब मूल सम्भाव्य हैं तो फू (३) मेँ व्यत्यास की 
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संख्या दो है इसलिये समीकरण के दो सूल धनात्मक और 
फू (--य) इसमें एक व्यत्यास होने से एक ही सूल ऋणात्मक 
होगा । 

फू (२)-० इस न घात समीकरण को या इससे गुण देने 
से नया समीकरण न+त घात का होगा जिसके त मूल शूत्य 
और ऊपर की युक्ति से सव सस्भाव्य मूलों की संख्या न के 
त॒ुल्य वा फू (१) और फ़ (-य) इनके व्यत्यास व्य, और व्य, 
के योग के समान हॉँगी इसलिये यहाँ यदि त+नथ्म तो 
न+म-त>व्य (+व्य, । इस पर से यह भी सिद्ध कर सकते हो 
कि फू (२)5० इसमें यदि अन्तिम पद्‌ य से स्वतस्त्र न हो और 
यह विदित हो कि इसके सब सूल सम्भाव्य है तो य के सच 
से छोटी घात संख्या त के समान शल्य मूल और फ (य) और 
फू (-+) के व्यत्यातोँ के समान क्रम से धवात्मक और 
ऋणात्मक मूल होंगे | 

४८--जब ४५वोँ प्रक्रम से सिद्ध है कि फ (२) ० इस 
समीकरण के सस्भाव्य मूल फ (य) के व्यत्यास व्य, और 
फू (-य) के व्यत्यास व्य, के योंग व्य, +व्य, से अधिक नहाँ 
हो सकते तब सब मूलों के योग न संख्या मेँ घटा देने से शेष 
न-(व्य, +व्य) इससे अल्प असम्भाव्य सूल न होंगे । अल्प 
तम असस्साव्य सूल इस न-( व्य, +व्य> ) संख्या के समान 
हाँगे। का 

४६--किसी पूरे म घात समीकरण के आया 

जे के प्‌ रच 

झोर का-यव इन दो पदाँ के वश से फ (य) और- 
फू(-योई में जो व्यतद्यास होंगे-- 


कै 
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कल्पना वरो कि ह्िली पूरे म घाव समीकरण के आन्यो 
ओर का“य' पदाँ के बीच बहुत से पद्‌ जिबका योग रत , सम 
संख्या है, उड़ गए हे तो यदि म सम होगा तो इसमें रत /+ ६१ 
विषग संख्या घटा देने से शेष व यह विषम्न होगा और यदि 
म विषप्त हो तो शत, + १ विषप्त को घटा देने से शेत्र व सह 
होगा । इसलिये या और य॑ दोनों सम, पिषम वा विषम, 
सम य के घाठ हाँ गे | 
यदि था और का एक ही चिन्द के होगे तो +य के माय 
में एक व्यत्यास और -य के भान भें एक सी व्यत्यास न 
होगा। इसलिये दोनों स्थितिरों में आया और काय इन दो 
पदोँ के वश से फू (ऐ) और फ (-+) मेँ जो व्यलाख होंगे! 
उनका योग एक होगा | 
इस प्रकार से काया और खाया इन पदों के बीच सी 
यदि सम पद्‌ शत, उड़ गए हाँ तो कानय और सान्यी के वश 
से भी एप (य) और एफ (-_) के व्यल्थासों का योग एक ही 
होगा। थोंदो दो पदों के वीच व्यत्यासों का योग एक एक 
होगा । मानो कि दो दो पदोँ के बीच श्त,, श्त२, रत३,.-- .... 
रत, पद्‌ उड़ गए हैं तो पूरे समीकरण के पद्‌ 
म+१८१+ (रत, + १)+ (रत, + १) +(व्त३ के १) के *००५+** 
+(रता + १) 
स१्+ग+( रत, + शत, + *०**-* + रेता ) 
“नम 5 गक( रत + रेत + ० «० + शत ) 
इसमें फू (५) और फ (-य) के व्यत्यासों के योग ग को 
घटा देने से कम से कम असस्मव मसूल-रत , + रत३ के “**- 
क॑ रत नडउड़े हुए पदों की खंख्या । 
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कहना करो कि झारयो श्र का-य के वोच विषम पढ़ 
रत +१ उड़ गए हैं तो म यदि सम होगा तो उसमें सम 
रत, +२ घटद देने सेव भी सम होगा और मे यदि विषम 
होगा तो उसमें रह, +२ सभ घटा देने से व सी विषम ही! 
होगा। इललिये यदि आरा और का एश ही चिन्द के होगे तो 
+य वा -र थे वश से भा और कार्य में एक भी व्यत्य 
न होगा इसलिये व्यस्यासोँ का योग भी शुल्य होगा ओर यदि 
थ्रा शौर का विरुद्ध विन्‍्द के होगे तो +य से एक और -_ 
से भी एक व्यत्यांस होगा इसलिये ब्यत्यालोँ का योग दो 
होगा | 


इसी प्रकार कानय घोर जाय में मी जा, सा के एक चिन्ह 
के होने से व्यत्यातों का योग शूत्प ओर विरुद्ध चिन्ह के होने. 
से ब्यत्यासों का योग दो होगा ) 


यहाँ भी यदि दो दो पदों के चीच शत, + १, रत २ + ९, -.- 
रत + ९ पद उड़े हुए मानो और इन पर से पूरे सभी करण के 
पद बनाओ तो 
म+ ऐ०१+ | (रत, +१)+१ | + । (शत +१)+ ९ | 


७०००० न ९ (रेत, + ३)+ ) 


$ (स्तर +१)+१ | - 
। 


(स् +१)+१ ; 


शनम ब्ड | (रत, +१)+ | 


न 
नै #०॥# 858 $0७% नै 
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इसमें यदि आ, का, सा इत्यादि भें दो दो के एक और 
विरुद्ध चिन्ह के वश से व्यत्यासों का योग जो शून्य वा दो 
होते हैं घटाओं तो प्रत्येक खण्ड में शेष रत:+२ 
शत + २, ......इत्यादि वा रतत,, शत, ......इत्यादि होंगे। 
इसलिये दर एक जड़े हुए कुएड के वश से आ, का,....इत्यादि 
दो दो के एक चिन्ह के होने से शत, + २,... ...इत्यादि, और 
विरुद्ध चिन्ह के होने से रत, ,...इत्यादि कम से कम असम्मद 
मूल होंगे। 


(१) जैसे य+-यर -- २८० इसमें पहले दो पदों के चीच 
च्यार पद और दूसरे दो पदाँ के बीच दो पद्‌ डड़ गए है और 
ओ सम है इसलिये इनके योग ४+ २ छ से कम इस समीकरण 
के मूल्न असम्भव न होंगे । 


(२) य० - श्यर-- श्य- २८० इसमें पहिले दो पदों के 
बीच विषम ३ पद उड़ गए हें और दोनों पदों के गुणक विरुद्ध 
चिन्ह के है इसलिये उनके वश से कम ले कम ३+१- २८२ 
समीकरण के असंस्मव सूल हुए । दूसरे दो पदोँ - रयर,-- शय 
इनके वीच एक पद्‌ विषम उड़ गया है और इन दोनों के 
शुणक एक चिन्ह के हे इसलिये इनके वश से कम से कम 
२५-१-- ०८२ समीकरण के असम्भव यूत्र हुए | इसलिये दिए 
हुए समीकरण के सूत्र इन दोनोँ के योग चार से कभी कम 
असम्भव न हाँ गे। 


(३) और य* - शेयर _- २८० इसमे पहिले दो पदोँ के वींच 
बार पद उड़ गए है और ये सम है इसलिये इनके वश से 
समीकरण के ४ असम्भव मूल हुए ओर --श्य",-२, इत 
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दोनों के बौच ३ पद्‌ उड़े है और ये विषम और दोनों पदों के 
गुणक एक जाति के हैं इसलिये इनके बश से (रत, + १)+ १ 
स३ + १०४ असस्थव मूल हुए। इसलिये दोनों के योग ८ से 
कम समौकरण के असम्भव सूल न होगे । 


इसी प्रकार और उदाहरणों में जान लेना चाहिए | 


४००--४४वोँ प्रक्रम से स्पष्ट होता कि फू (3) और फ (--०) 
के व्यत्यासोँ के योग व्य,+व्य, इसको यदि समीकरण की 
घात खंख्या म में घटाओ तो शेष म-व्य, -व्य३ यह सबेदा 
सम ही रहता है इसलिये २७वें प्रक्रम की युक्ति से कह सकते 
हो कि किसी फू (५)-० इस म घात समीकरण में फृर (य) 
के व्यत्यास व्य; और एफ (-य) के व्यत्यास व्यू, के योग 
व्य_+व्य३ को म में घटाने से शेप म-व्य, >व्य३ से २,७,६ 
इत्यादि सम संख्या अधिक्र समीकरण के असस्मव मूल होंगे 
वा कम से कम म>व्य,-व्य, इसके तुल्य असम्भव सूल 
होंगे। इसलिये इसमें जिस इए गुणित २ को जोड़ देने से 
संख्या म से न्‍्यून और सैक इष्ट गुणित २ को जोड़ देने से 
संख्या म से अधिक हो तो उस इष्ट भुणित २ के जोड़ देने से 
जो म से न्यून संख्या हुई है उससे अधिक अलस्मव मूल नहीं 
हो सकते | 


जैसे ऊपर के प्रक्रम के (३ ) उदाहरण में कम से कम 
असस्मव मूल की संख्या-्म -व्य | --व्य_5८ आई है इसमें एक 
शुणिस २ के जोड़ने से १० संख्या म८६ से अधिक होती है 
इसलिये ८ से अधिक असम्भव सूल नहीँ दो सकते। दोनों 
नियमों के मिलान से खिद्ध द्योता है कि यहाँ अवश्य ही 


डद समी+रण-मीमांसा 
असस्मव यूत्र ८ आदें गे इसलिये इसे म भें घटा देने से निश्चय 
डुआ कि यहाँ एक छूल अवश्य समस्साव्य अविगा । 


एसी प्रकार (२) उदाहरण मेँ सिद्ध होता है कि ६ से 
अधिक असस्साव्य सूल न होंगे इसलिये इसे मर» में घटा 
देने से निश्चय हुआ कि इल समीकरण का कम से कम एक 
मूल अवश्य सम्प्राव्य आवेगा | यही बात २१वोँ प्रक्म से भी 
सिद्ध होती है । 


विद्यार्थियों को चाहिए कि इप्त प्रकार से जिस सप्तीकरण 
में जैसा सम्मव हो विचार कर धनण पूर्णों का पता लवगवे। 
सर और व्यतद्यास के स्प्ररणा्थ ख्योक । 


आहत्तियंत्र चिहएए पे स सरसश्षक्३ | 
निदत्तियेत चिदृमय परे व्यत्यास सज्षकः ॥ ३१ ॥ 


दोहा 


पिछले पद के चिन्ह रो जेहि पद में सर सोय । 
निन्न चिन्ह जेंहि में दसे घुध प्यत्यास सो होय ॥ १॥ 


धनणेयूल के स्मरणर्थ ्छोक । 


व्यत्यासमानादविकानि न स्पुनून स्वमृत्नानि समीकृतो हि । 
“सराख्यमानादधिका ऋणाख्पमितिस्तथा पूर्ण समी हती न ॥ २ ॥ 


दोद्दा 
समीकरण के मृत था व्यत्याप्ताधिकर नाहिं। 
ऋणामिति सर से अविक नहीं पूर्ण समीकृति माहिं ॥ २७ 


घनणेसूल ७5 


अभ्यास के छिपे प्रश्न 

(१) ऋमिक पद किसे झहते है। 

(२) सर और व्यप्यास किसे कहंते हे । 

(३) यरि फू (५)-० यह पूर्ण समीकरण हो तो पट (यो) 
मेँ जितने सर होगे उतने हो फू (-_) में व्यत्यास होगे, इसे 
सिद्ध करो | 

(४) रिद्ध करो कि किसी ऋथघूरे फू (५)-० इस न घाव 
समाकरण में फ्‌ (4) और फ (-.) के व्यत्यासों का योग न 
से अधिक नहीं हो सब ता | क 

(५ ) द्खलाओ कि ये - रयरे + ५०० इसके कम से कम 
दो असबस्सव मूल हे गे । 

(६) साबित करो छवि यब"-३य५ +यर - २८० इसके 
अधिक से अधिक ६ असम्पव सूल हों गे | 


(७) डेस्क्ार्टिज की युक्ति की उपपत्ति क्या है। 


(८) फू (4०० इस अधूरेन घात रामीऋरण के सब 
मूल यदि सस्माव्य हो तो खिद्ध करो कि फू (य) ओर पट (-ब) 
के व्यत्यासों का योग न के समात होगा। 


(&) न घात का फू (य)८० यह पूरा और फ्री (८० 
यह अधूरा ये दो समीकरण हैँ ज्ञिकके खब सूल सम्भाव्य हैं 
ओर फ (य) और फटा (२) के व्यत्यास भी ठुल्य है तो दिलाओं 
कि फी (-_) के व्यत्यास फ (य) के सर के तुल्य हों गे । 


प्र समीकर ण-मीमांसा 
४-ठुल्यमूल 


५१--कभी कभी ऐसा भी हो सकता है कि समीकरण 
के बहुत से सूत्र तुल्य द्वी आवें। जैसे फू (4)-(य - ३)१८० 
था य - ध्य + रण्य-२७०७( य-३ ) (य- ३) (२-३ )८० | 
स्पष्ट है कि इसफ़े तीनों सूल समान ही हैं। इसलिये समी- 
करणों में इस बात की परीक्षा करना कि इनके कितने सूल्त 
तुल्य हैं यह आवश्यक हुआ। मान लो कि यूल भर; त-वार, 
अ, थ-वार, आर, द-वार इत्यादि आए है ता ऐसी स्थिति 
में फू (य)नप, (य-अ,) 7 (य-अ२) (य- श्र३) «००5० इस 
प्रकार का समीकरण द्ोगा । 


५२--अकरणीगत अभिन्न अव्यक्त थय का फल 
फ (ये) बदि फा(ब)» फि(ब) » फी (ब) # हनन» 
इसके बराबर है लो फ (य) प्रथमोत्पन्न फल फा[ (य) ५ 
फि(४)» फी (ब)+ फि (४) » फा (ये) « फी (य)--- + 
फी (ब)« फा(ब) फि (ये) ७ «+- ४«« इत्यादि 
के समान होगा । 
कल्पना करो कि फू (ग)5स>फा (३) » फरि (य) 
तो १०वों प्रक्रम से स-फा (य+च) « फ्ि(य+च) 
और स' - उ-फा (य+च) ४ फ्ि(य+ च)- फा(य) » फि(०) 


ठुल्यमूल छठे 
न्फोी (य+5) * फ्ि(य+ च) 
“-फा (य+च) ४ फ्ि(२)+ फा(य+उ) « फिि - 
-फ्ा(य) * फि (य) 
न्‍्फा (२+च) | क्षि((+३)-फि() | 


+कि() (फा(४+३-फा ७) | 
दोनोँ पत्तों मं च का साय देने से 
पे फा (4+च) क्‍ फ्ि (4+च)-फि (य) | 
+फि (य) | पट (य न आमिाञका ९५ प्स्छ फा (य) |; 


्त 


च को शून्य मानने से 
न्स्लत्फ (योनि (०) » फा (०) + फा' (ब) < फि(२),...(९) 


यदि फा (य) वा फ्ि (), (4--अ)7 इस प्रकार का हो तो 
आन लो कि 


स+(य-अ)" | इसलिये १०वें प्रक्रम से 
सा«(य- अ+ च)ें (य- श्र )+ च | ८ 


- आय ओो २ नन्‍व(य-झअ) !+आ«च' +श्रा, चर द- ««« 
छे सा 





लक्षः >प्न(य-अ)ग* +आ«च+ भर चरे +. ««० «६० 


दा ' * समीकरणु-मीमांसा 
नव को शल्य मानने से 
पा (पोल(प-ओर प्य (0 का (य),........(२) 


(य-अ) यनश्र 

यदि पट (योनफा (य) « फ्ि (य) ० फी (२-०० ० तो 
१) समीकरण से सिद्ध कर सकते हो कि 

फ (ऐ-फा' ()»फि (३) »फी 

+ कि (3)*फाए)«फी (०) + ० ०“ (शै) 

४३--थयदि फ (3) और फ (य) भें अव्यक्तात्मक 
कोई सहप्तमापवत्त न आये तो फू (य)-० के तुल्य- 
खूल आयेंगे और यदि महत्तमापदर्स म अव्यक्ता- 
ह्मक न आये तो तुल्य सूल न आदेंगे । 


बज 


आते हे लेने से 

पं (य)डप५ (य-अ३)7 (य-अ२) (य- अर, «५०५०० 

शवों प्रक्म के (२) ओर (३) समीक्॒रण से 

ए्ट(य)-प५ | त (य-अ()77१ (य- अर) (य-अ, ... ० ०० 
+थ(य- अ२) 7! (य-अ,)7 (य-आ,)व हब ; 


+द(य- आग! (य>अ,)7 (य-झर) ७० के ४" | 


भ ९१वें पक्रम के समीकरण को ज्ञिसके अनेक सूल तुल्य 


तुल्वमूल हा 


जा फ (ये पक (॥) दफ(ब). ......... 
9५% य-अ, य-श्रर य- ३ 


न्‍्फा) 3! । कम द्‌ कहना 


य बस १ ये जसकट अर यू - अर 








न्‍्प, (य- अर) (य- अर) (य-ओआह और ०५-०+०-- 


। मम 3 विन लक अर | 
यनशत्र, य-- अर यनन्‍-श्र बे 

इस से स्पष्ट है कि फ' (०) के प्रत्येक पद मेँ गुएय गुणक 
कप अव्यक्त खरड (4-अ,)77 (य- अर) ४7९ (य-अ, ४ 
धाा यह रहेगा । इसलिये ऐसी खिति में प्र (() और फ (०)! 
में अवश्य अव्यक्तात्मक कोई महमापवत्तैन निकलेगा जिससे 
सिद्ध होता है कि यदि फू (५) और फू' (व) में कोई महत्तमा- 
पवत्तन आवे तो अवश्य फ (२)-० के तुल्य मूत्र आवेंगे और 
चदि महत्तमापवत्तन अव्यक्तात्मक न आबे तो-तुल्य मूल न 
आवेंगे क्योंकि जब त-प८द-१ तब तुल्य मूत्र न शावेंगे और 
तब फू! (य) में भी ([-श्र,) पे ९ (प-अ३)7९ (ब-शअर३) 7९०१. 
बंद होने से 





फः' (य) मभ््प ((प- श्र )( स-->आ३-):०९*००*«०»५+२०«० - न 


+(प-श्र,) ( य-श॥ ) 5 + (य- अ २) (६-अ३) ० + ** 2 
जिसमें फू (४) का कोई-गुरय गुणुकरूप अ्रव्यक्तात्यक महतमा- 
भवत्तन आवे।. 
जैले यदि फ (प-यर-हयण + रश्यर +>देध्य + १८ ८२ 
यहाँ पर (4]-४ए९ -- र७यर + श्मप - ३६ 
ह 


ढ्र्‌: समीकरण मीर्मासा 


क्रिया करने से फू (य) और पट! (ब) का महचमापछत्तेंन 
य-३ आता है इससे जान पड़ा कि फ (य) में ((-३)१ यह 
एक गुणवरुप खण्ड है । 
इस पर से फू (योज[ य- ३ )२ ( य* - श्य+ ३ ) 
नये )१ (य- १) (य- २)० 
इसलिये-य के मान, ३, ३, १, २ ये हुए। | 
इसी प्रकार फू (य)>रय -- दया + १४य --२४य + १४:०० 

५ इसमें फ (य) भौर फृ! (य) का महत्तमापत्तंन य-- २ आता 
है इसलिये फ (५)७(प--२)९ (श्य' + ५)-० । इसमें य के मान 
२, १२,+९/०३,/-९/ “३ ये हुए । 

४४--२६वाँ प्रक्रम से स्पष्ट दै कि 
फू (योच्प, (ए- श्र, ) (य- अर ) (य - अर) ****** 

,.. फाएगेस्, (प- अप) (पर) (य- अर) 

“ इनका रूप जो ऊपर गुएय गुणक झूप खश्ड में दिखलाया 
है घद एक ही यही है दूसरा इसके अतिरिक्त नदी है जिसमें 
(य- भर, )*“ इत्यादि खण्डों के एकाघिक घात हाँ का 
(४-शञ्, ): “इत्यादि खणडों में से कई एक न हों 

(झब य का एक फल फि (प) ऐसा दो जिसमें य का सब 
पे धड़ा घत दो और पद प्र (ब) फा (२) को निःशेष करता 
हो तो द्वि (7) उन ध्रव्यकत फे एक घात खरधों मे घात कै 
शुल्य हागा जो फ (०) और फा (य) में उमयमिष्ठ हैं। 

इसी फि (४) को फ (7)ओर फं। (व) का महसमापचत्तेन 
कहते ६ । 


ठुल्यमूल 


५४-..४२वेँ पक्रम से स्पष्ट है कि यदि पा (णे 
(य- भर) एक खण्ड रहेगा तो प्म (प) में (॥-अ,) * खरुक 
रहेगा। इसलिये पर (१)-० इसके यदि त पूल जो अर के खमाना 
हाँगे तो फ (य5० इसके त- १ छल श्र के समान होंगे। 
इसलिये यदि त-१ यह रूप से अ्रधिक हो तो पर! (य) और 
फू” (य) में भी कोई श्रव्यक्तात्मक महत्तमापवलेन होगा और 
पूर्व युक्ति से प्‌” (२)>० इंसके व-९ मूल्त श्र, के समान हों गें। 
इस प्रकार से आगे भी क्रिया करते जाओ तो सिद्ध होगा कि 
फ (यो>० जिसके (१-»,)” खरणड हो जिनके कारण समा- 
करणु के त तुल्य म्रत्न अः के समान शाते ह तो फ' (यो), 
फ्‌" (४), फृण ! (ये) सब शूल्य के समान हो गे यदि य+ऋ | 
ब्लेसे यदि फू. (योन्य - स्प! + श्य +झयरे - छ्य + २ 
फू! (य)-श्य'-भ्यर + हुये + १६य-७ 
फू” (य)>२०य१ - रध्य' + १रेय+ १६ 
फू” (य)-६०य* - एप्य+ १२ 
इनमें यदि य१, तो फ्(य), पर (य),प् (य),फ(य) -+*++ 
इस श्रेढ्दी थ आदि के तीन शल्य होते है परन्तु पृए/ (ब)-००५००० 
इत्यादि शुत्प के तुल्य नहीं होते इसलिये स्पष्ट हुआ कि फूय) 
भर ((-२)' यद्द एक जरड है इस पर से 
पे (पर्जप- १) (घर +य-२)। - 
दे यह जानते ह कि फट (य)८ब* +तश्यरे + इतर + त| ५८७ 
इसके तीप व हैं तो २, 5६ और 6.,.में आपस मे कया 
सम्दन्ध है। 


६ ॥। 


समीकरण-मीमांसा 
यहाँ फू (योन्य'+त+यो +त३्य+ तर 
फ! (ब)-0्यर + रेतसय + त 
फ्‌/(य)-१शयरे + रत३ 
इसलिये फू (य) को शल्य के तुल्य मानने से 


इसका उत्थापन फू (२)-० और फ' (२० में देने से 


रे 
श्तो, 





+त श्‌ यकत॑ छ २० ९९१००*९०*५०*०*० «० * ( २) 


य ( रन श्त२) +त ० * « (३) 
(२) से यद्ट पा गन अर मिमकी (४) 
इसका उत्थापन (२) में देने से 
त्त "कं -ह् डड0 65० ८०० > ०० >> न ०2४० (४) 
(१) और (४) से 
म््त* 


न डर हद अमन हैक #०००००००००७००९००००००७ ७०७७ ०७०७+१९० ##० ( हर ) 


इसका उत्थापन (५).में देखे से 


त*, > 
त्त ४ थ्् न> दशक ७०००१ ७९०७ ७०० ३७३३७ ७०ए७ ३७० 90०४३ २ल०३ # ०० (७) 


छुल्पमूल “कफ 
इस प्रशार (पं ओर (७)वें से परस्पर संबत्ध जान 
यड़ा | इसलिये ऐले जिस समीकरण में गुणों में ऐसे संवन्ध' 
बाए जाये तो कहे ने कि सप्ीरण्ण के तीत सूत्र भ्रपश्य तुल्य 
गे। 
१६--फू (ब)5० मे जितने एक धात के खण्ड 
एक बार, दो बार... बार आए हैँ उनसे 
सूल जानना | 
कहपतचा करो कि पर (२४० में जितने एक घात के खण्ड! 
एक एक वार है इनका सात या, , जितने दी दो बार है उन्झा 
मात था,, - जितने तत वार हैं उप्रका भाव याह ओर 
जितते मम बार आए हें उनका मान य, तो 
पे (बीन्या, यापरे था| या, या, 
इस में मानाँ कि फ् (() ओर फू! (3) का महततमाएवततेद 
फू, (ण) ह्ता 
फू, (य)न्या, या, «««५०००- याग् ! 
फिर मान लो कि फू, (3) और फ़', (4) का महत्तमा- 
पचत्तेन फू, (य) हे 
त्ती फू, (यन्य, था ८४२०३०२४६ यफ्ठ 
इसी प्रकार फू, (०) और फ ,.(२) इत्यादि के मदतत्तमा- 
'पषत्तद मानते ज्ञाओं 
तो फू (घ) था, या, ०-० यय्ज * 
फ, (०). या, चाररि के 


६०३४ ७०० ७०५ 


रद समीकरण-मौमांसा 


फू... , (य) + यात्न 
फ्‌ः (य) न्न्रै ५३ व 
फ (|) फे, (४), फर (०), फ; (य) मेँ पूर्व पू्े मे 


गर पर का भाग देने से 
य) सया, या२ ****** याय 5 पी, (य) 





फे,(य) 
के के था; या३ १०० या  ि फा (य) 
> म मा $ 3३8०४ 
फाण ा गम 
अब इन पर रत () 
फा, (य) फोा (य फा. (४ 
फा. (का, () ० कार) 


और फा, (व)नय्न 

अब या (८०, या२८० या,5० इन समीकरणों से 
फ (य)5० इसके सब घूक्ों का पता लग जायगा जो कि एक 
बार, दो बार इत्यादि आए ह। 

साधारण रीति से स्पष्ट है कि या[८० इसका कोई एक 
खूल फू (य)र० इसके डख सूल के तुल्य है जो पट (य)ू० 
इसमें त बार आए है। 

इसकी ध्याप्ति दिखलाने फे लिये एक उदाहरण दिख- 
स्वाते हैँ-- 

मान लो कि 

फू (4)5३१ - श्यत + स्य* + श्य + ईयं - श्य* - रे 
ज्ण्गेयरे | धय+ ८ 


ठुत्यघूल च्3 
तो बीजगणित की रीति से फ (०) और फ(य) का 
अहत्तमापवर्चन 
फू, (यौ-प५ - श्य' +य + १ 
फू, (५) और फ्लछ', (२) का मद्दत्तमापवत्तेन 
फेर (य)>-१- ९२ 
श्र फ२(य) भौर फ्' २(य) का महत्तमाएवत्तेन 
फ२(-१ 
इन पर से 
(य) 


जक्रूूू :६ + ये “य" - श्यर --यरे +थ+ २८ ये 


फ,(४) _ ६ _..२ _.._. न्फा 
न्‍ कण बरे-य-२ न्फारप्ण 


फ्‌,(य) की 
और कल पा ह 2038] 
चून पर से 
फा, (3) 


का हों या; >यर- १ 
फा, (य) _ 
फा, (४) 

फी, (य) 5 याइ 5 य- ९ 


इसलिये फू (य)-(य' -१) (ये +य+ १)१ (4-२) 


या लय कय+१ 





द्् समीकरण-मीमांसा 


'. और फू (८० इसके घूल १,--३, कम 


““१+९/ ३ “-१०९/८-३ "१-९/ -३ 
न स् पक ,%९२ हुए। 
इस प्रकार के स्मरणाथे ्छोक 
फलतज्ञादि -फलोत्थं.. महत्तमावर्तन॑ तदन्यफलम । 
ण्‌वं ततसत्तदन्य॑ साध्य यावद्धवेदूपम ॥ ६ ॥ 

फलानि पडश्कत्यां विनिवेश्य पूर्व तत्तत्पराष्तं कलिका भवन्ति । 
पूर्वों पराप्ता कलिका भवन्ति पुष्पाणि भूठयादिसमाहयानि ॥ २॥ 
य्ेषां स्वपंस्पासमधातकाना हतिमेवेव ल्वीयफजस्य मानस। 
प्रकलप्य तस्छृन्यसम॑ विपश्चित्तुत्यानि मूलानि विचास्येद्धि ॥ ३ ॥ 
दोद्दा 
फल अरु फल को प्रथम फद ता बिच होय महान । 
' जो अपवत्तन भन्‍्य फल सोई होत -सुनान॥ १ 

याँ लावहु बहु ऊपर फन्न जब तक होय न एच । 

एक तुल्य एक पक्ति मे राखहु सब सुविवेक ॥ २ ॥ 

पर से भागहु पूर्व को कलिका ताको नाम । 

पर कलिका हत पूर्व सो पृष्प होत शुभ काम ॥ ३ ॥ 


पदिलो दूनो तीसरे येहि क्रम से तेहि जान । 
अपनी संझया के सदश तिन को घात घुतान ॥ ४ ॥ 


ताके बंध सम जानिए अपनो फञ्ञ है मीत । 
- ताहि शून्य सम मानि सम भृच जानिए चीत ॥ ५ ४ 


ठुल्यमूल मै 
अनच्यास के लिये प्रश्न | 
(१) जब फ (3) और फ! (ब) का कोई महत्तमाएक्तेन 
अब्यक्तात्मक हो तो दिखलाओ कि प्र (१)-० इधके एकाछ 
जुल्य मूल अवश्य हों गे । 
(२) बदि फ (२)-० इसके सूल अ,, अ३,*--““भक् हों” 
वो सिद्ध करो 
। 4 व 3 हर 
फ' (ब)5 फ (य) (करूब कक की 





(३) ये - क़ यर + ख८० इसमें दिखलाओ कि क श्रौर ख॑ 
मे क्‍या सम्बन्ध दोगा यदि पूल तुल्य होँ। 
(४ ) य१-प२य+प ३८० इसके तीन तुल्य सूल नहीं आा 
सकते यह सिद्ध करो । 
(४ ) य*+परयर +प ५८० इसके तीन तुल्य छूल नहीं भरा 
“सकते यह सिद्ध करो | 
(६)वॉ+प ये! +प.यरे हे +- «-- ०-० +पत्- हुये के पतन 
श्सके दो मूल अर / के तुल्य हों ता सिद्ध करो कि 
श्ये न्‌- शपथ रे न भ्प,्यीः नुँड २०९००००००० नच है 7 
इसका भी एक मूल अर, के तुल्य होगा । 
(७)य“+परय +पशयरे +7,८० इसके दो सूल झुदि 
समान हे तो सिद्ध करो कि वह सूल अवश्य 


ये - 





रेप रे पर ब्पर े 
अति ता तन केतत्य होगा! 
शा शा ३४ सैलकेएक घूल के तुस्य ह 


० समीकरण-मीमांसा 


( ६) यदि नीचे लिखे हुए समीकरण के मूल्न तुक्य हों तो 
झुसकी निकालो। 


हम आम 
(यो -य ५ 





रू८ःम50० || 


२ 
(२) यरै बाग आ || 





(३) यर - ये - ८झय + १२८० | 
(8) य* + सूप + २०य + १६८० । 
(९) य* - श्य - रूप + धेफल० । 
(६) ये - श्य - ध्य + २७८० | 
(७) य* - शश्यो + १ेमय - सत० । 
(८) यो -७ण्य क १शेय + बेय - १८८० | 
(६) य - श्य + हरत० । 
(१०) य* - श्श्य* + इज्यर - १७१यरे + २१ ६थ- १०फस्न० 
(११) रय* - १श्य 4 १६य० - ६य + ६-० | 
(१२) य* -य" - श्य + रय +य- १८० । 
(१३) ये - शेयँ + क्ष्यर - शेयर - रेय + २८० । 
(६७) य० - श्य” + हय” + मय + १७य - ईयो - २०य 
- प्रन्‍मम० | 
(१५) यन -र्य* - ध्य* + श७य* + ध्य* - रश्यरे 
“- रैषश्यर + १शय + ८८० | 


न 


मूलोँ को सीमा 4 


६-समीकरण के मूलों की सीमा 


प७--..चढुर्घात के ऊपरवाले समीकरणों के घूलो का 
जानने के लिये बीजगणित से कोई साधारण रीति नहीं पाई 
ज्ञाती | ऐसी स्थिति में समीकरण के घूल अटकल से निकाखे 
ज्ञाते है। भ्र्थात्‌ पहिले अव्यक्त का कोई एक मान कहपना 
करते है फिर उसका उत्थापन देने से यदि फ (य) शल्य के 
लुरुय हुआ तो कहे गे कि अटकल से माना गया अव्यऊ का 
भाव फू (य) 5८ ० इसमें ठीक है। यदि उस कल्पित मान का 
उत्धापन देने से फू (4) शत्य के तुल्य नहीं हुआ तो कहेंगे 
कि यह श्रव्यक का मान नहीं हे। फिर श्रव्यक्त का दुसरा 
भानत मान कर फ (ये) से उत्थापल देना होगा यों बार बार 
कम फरने से अध्यक्त के जिस कल्एित मान का उत्थापन देने 
से जब फट (य) शुल्प के तुत्य होगा तब कहेंगे कि फ (य)+७ 
इसमें वह अव्यक्त का मान है । ४ 

ऊपर की क्रिया करने भें यदि यह मालूम दो जाय कि 
अच्यक्त का मान कोई शात सख्या श्र से वड़ा वा व से अल्प 
नहीं है तो थ्रष्यक्त के मान जानने के लिये जो अ्रसद्ृत्कर्म 
कहा है उस ऋटकल् से अच्यक्त का माव जो ञ से अल्प वा 
बसे अधिक मान कर कभे करेंगे तो उसमें कम परिश्रम 
पड़ेगा क्‍योंकि पहिले अव्यक के मान अ से भ्रधिक वा व से 
अल्य मानने में जो व्यर्थ परिभ्रम पड़ता था और समय भी 
नष्ट होता था उनका श्रव बचाव होगा । इसलिये इस अ्रध्याय 
मे समीकरण के मूल किन दो संख्याओं के भीतर होंगे इसका 
विचार किया जञायगा। इस श्रध्याय में मूत्र शब्द से सर्वत्र 
संभाव्य सूल समझना चाहिए । 


४5२ समीकरणा-मीमांसा 


सीक्षा--सीमा से ऐसासकभाना चाहिए जैसे कहपना 
करो कि श्र- खान से कोई मनुष्य व- सरुथान के लिये रवाना 
शुआ | वहाँ पहुँचने पर देखा कि अँगुलियों में अंगूठिशाँ नहीं 
“हैँ कहीं राह में गिर पड़ीं। अंगूठिश्राँ जहाँ जहाँ गिरी होंगी 
वे स्थान अवश्य श्र शौर व के अन्तर्गत हैं। इसलिये थ और 
बच को उन स्थानों की सीमा कहेंगे। इसी प्रकार जिन दो 
संख्याओं के भीतर समीक्रण के सभी सूल ञ्रा जायें उन 
संख्याओं को उन मूल्ों की सीमा कहते ह। यदि कहा ज्ञाय 
कि अमुझ संख्या समोकर्ण के धतात्मऋ घूलों की प्रधान 
स्रीमा है तो इससे यह समझना चाहिए कि समोक्ररण का 
फोई भी धनात्मक सूत्न उस संख्या से अधिरू नहीँ हो 
सकता | 


५८--सब से बड़े संख्यात्मक ऋण गुणक मे 
' शक जोड़ देने से साधारण ध्वरूपवाले समीकरण 
के धनात्मक सूलों की प्रधान सीमा होती है । 

यहाँ साधारण स्वरूप वा रूपचाले समीकरणों से उन 


का के समझना चाहिए जिनमें या इसका शुणक एक 
बुक हो | 


मानलो कि फू (२) ० यह न घात का एक साधारण 
“रूपवाला समीकरण है जिसमें सब से बड़ा ऋणात्मक गुणक 
प है तो समीकरण के आदि पद्‌ को छोड़ सब मेँ ऋणात्मक 
झुणक प कर देने से 


फू (य) > य-प (य ! + या + ... +य+१) 


मूलों की सीमा हे 


मे 
वा फृ(स) > यों न नह 


य-१ 
इसलिये यदि य > १ तो 


रत 2. छ से 
यो-१- पर ३ इससे फ (य) बहुत बड़ा होगा । 


। 
यदि ये -- १ पल यह वा (य+- १) ( ९ कल 


यह धन होगा तो फू (य) सी घन होगा। परन्तु जब य > १ 
तब एक खरड य-- १ थह सर्द धन ही रहेगा:। 


इसलिये यदि १- ब-र यह धन होगा तो फ् (य) खबंदा- 
घन द्वोगा परन्तु य-१> पवाय > प+१ होता है तो 


१ 


१ प-र यह स्वेदा घन होता है। 


इसलिये अब य 9 प+ १ तो फ (ये) सवेदा' धन रहेगा ।. 
७ ३८ सु ५ के 

यहाँ कहे गे कि घनात्मक सूल प+ १ इस से छोटे है। इसलिये 
समीकरण के घन घूलों की प्रधान सीमा प+१ सिद्ध 
इीती है। 

जैले फू (।८य* - श्यश् +श्य* - एयर - श्य - ६८० ऐसा 
कल्पना किया जाय'तो इसमें खबसे बड़ा ऋण गुणऊ ६ हैं: 
इसलिये धनात्मक मूलोकी प्रधाद खीमा ६+१ ८७ हुई |: 

घ३-..यदि फट (य)-० इसमें य८ -र तो स्पष्ट है कि 
पूष् युक्ति से २ के घन सानों की जो प्रधान सीमा होगो वही 
य के ऋ्ुथ मादों दी प्रधान सीमा द्ोगी | पए्तु पर (२) 


2४ समीकरण-मीमांसा 
यह थदि काई विपम ने घात का समीक्रण हो तो 
(-२)१ & -र* | इसलिये फू (-२) ८ ० इसके सब पदों को 
शल्य के पक्ष में छे जाकर तय ऊपर की युक्ति से सीमा का 
विचार करना चाहिए | 
जैसे गत प्रक्रम के समाऋरशण मे यदि ०८ -र माना जाय 
'तो उसका स्वरूप 
“२” + २१९ --३२९ -- ४२९ + ५२-६० ऐसा हुआ | 
दूसरे पत्त में ले जाने से 
२०१ + श्र" + ३ए' + 0२९ - भर२+ ६८ ० ऐसा हुआ । 
. इसमें सबसे पड़ा ऋणात्मक गुणक ५ इसलिये र के धन 
मानों की था य के ऋण मानों की प्रधान सीमा --(५+ १)८०-- 
हुई। इसलिये फ (प)5० हस समीकरण के सभी भूत --६ 
ओर ७ इन्हीं दो संख्याओं के भीतर है । 


यदि फू (य)-० इस समीकरण मे सब से बड़ा शुणक भ 
द्वोतो स्पष्ट दे कि चिन्ह विचार के बिना पू् युक्ति से कह 
खकते हो कि पट (२)5० इसके सब सूत्त -(प+ ९) भौर 
म+१ इनके भीतर है । 

- ६०--ज घाव झेसाधारण खरूप दाले सप्ीकरण 
में यदि सब से बढ़ा ऋणात्मक गुणक ५ हो और 
कणात्मकझ शुणक वाले पद भें अब्वक्त का सफसे 
बड़ा घात न-व हो तो धनात्मक झूलों की प्रधान 
सीमा १++ रोदी है । 


मूलों की सीमा कप 


एड (य/>० इस न घाव के समीकरण का यदि ऐलाः रूप 
हो कि आदि पद से लेकर त-१ पद तक के शुणक घन हो 
और अवशिष्ट पदों में सब से बड़ा ऋणात्मक शुरक्ष प हो तोः 
स्पष्ठ है कि फूए (९) यह यॉ-प (या! +यनर + - +य+ ९] 
इससे बड़ा होगा श्रथांत्‌ +-प थक “९ इससे बड़ 


द्वीगा और 


(य-१)१ (य--१) -प (या 7 +१ -.. ६) 


ब-३ 
डोगा। 


यदिव > १ वो फू () बहा: पी चफय 


इससे और भी बहुत बड़ा होगा | इसलिये यदि 

पये- नमन ् कल का ः / (य-१)४ -प | यह 
अथवा (य- १)? -प यह धन होगा तो एफ (य) भी छू 

होगा। परन्तु यदि (4-१) “प अथवा यू १+पएण को 

(य- ११४ -५ यह धन होता है | इसहिये य, १-६ कि मप इसके: 

तुत्थ घा अधिक होगा तो पट (+) भी घन होगा ।- इसलिके 


पं (१) ८० इसझे घनात्मक छूलों की प्रधान सीमा १+ २/८ 
धह्द हुई। 

जैस यदि फूए (२) 5८ य* + स्य*क पर - श्यरे - ६४ +- दमन 
सो यहाँ तीन पद तक भव शुणकू दँ और आशे के पदों थे सब 


इससे बहुत बड़ा 





बॉ 


हु समीकरण-मीमांसा 


रँ 


ले बड़ा ऋण गुणक १५ है. इसलियेत र ४, १८ १५ इनका 
१! ७ मे 

३+प० इसमें उत्थापन देने से प्रधान सीमा, ९१+(१५) ८३ 
(ह्यूट्पान्तर से) । 

सीमा जानने के लिये यदि निरवयव त घात यूल न मिले 
सो प में कोई सब से छोटी संख्या मि्रा कर तब त घात सूल# 
लौ जिसमें प्रधान सीमा इस झाए हुए सीमा के मान के. 
अन्तगत हो । 

' इस पर से यह प्रकार उत्पन्न होता है।--अवशिष्ट पदोँ में 
सब से बड़ा जो ऋणात्मक गुणक दो उसके संख्यात्मक मान 
का आदि से ले जितने पद्‌ तक धन ग्रुणक हे उसके संख्या 
तुल्य घात मूत्र लेकर उसमें एक जोड़ दो तो धत मूलों की 
शसोमा होगी । है 

६१--यदि किसी समीकरण में प्रत्येक ऋणा- 
त्मक गुणक को धनात्मक मान कर उसमे उसके 
पूवें आए हुए धनात्मक गुणकों के योग से भाग 
दिया जाय तो इस प्रकार उपलब्ध सब से बड़ी 
क्षब्धि में एक जोड़ देने से धन सूत्ों की प्रधान 
सीमा होती है।. 
दीजगणित से सिद्ध है कि यों 
| (य-९) (या १ +यरर + 5 +य+ १)+ ३ 


इसलिये यदि समीकरण का ऐसा रूप हो जिसके बहुत 
प्रदों के गुणुझ घव थोर बहुतों के ऋण धो भथांत्‌ 


मूलों को सोमा 83 


फू (य )5प.य +प६ ये | +प३ यतारे -पह यते हे 
कप, यता१ + -पत यर्ी ए + «*-* + य० ऐसा हो 
तो श्समें य के जिन जिन धातोँ का गुणक धन है उनका रूप 
ऊपर के समीकरण में पक्ष बदलने से श्रौर जिनके गुणक ऋण 
हैं उनको ज्यों का त्यों रखने से 
फू(य)ल्‍प, (य-३१ )यर १! +प, (य-१ ) यंग 
कप (य-३ ) या 3 +-- -- +प. (य- ३१ )+प. 
के प१ (य-३ ) यार +प, (य- १) य१+ .. «.« 
+प्‌ (य-१ )+प, 
केपर (य- १ )यरर+ - -+प३ (य-१)+प२ 
-१३ ( य-३ ) ये 
नै २९० * ०० ०० 


इस रुपान्तर में यदि य एक से अधिक हो तो प्रत्येक 
ऊर्ध्वाधर पंक्ति य के धन मान में घन ही रहेगी, जहाँ कोई 


अण सख्या है वहा वह भी पंक्ति धत ही रहेगी यदि 
(प,+प३+प३) > प३ 
इसी प्रकार (प,+प/+ंप३+* - पत-३ )(य-१) >पठ 
इसलिये य > _-.*--_- झ् 
>क्षत प+प, 
मत 2 
पू+प.+प३+*- पत- 
इससे सिद्ध होता है कि ऋणात्मक पढ़ की संख्या में 
उसके पहले पदों में जितने घतात्मक शुणक हे डन्तकी संख्या 
७ 


साधारण से य > +१ 


दर समीकरण-मीमांसः 


के येग का भाग दो यदि लब्धि पूरी न आ्ावे तो शेष को छोड 
एकाधिक लब्धि लो और उसमें एक जोड़कर उसे खण्ड मानों! 
इस प्रकार से जितने ऋणात्मक गुणक हाँ सब पर से खण्डाँ 
का साधन करो। सब खरडों में जो सबसे बड़ा हो उसे 
समीकरण के धनात्मक मूल्ों की प्रधान सोमा समझो । 


जैसे यदि फ (ये )>यॉ+६य-१५यर -श्श्यर 


न-भ्श्य - १७ ८ ० 
ऊपर की युक्ति से खएड 
आह दा नर अल्प कई 
&+१ !&+१५ ?१&६+१+श्र 
न्‍ रे ४ ७५ प १ 


इनमें सब से बड़ा खण्ड ७ है इसलिये धनात्यक मूलों की 
सीमा ७ हुईं। इसी उदाहरण में १६वें प्रक्रम से ४२ और ५८वें 
प्क्रम से १+५/ १२ 5 ६ प्रधान सीमा श्राती हैं। इन दोनों 
से ७ यह कम है इसलिये उन दोनों प्रकारों से यद प्रकार 
यहाँ पर कर्म लाधव उत्पन्न करता है । 

प्रथम ऋणात्मक गुणक के पहले जहाँ कई एक धनात्मक 
गुणक हो और धनामक्र गुणकों की संख्या जहाँ भारी भारी 
दो वहाँ पर इस प्रकार से प्रधान सीमा की संख्या छोटी 
झावेगी जिस पर से गणित करने में कम लाघव होगा । 

६२---ऋभी कभी कुछ हेर फेर से समीकरणों का रूपान्तर 
करने से बहुत छोटी सीमा का पता लग जाता है । 


जैसे पिछुले प्रक्रम के उदाहरण में 


मूलों की सीमा - मं 


फ (१७ यॉ+ध्य - १४ - श्रेय + शश्य -- १७८० 
वा ये (यर --५२)+ €य (य-- हैं) + ४५(य - ३३)-० 
इसमें स्पष्ट है कि यदि य ४ तो फू (य) घन होता है १ 
इसलिये धन मूलों की प्रधान सीमा ४ हुई जो पिछली सदछ 
प्रधान सीमाओं से छोटी है। 
दूसरा उदाहरण+--- 
मानो कि फू (२) ८ य*- श्य*५ - १श्यर + श्य रे + य-- ७०८० 
्समें ५४वें और ४८वें प्रक्म से घन मूलों की प्रधान 
सीमा ७० +१८ ७१, ५४व प्रक्रम से ९? + १ श्रर्थाव्‌ १६ सीमा 
आती है। परन्तु इसी का यदि यरे (यर-श्य--१३)+ स्ये 
+य--७० ऐसा रुपान्तर कर डालो और पहले ५६व प्रक्रम से 
यरे -श्य-१३ इसमें सीमा का बिचार करो तो ११+ १८ १४ 
यह हुआ । इस मान में यरे (य*-श्य-१३) यह तो घन द्ोतो 
ही है किन्तु रय१+य--७० यह भी उसी १४ के मान का 
उत्थापन देने से धन होता है। इसलिये घन सूलों की प्रधान 
सीमा १५ हुई जो १६ से भी छोटी है । - 
द६े३---कलपना करो कि फ (व) ७ प,या +पय:! 
+पश्य* + +प्ष - "य+पत्त-० तो स्पष्ट है कि इसमें 
न+१ पद होंगे। 
न+१ में ३ का भाग देने से शेष १ वा २ बचेगा। इसलिये 
(य) में तीन तीन पदोँ को लेने से यदि शेष न बचे तो .- 
फ्(ब)ल्‍> ये ( प,य +प.य+प३ )- > 
कयतीार ( पशय +प,य+प५ ) नुन्‍ नऋू० «००००० « 
+( पद्द--२ये  + पर तय + यत )ह०*००«०* ००० *** (१) 


2०० समीकेरण-मीर्मासा 


शेष एक बचे तो 
फू(य)>य' * (पे,यरे+पफ,य+प५ ) 
कया 5 (पशयो +प,य+प, )+ * 
कय(प-॥ ये + पत्र-शप + पत्र २) + पतन “ (रो 


ओर यदि शेष दो वचे तो 


फू(य)5य रे (प,य +प,य+प३ ) 
कया ४ (पर्यो+प,य+पर )+ 
कयो(प,यर +प.इय+प..२) 
न+ (पर ३य+प.)* बीज मे 


* * (३) 
तीनो स्थितिओँ में कोष्ठकान्तर्गत ज्ञितने बर्गात्मक शरव्यक्त 
के फल है उन सब को पृथक्‌ पृथक्‌ शत्य के समान कर य के 
कप ० १४ भ्ज्च 
आन ले आयो। इन मार्तों में जो रूच से बड़ा होगा स्पष्ट 
है कि वही (२) मेँ धवमूल की सीमा होगी । 


यदि प+ धमात्क्र दो तो (२) में भी वही सीमा होगी, 
यदि पत्र ऋणात्मक और य के उस कड़े मान से अल्प हो तो 
आओ चही सीमा होगी और यदि ऋणात्मक प, उस बड़े मान 
से बड़ा हो तो प+ का संख्यात्मक मान जो होगा वही सीमा 
होगी | 

(३) स्थिति में उस बड़े मान का उत्थापन (पे. ,य+प)' 
इसमें देने से इसका मान यदि धन आबे तो उसी बड़े मान के 
खमान सीमा होगी, यदि ऋण भावे तो उससे बड़े जिस मान 
के उत्थापन देने से ( पथ य+प५ ) यह धन हो वही सीमा 
होगी । 


मूलों की सीमा १०१ 


प्रत्येक वर्गसमीकरण में ग॒ के मान निकालने में यदि 
'निरवयव मूल न मिले तो जिसका सूल लेना हो उसे कुछ 
अधिक कर निरवयव मूल लेकर ग का मान निकाली | यद्धि 
य का मान मित्र भ्ावे तो उसमें भी कुछ अधिक कर निरवयदः 
कर लो। र के द्विविध मान में जो ऋणात्मक मात्र दो ञ्से 
छोड़ दो । 

जैसे ६०वें प्रकम के दूसरे उदादरण मेँ 

यॉ-श्य'-ह्श्यर + सेय +ये-- ७० 
व्य(यरे-श्य-१३ )+( स्य' +य-७० ) 


इसमें पहले ये - श्य-- ११०० इस पर से य का घन मान 


क कै ४५०. ( कुछ श्रधिक्र ) 


है 





फिर भ्य'+य-७०८०० इस पर से ये का धन माता 
+३+९/१४4+-१५८७ ( कुछ अधिक ) 


यहाँ दोनाँ समान ही स्वत्पान्तर से य के घन सान हुए । 
इसलिये धन मूत्र की सीमा ७ हुई जो सब से छोटी है | 


जिस वर्गसमीकरण से असम्भव मान आये उसे छोड़ 
/8६ ध2 प्ि न जा 4६ दर 
दो क्यों कि उसमें य के किसी धन मात्र में फल घन दी होगा | 


प,, १,, प३, इत्यादि में कोई जि ऋषणात्मक होंगे तब 
ऊपर की युक्ति से काम नहीँ चलेगा परन्तु चहाँ भी एक पद्‌ 
के ऐसे खण्ड करो जिसमें कोष्ट के मोतर के आदि पद में घन 
गुणक हो फिर तारतम्थ से ऊपर की युक्ति से ऐसा दूसरे 


डच२ समीकरण-मीमांसा 


समीकरण का रुपान्तर बना सकते हो जिससे यह पता लग 
जायगा कि य के किल छोटे धन मान में फू (4) का मान धन 
द्वोगा ! 
६४--ऊपर के भ्रक्रमों में प्रधान सीमा के जानने के लिये 
कई पक युक्तियाँ दिखलाई जा चुकी है अब इस प्रक्रम में 
ऋनिष्ठ सीमा जानने की विधि लिखते ह। 
कनिछ सीमा--जिस संख्या से समीकरण का कोई 
भी धनात्मक मूल छोटा न हो उस संख्या को समीकरण के 
अनात्मक मू्नों की कनिष्ठ सीमा कहते हैं। 
मान लो कि समौकरण का छोटा रूप बना लिया है। 
छोटे रूप से सवंत्र ऐसा समझना कि सब से बड़े घांत वाले 
अव्यक्त के गुणक से दोनों पक्षों में अपवत्तेन देकर उसका 
गुणक एक के तुल्य कर लिया है ओर उसका रूप 
फ(य) न य+प, या! +प. ये +. «. ««« न प्‌... में 
+प.८० ऐसा है। इसमेँ यू ऐसा कहपना कर एक नया 


समीकरण का रूप जिसमें सब पदोँ को र* इससे गुण और 
अत इसका भाग दे देने से 

पत्र ९ ह- ३५. ....- प३ (९३ १९ २+ 2.८ 
ु रे न्द शो! + गम मज् रक न्‍्ज 
ऐसा हुआ | इसमें मान लो कि पिछले प्रकमों की युक्तियाँ से 
व के धन मानों की प्रधान सीमा 'सी? हुईं तो स्पष्ट है कि 'सिः 


ब्ले र बड़ा नहीं हो सकता इसलिये य, ज्ञ ते छीठा भी नहीँ. 


मूलों की सीमा १०३ 


दो सकता । इसलिये य के धन मानों की कनिष्ठ सीमा जे यह 
हुई । 
मान लो कि १६वें प्रक्रम की युक्ति से इस समीकरण में 
भ्रधान सीमा जानना है तो ऋण गुणकों में सब से बड़े गुणक 
को नि कह तो इसकी प्रधान सीमा 
(2 





5 शा प्त॒ बड़ पार - पत ॥ 
ज्न पन्न 
इसलिये फू (२)5० इसमें कनिष्ठ सीमा८--- 


यह हुई | 


रे यह तभी ऋण हो सकता है जब पत८ से विरुद्ध चिन्ह 
न्ने 


का प. हो । इसलिये कनिष्ठ सीमा का संख्यात्मक हर सर्वदा 
प अर्थात्‌ अंश से बड़ा होगा इसलिये इस पर से यह सिद्ध 
होता है कि कनिष्ठ सीमा स्वेदा एक से कम होगी | 

१६वेँ और ५८--५४वें प्रक्रमाँ में प्रधान सीमा जानने के 
लिये जो जो युक्तियाँ दिखलाई गई है सब मेँ य को एक से 
चड़ा मान लिया गया है इसलिये इन पर से भी स्पष्ट ही है 


कि कनिष्ठ सीमा एक से सदंदा छोटी रहेगी । 
जैसे इस अध्याय में प्रधान सीमाओं को जानने के लिये 
सावयव संख्याओं मे कुछ कुछ बढ़ा कर निरवयव कर लिया 


है उसी तरह इस कनिष्ट सीमा में भी कुछ बढ़ा कर इसका 
_झान सचंदा एक के तुल्य कहना चाहिए तब इस कनिष्ठ सीमा 


१०७ समी करण-मीर्भासा 


जानने के लिये नया प्रक्रम व्यर्थ है क्यों कि ५१६, ५४८--५४४वे 
प्रक्रमों से पहले ही स्पष्ट है कि य का घन मान एक से अहए 
नहीं होगा । 

टाडहणटर (700॥णा/ ) साहब ने अपने प्रन्थ के &वें 
प्रक्रम में जो ३ यह कनिष्ठ सीमा का मान लिखा है बह जहाँ 
जहाँ य का मान रुप से श्रधिक होगा व्यर्थ है क्यों कि द्दाँ 
स्पष्ट है कि एक से अल्प य का धन मान होना असम्भव है। 
जैसे यदि 

फू (य)>य -हध्य +२६य- २४८० 

इसमें १६वें प्रक्रम से प्रधान सौमा २५ आई। फिर य के 
स्थान मेँ इसका उत्थापन देने से और र से गुण देले से 
और -२४ का भाग देने से 





श्रै न ६ शोध र गा प घ्ड्0 
२४ न-देऐे गए 
इसमें प,- 5 ८ २४५, और पह८२६। इसलिये कनिष्ठ 
न न 5 
सीमा ८ आय बन जो व्यर्थ है क्योंकि 


य का धनमान समीकरण से स्पष्ट है कि एक से अधिक 
होगा। 

इसलिये फ (य) लय +प यो! +पर्य रे + -- «5 
+पत्त० ० इसमें य के स्थान में १ उत्थापन देकर समझ लों' 
कि १+प/ +प३५+* ““+पक यह धन वा ऋण आता है 
यदि ऋण श्रावे तो व्यवहार फे लिये कनिष्ठ सीमा को 
२ मान लो । 


मूत्ीं को सीमा श्ण्प्‌ 


६४--न्यूदन को रीति--न्यूटडन ने प्रवान खोमा 
जानने के लिये जो विधि लिखी है उसे नीचे लिखते है।-- 
मान लो कि फू (.)5० इसमें सीमा का ज्ञात करना है । 
-य के स्थान में च+र का उत्थापत देकर इसका स्वरूप श्शथ 
प्रक्रम से 


फू (३+२) > फू (३)+ र फ' (च) + नस पृ (७)+ --- 
श के फू (3)-० ऐसा हुआ । इसमें यदि फ (उ), 


फू! (बच), फ्‌” (उ), --फ्" (जब) ये सब किसी घन च के मात्तः 
में घन हाँ तो र के ऊिसी धन सास में फू (च+र) यह धन ही 
होगा | इसलिये फू (च+२)८ ० ऐसा होना असम्भव होगा । 
इसलिये ऊपर का समोकरण ठीक तभी होगा जब र का मानता 
ऋण होगा। परन्तु य-र+च «. रन्य-च परन्तु र ऋण 
है इसलिये य, च से बड़ा नहीं हो सकता क्योँ कि ऐसा होन 
सेरकामान धन होगा जो यहाँपर न होगा चाहिए | इस- 
लिये ऐसी स्थिति मेँ च को य के धन मानाँ की प्रधान सीमा 
कहगे। 
जैसे ६०वें प्रक्रम के दूसरे उदाहरण में हे 
यों -- ५१४ -- १श्य + रण -- दे -- ७० 
यहाँ फू (चो->च*--५च्*- १४चर + रचरे न- च- ७० 
फू (ब)-श्च -२०चरे -रेश्चरे 4 ४च+ १ 
| फ (च)८१०चौ -३०चरे -३६च+ २ 
जप (च) ४८ १०च- --२०च-- १३ 
के प(च)ज शच-४ 


2०७६ समीकरण मीमांसा 


यहाँ सुभीते के लिये नीचे से विचार करना आरम्प करो 
तो जब च १ तो फू” (च) घन होता है। जथ च-> ३ तब 
फ” (च) धन होता है। जब चर-४ तब फ्‌” (च) धन होता 
हैं। जब च> ६ तब फृ' (च) घन होता है। और जब च> ७- 
त्तव फू (च) भी धन होता है। इसलिये च के धन ७ मान में 
फ (४), फ (४) -फ  (च) सब धन हुए इसलिये य के 
श्रनमानों की प्रधान सीमा ७ हुईं। यही ६२वाँ प्रक्रम से भी 
सिद्ध हुई है । 


यहाँ जिस च के धन भे फू (च) यह धन श्रा गया उस च 
के मान में फ' (3, फू (ब) इत्यादि धन आते हे कि नहीं 
इसकी परीक्षा करनी आवश्यकता नहीं, अब वे सब आप ही 
आप धन होँगे क्‍योंकि मानो कि च>अ तो नीचे से फू” (च), 
ज़क धन होते हैँ तो च को कुछ बढ़ा कर भ्र+क के तुल्य 
ऋरने से 


फू! । (ञ्र न क) फ्ा ५ (अर) न कक फःा !/ (अर) न फ' 7// (ञ्र) न ढ़ 


इसमें स्पष्ट है कि दहिने पक्ष में सब पद्‌ धन है; इसलिये 
पर”, (अ+क) यह भी धन हुआ । इसलिये जब नीचे से विचार 
करना आरम्भ किया गया है तब स्पष्ट है कि च के मान के 
चढ़ने से नीचे वाले आप दी धन हाँगे। इसलिये यहाँ पर 
गफर परीक्षा करनी व्यथ है। 


सर्वत्र जहाँ जहाँ श्रव्यक्त के ऋणमान की प्रधान सीमा 
ज्ञाननी हो तो ५७वें प्रक्रम से वहाँ वहाँ पर सहज में जान' 
व्खकते हो । 
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जैसे या -७्य' - श्श्य' +रेयरे + श्य+ ४८८० इसमें 
थू७वें प्रक्रम की युक्ति से य८ -र करने से ! 


रॉ +७२९-- १५२ - ३२ + ४२ + ४८८ ० हसमभे घन मानों 


पर पु ह०५- श्चद 
की प्रधान सोमा ६&वं प्रक्रर से _---- ८५, 
& न पक हु + १ | 


अथवा २“-१श५र + ४२ -- ७४२९४ -- ३११ -- ४८ 
नर (र२-१५)+शर२+७०(२९-हैर- डे ) 


“रो (२-७ १५)-+ ४२ + ७९ रो (रो -३ )- | | 


इससे स्पष्ट है कि जब २-४५ तो फ (२) घन द्वोता है; इसलिये 
बे के धन मूल्ों की प्रधान सीमा पहिले से छोटी ५ ही 
हुई। 


ओर फ (२) मेँ जब २०० तब फू (२:०१+७-१५-३ 
+४-४८०१२-६६८ - ५४ इसलिये घन मूलों की कनिष्ठ. 
स्रीमा +१ होगी | इसलिये फू (५)०० इसके ऋण सूलों की 
सौमा -४ और -९ हुई। ह 


६६---प्रधान सीमा जानने में बड़ी सावधानी चाहिए। 
समीकरण का साधारण रूप देख कर प्रधान सीमा जानने में 
कभी कभी धोखा हो जाने की सम्भावना होती है । 

जैसे यदि फू (प)5(य-५)१ (य-२)>० ऐसा हो तो 
इस रूप से तो स्पष्ट है कि य का घन मान « से अधिक नहीं 
हो सकता तथा धोखे से २ से भी अधिक नहीं कद्दा जा 
खकता | इसलिये धोखे से + को भी प्रधान सीमा कह सकते 


१०८ समीकरणु-मीमांसा 
दो जो कि वस्तुतः कनिष्ठ सीमा है। यहाँ पर अपचित घात 
कम से गुणकर समीकरण का रूप बनाओ तो 
फू (4)८(य-५)१ (य--२)८ (ये - १०य+ २५)(१-२) 
समय - १श्य 4 ४श५य--५० ८० 
यहाँ ५६वाँ प्रक्र से प्रधान सीमा ५१ और ५८वें प्रक्रम से 
भी ५१ श्ाती है। यह तो बहुत भार्य होने से ठीक ही है परन्तु 





है बद ठीक नहीं , 

इसी प्रकार दूसरे (य- ५) (य--४) (य-१)८० इस उदा- 
हरण में भी देखने से प्रधान सीमा ५ है और यह भी स्पष्ट 
है कि ! से अधिक य के सब धन भाजतों में फू (य) धन दोगा 
इसलिये यदि १ को प्रधान सीमा कहोमे तो ठीक नहीँ होगा ! 

इसी फू (य) को घात कर यर -- १०य२ + २ध्य--२० ऐसा 
बनाओ तो ५६वें, ५८वें, प्रक्रम से प्रधान सीमा २१ यह ठीक 
आती है परन्तु ४४वें से जो ३६+१८२ आती है यद ठीक 
नहीं 

यहाँ उस्कार्टिसू की युक्ति से जानते हँ कि अव्यक्त के 
सब मान धन है इसलिये १० सब मानों का योग होगा | तब 
स्पष्ट है कि काई घन मान १० से बड़ा न होगा इसलिये यहाँ 
१० को प्रधान सीमा कह सकते ह। इसी प्रकार पहिले उदा- 
हरण ये - १श्यर +४शय -५० इसमे प्रधान सीमा १९ होगी 
जो क्रम से २१ और ५१ दोनों से छाटो हैं । इस प्रकार से श्रोर 
'उदाहरणों में भी समझना चाहिए । 


मूलों की सीमा १०६ 
पु कक... हे 
६७---जाए खत प्रक्म के एवं प्रसिद्धाथ से स्पष्ट है कि 
फू (॥)८ कप + ४“ +ंयू8० इसमे “प, 
यह सब मूलों के योग के समान है भर फ ( 70८ मेँ जो 
जो र के घन मान आवे गे वे य के ऋणमान होंगे इसलिये 
यदि फू (४])-० इसमें * के ,सब मात सम्साब्य हों तो 
फू (-२<० इसके धन मृल्रों को जो प्रधान सीमा हो उसे 
घन मूलों की संख्या से गुण कर फ (५) के ह्वितीय पद के 
विरुद्ध चिन्हात्मक गुणक् में जोड़ देने से जो योग होगा घह 
फू (45० इसमें य के सब धल मातों के योग से बड़ा होगा । 
इसलिये योग को प्रधान सीमा कह सकते है| 


जैसे १*-५य+३१०० इसके सब मल सम्पाध्य है 
(४०वों प्रक्रम देखो ] इसलिये य के स्थान में -+ का उत्पथापन 
देने से रो - ५९-३० ० ऐसा समीकरण बना जिसका न्पा- 
स्तरर ((-०)-३८० ऐसा ऋर सकते हो इससे स्पष्ट हूँ 
कियद्र ०३ तो फू (-२) यह स्वदा घन हाता है और 
यहाँ धन मान एक ही है इसलिये र के धन मान की प्रश्रान 
सीमा ३ वई। इसे एड से गुर कर फू (ब) के 4१ के गुणक 


ही] चर श 
पन्य मे ज्ञाड देने से फू (4)«० इराक धन मूल्रों की पान 
सामा ३ हुई। 


पप-यदिफ (व) क् थके सान भे 


। क्रम से 
भर और क ऐसी दो संख्याओं का स्त्थापन द्यि 


जाय जिनके दीच फू (२)-० 


विद 3)..." इसके सूलोँकी संख्या 
विषम हो तो फ (झ) ओर फ 


(क) ये दाने विरुद्ध 


११० समीकरण-मीमांसा 


चिन्ह के होंगे। यदि उनके बीच समीकरण का 
कोई मूल न हो था सूलों की संख्या सम हो तो 
वे दोने एक चिन्ह के हेगे। 

फ (१)- ० इस समीकरण के सब सस्साव्य मूल क्रम से 
अ,, भर, 3 शत मानों तो 

फू (ब)-(२- भ्र,)(य - भर) (१- भर३) * (१- अर) फी (|) 
ऐसा होगा | 

जहाँ फो (य), सब अ्रसस्भाव्य मान सम्बन्धी अ्रव्यक्त के 
'एक घात खण्ड के घातक तुर्य है और जो य के किसी सम्भाव्य 
मान में सबंदा धन ही रहता है क्योंकि किसी समीकरण में 
जोड़े जोड़े अ्रसम्भाव्य मान सम्बन्धो श्रव्यक्त के खरड रहेंगे 
जिनके मान क्रम से 

य-अ्र-क५/ “६, २-अ्र+%५/ - ये दोते हें ( रक्ष्ाँ 
प्रक्रम देखो ) ओर है जिनके घात (य-अ)"+क्र' ये स्वदा य 
के सम्भाव्य मान में धन ही होते है । 

कल्पना करो कि श्र श्रौर क दो संख्या हे जिनमें क से 


झधिक श्र दे और ञ्र भर क के बीच में फू (५)5० इसके 
सस्माव्य मूल अर, , अर,.....-अत ये पड़े हैं। 


श्रव य के स्थान में क्रम से अ और क का उत्थापन देने से 


फू (अ)-(अ-भ,) (अ-अ२) * (भ्-अत) फो (७) 
फ्‌ः (क)>(क-श्र,) (ऋ-अ३२) 8 (क-शअ्रत) फां (क्र) 


मूलों वी सीमा श्र 
यहोँ स्पष्ट है कि (अ-श,) (अ>अर) “ (झ-अत) ये 
सब खण्ड घन है श्रोर (क-अ्र,) (क -अ, )****(क-अत) ये 
सब खण्ड ऋण है। और ऊपर को युक्ति से फा (अ) और 
फा (क) ये दोनों सवंदा धन श्रथांत्‌ एक दी चिन्ह के है £ 
इसलिये फ (अ) और फ (७) ये दोनों क्रम से तभी एक था 
विरुद्ध चिन्ह के होते है जब सम्साव्य मूलों की अर्थात्‌ अ,,, 
/ 'छ,) भर३--अत इसकी संख्या सम या विषम होती है। 
६६--ऊपर की युक्ति की विलोम विधि से यह 
सिद्ध होता है कि यदि फू (ये) में य के स्थान में 
उत्थापित जो दो संख्यायें विरुद्ध चिन्ह के फलों 
को उत्पन्न करती है तो उन संख्याओं के बीच 
फ(य)-० इसके सूलों की विषम संख्या पड़ी है 
पे ढक ५ ५० ४. _ ँ कप 
आर यदि वे संख्यायें एक चिन्ह के फलों को 
उत्पन्न करती है तो उनके बीच या तो समीकरण 
का कोई सूल नहीं है था सूलोँ की सम संख्या 
यड़ी है। 
ऊपर अर को भी अ, , अ२,..-अंत से छोटा मान लेने से चः 
कको श्र, अ,,...अत से बड़ा मान लेने से यह स्पष्ट है कि 
फू (अ) और फ (क) यदि एक ही चिन्ह के हाँ तो सम्भव हैं 
कि अ्र और क के बीच फ (२)5० इसका कोई सूल द 
पड़ा हो । है ५ 
इस सिद्धान्त के अन्तगत शव प्रक्रम का सिद्धान्त है 
इसलिये इसके बल से उस में की बात सिद्ध हो जाती है। 


२१२ समीकरणु-मीमांसा 


७०--फ (4)5० इसके पास पास के जो दो 
दो सम्माव्य सूल हाँगे उनके बीच मे फू (य)-० 
इसका एक एक सम्भाव्य सूल अवश्य होगा। 


मान लो कि एक एक से स्यूत अ/, अ२, अ३,... भर 
सस्माव्य मूल ओर असम्भाव्य एक घात के खण्ड फा (३) ज्ञो 
सबदा य के किसी सम्भाव्य मान में धन रहता हैँ, फू (य) < 
इसमे ह तो 


फू (4)5-(य- अ९) (य-अ३) (य-अ३ ) *( य-अ्र्ध) 
'फ़्र[ (4) और ५२वें प्रक्रम से 


शफ' (य) ८ | (य-अ३ ) ( य-आ३ ) * “ (य-अत ) 


+(य-आ,) (य-अ,) (य- अ३) (य- अत) फी' (ब) 
इसमें य के स्थान में क्रम से अर, , अर, ,......अत का उत्था 
पन देने से सब में (प-अ,) (य-अ५) (4-३) “*- (य-भ्रर) 
यह तो उड़ जायगा | इसलिये फृ/ (अ,) उसी चिन्ह का होगा 
जिस चिन्ह का (अ,-अ३ ) ( अए -अ्र/ ) * ( अ| - अत) 
कै। इसी प्रकार (अ२-अ,) (अ३-अ३) * “ (भ३ - भरत) यहे 
जिस चिन्ह का होगा उसी चिन्ह का फ' (अ२) होगा । 
(आ३- भ २) (४३८ आ२) (अ३- अत) यह जिस चिन्ह 
का होगा उसी चिन्ह का फृ' (अ,) होगा । इसी प्रकार आगे 
भी करने से स्पष्ट है कि फ! (अ,) धन होगा क्‍योंकि इसके 
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खराडों में एक ऋण है| इस प्रकार पहिला धन, दूसरा ऋण 
तीसरा धन इत्यादि एकान्तर विरुद्ध चिन्ह के हैं। इसलिये 
इवे प्रक्रम से अ,, भर, श्र “अत इत्यादि दो दो पास पास 
के मूलों के बीच फ' (प)-० इसके सूलों की विषम संख्या 
पड़ी होगी । इसलिये अर अर अर अइ अ३5 अएग इत्यादि 
दो दो पास पास के सूलों के वीच प्ठन' (१)5० इसका एक 
संभाव्य मूल अवश्य होगा। 


६--यदि फू (५)-० इसके अर, मूल त वार, भर मूल 
थ वार, अ३ मूल द वार इत्यादि आबे और असंभाव्य सूल 


सम्बन्धी घण्डों के घात फा (य) दो तो 
फू (ब)5(य- अर) (य- अर) (य- अर) **फा (य) 
( यहां मी अए, अर, अ३*“““क्रम से एक एक से न्यून 
भानो । ) 
यहां भी ५६वें प्रक्रम से 


फ (0) >फा (व) व ध-अछे ध- बसों लिन 
बा 


+(य-अ() (य-अ,) (य-अ,)ह.---«- (य) 


कल्पना करो कि फ (ग) और फ' (य) का अव्यक्तात्मक 
महत्तमापवत्तैत 


(य-अर)  ! (य>अ२) 7 (य-अ३)४ १... फू, (य) 
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ता कब" फा(ग) | त(य-अर) (य-आ्‌) - »« -- 


न-थ्‌ (य-अ,) (य-अ३) ००६ ड ४0३ | 


+(य-अ,)(१-अ२)(य- घ३) ““फा (ब)> फ़ि (४) 

पिछल्ले प्रक्रम की युक्ति से भर, भर; अ२, अ३ इत्यादि के 
बीच (फ्रि (.)5० इसके पूत्मा की विषम खंख्या पड़ी होगी 
ओर फट! (3)-फ, (ये) फि (य) इसमें अव्यक्त के जिस जिस 
भान में फि (ये) शल्य के तुल्य होगा उस उस मान मे फू" (य) 
भी शल्य के तुल्य होगा; इसलिये यहां भी फू (()-० इसके 
दो दो पास पास के मूलो के बीच फृ' ()-० इसके एक 
एक मूल अवश्य होंगे, यह लिद्ध होता है। 

७०---ऊपर की युक्ति की विपरीत क्रिया से यह भी सिद्ध 
द्ोता है कि फ! ()5० इसके दो दो पास पास के मूलों के 
बीच फू (.)-० इसका एक दी सूत्र पड़ सकता है। अधिक 
मूल नही पड़ सकते क्योकि कल्पना करो कि यदि फृ/ (4) ८० 
इसके दो पास के जो भर, , भ्र३ मूल हैं उनके भीतर फ ()-० 
इसके दो सूल क और कर पड़ते हैं. तो अब ६८वें और हवें 
प्रक्रमों की युक्ति से कम से कम फू (५)5० इसका एक सूल 
क, 'और क२ के बीच में अर पड़ेगा इसलिये दो दो पाल के 
मूल अ ५, भर ये हुए जो पूर्व कल्पित धर्म से विरुद्ध हैं 
इसलिये थ,, भर के बीच फू (५)5० इसका एक ही मूत्र हो 
सकता है, अधिक नहीं हो सकता । 

अजुमान--फे (.)5० इसका सब से बड़ा जो सूल् 
आधेगा- उससे बड़ा फू (.)5० इसका कोई एक ही सूत्र 
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होगा। क्योकि यदि दो बड़े मूल हो तो ऊपर की युक्ति खरे 
इन दोनों के वीच फ' (()5० इसका एक सूत्र होगा जो 
पहिले कल्पित सब से बड़े मूल से भी बड़ा होगा जो पूर्व 
कट्पना से असस्मव है। * 
इसी प्रकार फ' (.)5० इसका छब से छोटा जो सूत्ष 
होगा उससे छोटा फू (२)-० इसका एक ही कोई छूल हो 
॥ छता है। है 
७९--धदि फ (५)5० इस न घात वाले समीकरण के 
सस्माव्य मूल म हो तो ऊपर की युक्ति से फृ! (()<० इसके 
कम से कम म-१ संभाव्य मूल होगे। फू” (3)-० इसके 
कम से कम्र म- २ संसाव्य मूल होगे। इसी तरद फृ (य)<० 
इसके कम से कम म-त संमाव्य मूल होगे । इसलिये 
फू (4)5० इसके यदि आ असंसव सूल हों तो फट (य)-० 
इसके भी कम से कम था अखसम्भव मूत्र होगे। यदि आ से 
भी कम अ्रखस्भव सूल मानों तो प्र (.)-० इसके न-आ 
इससे अधिक संभाव्य मूल होंगे ओर ऊपर की युक्ति से 
फ (4)८० इसके न-त-आ इससे अ्रधिक संभाव्य मूल 
होंगे। इसलिये सब सूल्र न-त-झा+श्राज्न-व इससे 
अधिक आवगे | परन्तु फृ' (य), फ्‌” (य) इत्यादि के आनयन 
से स्पष्ट है कि फृए ()८० यह न-त घात का होगा इसलिये . 
सब मान न-त से अधिक न होने चाहिए। इसलिये पहली 
बात असस्भव है। तब सिद्ध हुआ कि फू (५) ० इसके कम 
से कम आरा असस्मव घुल होगे । 
७२---१ (व प्रक्रम से यदि फू (य) का न-व- १ संख्यक 
उत्पन्न फल निकाले और उसे शुत्य के तुल्य कर तो 
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चधय+ १ (न)! २ त- ५ ये (न-त+- १) +पतुय(न-त) 
त+१! 

कपत+९ (न+-त-३१ ) ! 5० ऐसा होगा । इसमें य के 

स्थान में सं का उत्थापन देने से, र7+! से गुण देने से और 

पत+२ (न-त-१) इससे भाग देने से 


पत+९ 


(न-त+ १) (न-त) पद २ दे 


र ं न १6 *« ८5० 


पत+९ 
इसके यदि सब घूल संभाव्य होंगे तो घूत्रो का वर्गयोय 
अवश्य धन होगा | इसलिये ३४वें प्रक्रम से 


(न-तो परत 
के ह “4. > (न-त+ २) (न- तो त-९ 
पंत+९ 


३२ ० (न-त+ १) प८., पर. ९ 
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वा पंत > पत-३ १त+९ 


इसलिये यदि पास पास के कोई तीन पदों के गुणक में 

भध्य का वर्ग आदि ओर अन्त के घात से अल्प हो तो अवश्य 

कहेंगे कि फूृ+7+? (य)-० इसका कम से कम एक जोड़ा 

असम्भव मूत्र होगा | इसलिये ७१वें प्रक्र से फ् (य)-० 

इसका भी कमर से कम एक जोड़ा असस्मव मूत्र अवश्य 


होगा । 


घूत्रों की सौमा 


७३--फ (ब)-० इसके जितने सम्साव्य सूल 
हैं वदि वे विदित हों तो फ़ (ब)-० इसके जितने 
सम्माव्य सूल होंगे उनकी संख्यां मालूम हो 
जायगी । - 

कल्पना करो कि फृ/ (3) ० इसके सस्साव्य पूल ऋम खे 
एक से एड; अधिक अ,, अ२, भ्र३, “अत है तो फ (३) में 
य के स्थान में -०० अ,, अ३ *** अत+ ०05० ः 

इनका क्रम से उत्थापन देने से कोई दो पास के फल 
पिरुद्ध चिन्ह के होंगे तो १४वं ओर ७०वें प्रक्रमों से य के उन 
दो मानों के भीतर फू (२)5० इसका एक-सूल अवश्य होगा। 
इसलिये फू (य) में य के स्थान में ऊपर लिखे हुए मानों का 
क्रम से उत्थापन देने से जो श्रेढ़ी प्राप्त होगी उसमें जितने" 


व्यत्यास होगे उतने ही फू (२)-० इसके सम्भाव्य सूल 
आव गे। 


यदि ऊपर लिखित य के किसी भान के उत्थापन देने से 
फ (व) यह शूल्य के तुल्य हो तो स्पष्ट है कि फू (२)८० 
इसके कई सूल समान हैं जो ५६वं प्रक्रम से व्यक्त हो जायंगे। 

जैसे यह जानना चाहते हैं. कि किस स्थिति में 

यर -त,य+त६ ० ० इस समीकरण के सब मूल सम्भाव्य 
दोगे जब यह ज्ञात है कि तर धन सम्भाव्य संख्या है। 

यहां फू/ (य)5 श्य*-त, इसलिये फृ/ (५)७० इसका 
का /ि >भ्रर दूसरा+- हज अ३ । इस 


. भका९ से फृ/ (५)-० इसके दोनों मूल सम्भाव्य हुए ६-7 
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फ(य) में य के स्थान में इन दोनों मूलों का उत्थापन 
देने से 


फू (अ,)- (ह-ण(ह न त३ 
सब्र (हर +त३ ! 


ढ6०-- (री 
नर (३), | 
श्रव यद्‌ व३ > २ ( ) चा्‌ (3) के (३) तो 


यदि त, धन हो तो प्र (भर) और फ (४२) दोनों धन हुए । 
इसलिये 
फ (“०० ) फू (अ२), हे (अर), फ (-० ) 
कद + न न- 
यहां एक दी ब्यत्यास हुआ इसल्लिपे फू (२)८० इसका 
एक ही सम्साव्य घूत्र होगा। 


| यदि १३ ऋण और (२) > (है) तोफ़ (बच, ) 
ओर फ् (अ२) दोनों ऋण होगे तब 


पृ (-०) फ (२), फे ९), फ (+ ०) 
नः । 
यहां भी एक ही व्यत्यास हुआ इसलिये फू (२)८० 
इसका एक ही सम्भाव्य यूल होगा जो भर, से बड़ा होगा। 
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पुनः कह्पना करो कि (३) <्‌ (३) * तो चाहे त३ 


घन वा ऋण हो फ (अ,) ऋण और फृ (अ२) धन होगा। 
इसलिये 


फू (-०). फ (भर), फ (अ,), फ (+० ) 
- +- -- नः 
यहां ठीन व्यत्यास हुए इसलिये फृ (५)>० इसके तीन 
मूल संभाव्य हुए । 


७४-घ्रत्येझ्ल व्यत्यास में फू (य)-० इसका 
एक ही झूल होगा । 

कढपना करो क्वि प्य (१)०० इसके घन सता की प्रधान 
सीमा अर और ऋण मूलों की प्रधान सीमा -क है और कोई 
दो घूलों का अन्तर ज से छोटा नहीं हे तो फू (य) में य के 
स्थान में अ, अ- ज, अ- रज, -- * * 

अ-(त- १)न, अ-व ज ( जहां अ- (त-१)न यह -क 
से बड़ी ओर अ-व ज छोटी है ) इत्यादि का उत्थापन देने से 
फू (ब) के जो अनेक मान आवंगे उनमे जिन दो दो मानों के 
बीच व्यत्यास होगा य के उन दो मानों के बीच फ् (य)5० 
इसका एक मूल अवश्य होगा क्योंकि यदि मान लो कि य के 
स्थान में अ-श्न और अ-श्ज के डत्थापन से फृ (य) में 
व्यत्यास हुआ तो प्छ (.)5० इसका एक ही कोई सूल 
अ-रज और अ-रज इनके भीवर होगा। यदि मानो कि 
अ- रज और भ्र- रेज इनके सीतर दो होगे तो उनका अन्तर 
४- सम और अ-रेज इनके श्रन्तर ज से छोटा होगा। परच्तु 
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न को तो सब अन्तरों से छोटा पहिले मान लिया है इसलिये 
दो मृल्नों का श्रन्तर ज से भी छोटा होना श्रसम्भव है। इस- 
लिये एक एक व्यत्यास में फू ()5० इसका एक हो 

मूल होगा | 
जैसे ये - श्यर - धय + १३८० इस पर से ४१वें प्रक्रम के 
दूसरे उदाहरण से फृ (()5० इसके सूलों के अन्तर बग के 

समान जिस समीकरण के सूल हैं उसका स्वरूप 

“धर +४४१२-०४६०० ऐसा होगा। इसमे यदि 

-्से तो 


शध्लर-- ४४१० -- ४रल-- १८० 
वा ४६ल' (ल-६)+४१(ल-फ5)7० 

इसमें प्रधान सीमा £ आई | इसलिये र को कनिए सीमा 
ई हुई । 

फ (4)>० इसके कोई दो सूल्नों का अन्तर 4/ 5 5३ 
इससे छोटा न होगा और फ (१)८० इसके घनात्मक सूलों 
की प्रधान सीमा १६वें प्रकम से ०+१०५ होगी और ए७वें 
प्रकम से ऋण मूलों की सीमा -(१+४४) + -३ यह होगी। 
इसलिये य के स्थान में ५, ५-३६, ५-क ४-१, ४-३ “८ 
इत्यादि के उत्थापन से जो फ (य) के अनेक मान श्रा्ेगे 
उनसे स्पष्ट जान पड़ेगा कि ३ और ९३३, २६ ओर २६, ओर 
“२ और -२३६ इनके वीच फू (4) ८० इसका एक पक 
मूल पड़ा हुआ है 

७३--इस प्रक्रम में पिछले प्रकर्मों को व्यात्ति के लिये 
क्रिया समेत कुछ उदादरणों को दिजलाते है| 


मूलो की सीमा १२१ 


(१) यः-ज्य +य+९२८० इसके घन मलज्लो की प्रधाव 
, सीमा बतलाओ | 
यहां ९६वें प्रक्रम से, सब से बड़े ऋणात्मक ग्ुणक कौ 
संख्या 5 है। इसलिये प्रधान सीमा म+३१८६ हुई। ५४ 
प्रक्र से भी यही आती है । 


(२) यॉ+य +यर- १५श्य+-५०० इसके धवात्मक 
मूल्ञों की प्रधान सीमा क्या होगा । 
यहां पृद्ष्व॑ प्रक्रम से प्रधान सीमा ११५+१०१२ और 
एण्वे प्रक्रम से 
हम द 
१+ (१ १) ३ यह अर्थात्‌ ५ हुईं जो पहले से छोटी है । 


५ े ११ > 
यहां १४वें प्रक्रम से +१ यह श्रर्थांत्‌ » भो 
283 १+१+ ३ ह श्रधां्‌ 


प्रधान सीमा आतो है जो १२ से छोटी है। 


(३)य९ + श्य * - श्य” +- ईय१--१०यर - श्र्यर + ७य + ६८०० 
इसके धवात्मऋ सूल्नों की प्रधान सीमा क्या है। 


यहां ५६वें प्रक्रम से १३, और ५४वें प्रकम से 





न दवा कं दल: सिखा 
१६५४ १+१४+६' ३१+५+ ६ १+४+९+ ७ 


में सब से बड़ा तीसरा है इसलिये प्रधान सीमा २ हुईं जो 
१३ से छोटी है। 


(४) य*- श्यर +१४य* - रेय+ १६८० इसके रूपाल्तर 
से धन मूर्लों की प्रधान सीमा का पता लगाओ | 


श्श२ समीकर ण-मीमांसा 


यहां इसका रुपान्तर 
य१- श्यर +- ये + शेणय रे -रेय | १६८० 
वा यरे(यरे -श्य+ ९)+ रेप्य (य - कह) १६८० 
यहां य* - श्य+ ६८० इसके असस्भव मूल आते हैं| 


इसलिये यह ६९वें प्रक्रम से य के किसी सम्भाव्य मान में धन 
ही होगा तब दूसरे खण्ड पर से प्रधान सीमा १ हुई। 


(५ ) श्यो -पय- १श्यर - रशेयर - १०य - ३११८० 
रूपान्तर कर इसके घतात्मर सूत्रों की प्रधाव सीमा 
वतलाओ । 

यहां श्य* का पांच विभाग कर प्रत्येक ऋण पद में नित्षा 
कर समान गुणा के अलगाने से रुपान्‍्दर 

य(य-८)+यर (ये - ११)+य (ये -- २१) + य(य* -- १०) 
+(य*-३१११)८० . 
इस पर से प्रधान सीमा ८ हुई। 

(६) य* -बयरे - रेघर - श्य-२१०० इसके रुपान्तर से 
धनात्मद झूल्लो की प्रधान सीमा क्‍या है । 

यहां ४ पद ऋण है ओर सब से बड़ा य का घात भो ५ ही 
है इसलिये दोनो पत्तों को ४ से शुण कर ध्य* का चार भाग 
कर चारो ऋण पदो में मिल्ञाने से रुपान्तर 

यर(य-४)+यर(यर-१२)+ययर - २०) +(य* -६२)२० 


' इसके धनात्मक मूझों की प्रधान सीमा ५ हुई ज्ञो ओर 
दुसरे प्रकारों से आई हुई लीमाओं से छोटी है। 


मूलों की सीमा श्श्डे 


(७) न्यूटव की रीति से 


फू (य)८१४ - श्यरे - शेयर - श्श्य-३८- ० इसके धन 
सूलो की प्रधान सीमा क्‍या है। 
दृश्य प्रक्रम से, यहां पद (य)८य* - श्यर- रेय रे - श्श्य - हे 
फू! (य) ८ श्य -- ६य - हय-- १४ 
ई एफ (ये) ८ ध्यो » ६य-- ३ 
हे ३ (य) ८ ४य- २ 
यहां य८ १ तो फू” (य) घन; य८२ तो फ्” (य) घन 
य>३ तो फ! (य) घन ओर यर>४ तो पट (प) घन होता है 
इसलिये घन सुलों वी प्रधान सीमा ४ हुई । 
(८)यर-ण्यो + ध्य+ श८८० इसके घन सूलों की 
प्रधान सीमा क्ष्या होगी । 
यहां य का चाहे शुल्य से लेकर जो धंन छान मानों सब में 
फृ (य) धन ही होता हद इसलिये घन स्लो का प्रधान सामा 
यदि शल्य को कहे तो अशुद्ध है । ५६व प्रक्रम से यहाँ ८+ १८६ 
'पधान रमा ठीक है। यही ५६वें प्रक्रम से सी आती है। ६४वें 
प्रक्रम की युक्ति से यहां यं+ -र का उत्थापन देने से - 
रे +प्ररे + ४२-४८ ० 
वा २(रो+म्र+ ४र) +- ४८८० 


यहां यदि २२ तो प्ठ (र) शल्य के तुल्प होता है ओर 
यदि र दो से अधिक हो तो फ़ (र) घन होता है। इसलिये 
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य के ऋणमान की सीमा २ हुई। इसे फृः (य) के य' के विप- 
रत चिन्ह गुयक में अर्थात्‌ 5 में घटा देने से प्रधान सीमा 
६ हुई । 

(& ) सिद्ध करो कि य-न अ य +(न- १)क 5 ० इसके 
सम्भव मूल कब ओर किस स्थिति में आबंगे । 


__ 
न्‌-- १ 


यहां फू (य)नन यॉ १ -न श्र ०. यझ्झ्र ८ अर 
यदि न सम हो | 
इसलिये फृ' (य) मे य का एक्त ही सम्पाव्य मान निकत्ा। 
इसका उत्थापन फ (०) में देने से 
न | न्त 


ना 


फू (प)नशभ्र न श्र २(न-१)क 
अर 
+-(न-१अ + +(न-१)क८ 
इसलिये यदि श्रँ < कन:१ तो फू (प) का मान धन होगा 
पैरयदि श्रन > कर तो फू (य) ऋण -होगा। अब न के 
सम होने से ७१व प्रक्रम से 
फ्‌ (-०) फृ (श्र), फ (+०) 
+ +. +  पहिली स्थिति में। 
+ - , + दूसरी स्थिति में। 
इसलिये यदि श्र" < कर भतो फू (२)-5० इसका कोई 
सम्माव्य मूल न होगा और यदि अरे > करत तो दो सम्भाव्य 
सूल होंगे । 


: पू्लों की खीमा श्श्प 


'इसी प्रकार न के विषम होने से यदि झग > का भ तो 
फू (.)८० इसके तीन और यदि अर" < कन' तो एक 
सम्भाव्य सूल होगा । 

. (१० ) ये (य-- १११ ०० स्पष्ट है कि इसके रूव सूल 
सम्भाव्य हैं जिनमें न शून्य के और 4-१ के समान है। अब 
इसके न वारोत्पन्न फल पर से दिखलाओ कि 


9 





न नत-३२, न(न- न(न-१ | वि 
ज गा के * रर !. श्न जल श्न- रे "कप 
इसके सब सम्भाव्य मूत् ० और १ के बीच में पड़े हैं। 
यहां ११वें प्रक्रम में गन का गुणुक है उसमें न के स्थान 
में से का और त के स्थान में न का उत्थापन देने से और 
फू (4)>य (य- १)” इसका रुप हियुक्‌ पद सिद्धान्त से 
फैलाने से स्पष्ट है कि ऊपर का समीकरण प्त (२)८० यह 
है और ७१वें प्रक्रम से इसके सब सस्भाव्य मूल ० और १ के 
बीच में होगे क्‍योंकि फृ (7)-० इसके सब सम्भाव्य सूल 
० शरीर १ के बीच में हैं। इसलिये फृ/ (प)5० इसके भी सब 
सस्भाव्य मूत्र ० और १ छे बीच में होंगे। फिए इसके 
प्रथमोत्पन्न फल्ल फ” (.)८०० इसके भी सस्भाव्य सूल ऊपर 
ही की युक्ति से ० ओर १ के बीच में होगे। इसी प्रकार आगे 
भी क्रिया करते जाओ तो स्पष्ट हो जायगा कि एव (य)-० 
इसके भी सव सस्भाव्य मूल ० और १ के बीच में होंगे। 
अभ्यास के लिये प्रश्न 
(१) य* - श्य* + श्यश + श्श्यर -१०यरे +- २८० इसके. 
धन भर ऋण सूलों की प्रधान सीमाओ को बताओ । 


१२६ समीकरण-मीमांसा 
(२) य"-प्य३ + १शयर + ध्य- २१८०० इसका इस 
प्रकार से रुपान्तर करो कि धन यूलों की प्रधान स्लीमा ६ हो। 
(३) सिद्ध करो कि या + श्य५-२०यरे - श्श्य- २८० 
इसका एक धन सूत्त २ और ३ के दीच होगा और कोई धन 
मूत्र ३ से बड़ा न दहोगा। एक ऋण सूल्र -५ ओर -४ के 
होगा और कोई ऋण सृजन -५ से अल्प न होगा। 
(४) न्यूटन की रीति से नीचे लिखे हुए समीकरणों के 
सूलो की सीमाओं का शान करोः-- 
(१) य१-र्प + दिये +- णय-- १०८० । 
(२) य९ - एयर + श्य- २८० । 
(३) य* - रय +श्यर + स्य--५८ ० । 
(४) य४ -श्य 4 १०य१-- १६८० | 
(५) य४-रेय + रय . य-३८७। 
(६) य१- ७यर +यर>३८०। 
(५) नीचे लिखे हुए समीकरण के सस्माव्य मूल्ों की 
संख्या और स्थिति को बतलाओः:-- 
(१) य१- शश्य4-१७८० | 
(२) य१-रेश्य [ २०८०। 
(३) य१- श्य +- ३८० । 
(४) ध्य +ह्य - श्श्यन-२८७०। 
(५) य"-अग ये +-क१ ८० । 
(६) यन-पयरे+त८०। 


मूलो की सीमा १२७ 
(६) यदि फट (.)८(य१-१)४ 5० तो द्खिलाओं कि 
न(न- ३१) त्न- ह 
रन (रन- १) हद प । 
न(न-१) _न (न १)(न-7२) (नर) शूत-ध 
रत खत (रभू-१) (र२१- २) (शव -३) 
इसके सब सम्साव्य सूल --१ और ९ के बीच में होगे। 
(७) यदि त, थ, द इन तीनों में से कोई दो शल्य के तुल्य 
हो तो सिद्ध करो कि 
(य-- अर) (य-क) (य-ण)-तर (य-अ)-थर (य-क) 
-द (प-ग)-९ त थ द ८० 
इस समीकरण के सब पूत्र सम्माव्य होंगे । 
(5) यदि फ (ब)>य_ (१-य)८० तो इस पर से 
लिद्ध करो कि 
न+-१_ म(न-१) (न+१) (१+ २) 
56 5 ऑ 2 जग का 
इसके सब सूल ० और १ के बीच में होगे। 
(& )प्द्न (य) ८ पकर्य +प,र्यो १ प्‌. परत हे न. ««००००००- 
+य-त<८ ० इसमें यदि पदों के खब सेंख्यात्मक शुणकों से 


प बड़ा हो और त धनात्मक हो परन्तु स््स् फ् 


तो अव्यक्त का एक घन सम्साव्य मान रत से अल्प होगा। 
(१०) श्यश +घयप - हेयर - रश्य+ त ८० इसमें यदि - 
से छोटा और -१३ से बड़ा त हो तो लमीकरण के चार 


ये ..न 


बम ०भग०न० 920 


इससे छोटा दो 





श्श्द समीकरण-मीमांसा 


सम्भाव्य मूल, यदि, -८ से बड़ा और १६ से छोटा त दो तो 
दो सस्माव्य सूल और यदि १६ से बड़ात हो तो कोई 
सम्भाव्य मूल न होगा | 





७-समीकरणों का लघूकरण 


७९--समीकरण के किसी दो मूल में किसी प्रकार के 
जात सम्बन्ध से अल्प घात के नये समीकरण द्वारा उन दोनों 
सूलो के जानने की रीति को समीकरण का लघूकरण 
कहते हैं। 

दिए हुए किसी समीकरण के दो खूलों में पर- 
स्पर सम्बन्ध का जानते हो तो उस संबन्ध से 
अल्प घात का एक नथा समीकरण घना सकते हो 
जिसका एक सूल दिए हुए समीकरण के एक सूल 
के समान होगा । 

जैसे फू (य)-प०य +प,य १ +  +पर७० इसके यदि 


दो मूत्र भ, और भर, है ओर इनमें अ, - फ्ा[ (अ,) इस प्रकार 
का संवन्ध है तो अ, के खान में य का उत्थापन देने से 


पर फा 0) [फा 0) 
कप; | फ्ा (प) | कप 


समीकरणों का लघूकरण १२8: 


यदि फू । फा (य) | इसको फि (य) कहे तो य के स्थान में 
आझ, का उत्थापन देने से 


फि(6फ ( फा (४०) | -फ्‌(9,) 5० क्योंकि 


अव्यक्त का भ३ यह एक मान है| इस लिये फि (प) ८० और 
फ् (य) ्रचज 


इनके मूलों में श्र, यह एक सूल ,उमयनिष्ठ हुआ और 
फू (4) श्रौर फि (7) का महत्तमापत्तेत अवश्य अव्यक्तात्मक 
निकलेगा जिसे शुस्य के समान करने से श्र, यह व्यक्त हो 
जायगा | यदि मह्चमापवत्तन भें अ्रव्यक्त के धर्गादि रहे तो, 
झ, इसके दो तीन इत्यादि मान आवेगे। फिर श्र; के मान से - 
और अर 5फो (ध,) इस संबन्ध से अ३ का भी ज्ञान हो 
जायगा | 


इस प्रकार फू (२)८० इसके दो सूल अ, और अर शात 
हो 'गए। तब (य--अ २) (प--अ२) इससे फू (य) ८० में भाग - 
देने से लब्धि दो घात कम और निःशेष मिलेगी अर्थात्‌ यदि - 
फ् (५)८० यह न घात का समीकरण होगा तो ल्ण्घि न-द 
चात का समीकरण होगी | इस प्रकार दो सूत्रों के सम्बन्ध से 
दिए हुए समीकरण से दो श्रत्प घात का एक नया समीकरण 
बन जायगो। 

डदाहरण--(१) फू (4) >यर -- श्यर*-- श्य + २० «० इसके 


मूत्र ऐसे हैं जिचका- अन्तर ३ दोता है तो सब मूलो के 
बतलाओ। : 


बढ 


३३० समीकरण-मीमांसा 


यहां जिन दो सूलों का अन्तर ३ है यद्‌ उनको भ्र/ और 
झअ. मान ले तो 
अ२ +भ्ृ,+३८ फू (अ,) इस लिये ऊपर के समीकरण 
मे य+३ का उत्थापन देने से 
फ्ि (थ) 5 (य+ ३) -५(य+३)९ - ४(य + ३) + २० 
नयी + ध्यरे + रण्य +- २७-- श्यर -- ३०य-- ४५ 
“ धय-१२+ २० 
नयरे +- धय -- ७य -- १० 


फू (प) और कि (२) का सहत्तमापवत्तेव य-२ हुआ । 
इसे शुन्‍्य के तुल्य करने से य अथांत्‌ #, 5२ हुआ । इसका 
उत्थापन भर, में देने से अ, ८ भ्र: +३ ०४५ हुआ । फिर (२-२) 
(य-५) इसका भाग एन (य) में देने से लव्धि <य+ २८ ० इस 
लिये य का तीखरा मान- २ हुआ | 

(२) फू (.)-०य४ - श्यर + ११य -- १श्य + ६८ ० इसके 
दो सूत्र अ, और अर के बीच सेशन, + रेअभ३, 5८७ समस्वन्ध है तो 
सब सूलों को बताओ | 


७ ० 





यहां सम्बन्ध सप्रीकरण से अर ८ ल्प्ा न फा (अ,) 


ऐसा हुआ इसलिये फ़ (य) में फत (3) से इसका 
उत्थापत देने से, दर को समच्छेद्‌ कर उड़ा देने से और ६ का 
भाग देने से 


फिि (ये) ८ ध्य - श्श्य + ११८यर - १रे८य + ५४ 


क्र 


समीकरण का लघूकरण १३१ 


फ (०) और फि (०) का महत्तमापवत्तेत य-१ हुआ। 
इसे शुत्य के तुल्य करने से धर, ८ २ । इसका उत्थापन अ, में 
देने से श्र, ८5२। फिर फ (ये) में (१-१) (4-२) का भाग 
देकर लब्धि को शल्य के समान करने से और दो मूल 
१+५/-घ४ १-९/ :5 ये आते हैं। 


७9--यदि फू (य)5० इसके अ,, अ२, अ३ इन तीन 
मूलो में 
अगभ्म, न-फेअ, #गञ्अ जप 
ऐसा सम्बन्ध हो तो यहां सम्बन्ध समीकरण से 
झ्रर्‌ घ>अअ,-फे अर 
फिर उत्थापन से फूर (अ,)5०, फू (अ२)२० 
फृ्‌ (न) 5 


. ऐसे तीन समीकरण हांगे। अन्त के दो समीकरण से 

अ, की दो उन्मितिझ्रो पर से एक 

फा (अ,)८<० ऐसा समीकरण बनेगा। इसमे श्र, के 
स्थान में य का उत्थापन देने से फो (२)5० और फू (२)-० 
इनके मूलों में से एक सूल्न अ; उमयनिष्ठ होगा जो महत्तमा- 
पवत्तन की युक्ति से खहज में व्यक्त हो जायगा। 

उद--समोकरण के मुलो और पदोँ के जो सम्बन्ध २५वें 
. अक्रम में लिखे हैं उनके वल से भी जिस सम्रीकरण हे भूल्रों के 
परस्पर सम्बन्ध दिए हो डन मूलों को सहज मे निकाल सकते 
में । जैसे उदाहरणु-ह[ १ ) यर- ध्यो +११य- ६ ८० 





१३२ - समीकरणु-मीमांसा 
यदि इसके सूल अर, श्र और भ्र/ हो और उसमें 
रथ, + रेश३ +४भ्र३८ ० ऐसा सम्बन्ध हो तो उन मूलों को. 
व्यक्त- करो | 
यहां रच प्रकम से... भ्र:+अ३+अ३ ८ ६-०० (१) 
रेशम, न शैश, नी ऐप ८ २० ००००० ००५ (२) 
(१) का दूना (२) में घटा देने से श्र:+रेश्र३ ले ८ 
भ्र/+८- रेआ३ 5 फी (०३) 
फृ (य) में :- २प का उत्थापन देने से 
फिर (य) ८(८ - श्य)* - ६ (८- श्य) + ११ (८+- रय) - ६ 
८5४१२-रे८घए४य + ६६२ - ८य - ३८४ + १६ श्य 
. >-रध्यर +८घ८घ- २धय- ६ 
८5२१० -२१४य+-७रपर - ८यर ८० 
-२ का अ्रपवत्त॑न देने से 
फ्ि (य) ८ क्यो -ईहृ्यो +१०७ य- १०५ 
फू (7) और फि (7) का महत्तमापवत्तन यहां य-३ 
आता है। 
इसलिये श्र, ८ ३, अर २ ८- रेश३ ८ २, तब अ, ८१ 


(३१) फू (.)-० इसके दो दो मूलों का योग २ त अरथांत्‌ 
यदि एक जोड़े मूत्र अ,, अ३ ही तो श्र; +भ३ 5 रत, है तो 
मूलों को बताओ।॥ 


यहां अप रेत - श्र हा घाभ, ब्न्ेत -- अर 


समीकरणो का लघूकरण (१३३ 


इसलिये फ (२)5० और फू (र१-य) 5 ० । परन्तु यहां 
दोनों फल एकर रूप हो जाय॑ेगे। क्योंकि फू (अ,):८० 
हट फ (२१--अ३ ) और 


फ्ा (अ३) च्०८ फू (श्त-अ, ) 

इसलिये दोनों फल में उमयनिष्ठ सूल अ,, अ३ हैं| 

इसी प्रकार प्रत्येक जोड़ा मूल दोनों फलों मे आवेंगे। इस 
लिये दोनों फल एक रुप के द्ोंगे। अब यहां महत्तमापवत्तन 
की युक्ति से मृज्ञ नहीं निक्त सकते क्योंकि दोनों फन्न का 
महत्तमापवत्ततन फट (य) यही हुआ । तब जान पड़ा कि 
फू (२) - ० यह जितने घात का समीकरण होगा उतने ही 
घात का समौकरण महत्तमापवत्तन की विधि से भी बना 
जिसके मूल जानने में कुछ भी सुगमता न पड़ेगी । 


इसलिये यहां कदपना कये कि 
अं, अं" ८ रेल 
हक “ झ, लत+ल। 
झअ, +ंआ२ ८ रेत 


'इसका उत्थापन फ् (अ,)<० में देने से पृ (व+ल) ८० 
ऐसा होगा | अब इस पर से ल का मान जानने से-तत्सस्बन्धी 
अ, और अर आ जायंगे | जब जानते है कि फू (य) ८० इसके 
एक एक जोड़े मूल आवेंगे तब स्पष्ट है कि' यह समघात का 
समीकरण होगा | 
मान लो कि 

फू (प)८(य-अ,) (प- अ२) (य-अ३) (य - अ,)*०*+* 


१६७ समीकरण-मीभांसा 


तब फृ (क्ञ॒+त) ८त+ल-अ() (व+ल -अ,) 
>(व+ल-अआ३) (त+ल-अ,,)-* ** 


अ, “अं, ५ २ 
५5 २_(. 
(का -(पर) | 
अ. “अर, ६ रे 

% < लो... ३ *) | बेर 
इसलिये फू ((+ल) 5० में ल के सम्रधात रहेंगे। इसमें 
यदि ल' को एक अव्यक्त राशि मान छ तो जितने घात का 
फू (प)5० यह समीकरण होगा उसके आधे घात का 


फू (त+ल) 5 ० यह समीकरण होगा। 
अथवा कह्पना करो कि अर,अ२ >ल तो 


(य-अ() (य-अर३) | यो >(ब +अ२)य+ अ, अर 
> >पर--तय+ल 

इसलिये फू (य) यह य"-तय-+ल इससे निःशेष होगा | 
अब फ(य) में बीजगणित की साधारण रीति से 
यर-तय +ल इसका भाग तब तक देते जाओ जब तक कि शेष' 
पा य+वा ऐसा न हो | पा और वा को य से स्व॒तन्त्र समझना 

चाहिए श्र्थात्‌ ये दोनों ल के फल होगे। 

अब पूर्व युक्ति से स्पष्ट हे कि शेष शल्य होगा इसलिये 
पा5० और ब० होंगे। इसलिये ल. का कोई मान अवश्य 
ऐसा होगा जिससे दोनों समीकरण सत्य दोगे। इसलिये पा 


ओर वा में एक मान उसयनिष्ठ हुआ जो मदत्तमापवत्तन की 
युक्ति से निकल आवेगा । 


समीकरणों का लघृूकरण श्शेप 


तब भ्र, +अ२ 5 रत और ल5८अ( ३ इन समीकरण रहे 
अ, और अ, व्यक्त हो जायंगे | 
(३) एल (प)>य+पर्या +परय पक कपज्त० 
- इसके सब मूल योगान्तर श्रेढ़ी में हैं तो सूलो को बताओ । 
यहां यदि पहला सूत्र अर भर चय ८क ऐसी कल्पना की 
जाय तो सब सूल क्रम से 


अ, अ+क, अ+ शक, ... ..., अ+(न -१)$ होंगे | 
शपथ प्रक्रम से 
->प, >अ+(अ+क)+ (श्र २क) + 
न- (अ+(त-शेक | 
ओर पूरे, - रेप न +(अ+क) के **। * + 
न (कक (व- (| 


अथांत्‌ >प.न्‍्नभ्र + 2 क, * * *“«* - «« (१) 


ओर परे, > रेप, ननअर -- न (न- १)अक 


न अ व करे .--- (२) 


(१) के वर्ग को न गुणित (२) में घटा देने से । 
(न ब् १) पे + शेनप, रू पल व २०८४००७०० ०३६ (३) 


इस पर से क व्यक्त द्वो जायगा फिर ञ्र भी व्यक्त होगा। 


१२६ समीकरण-मीमांसा 


(४) फू (ब)-यर - श्य' - श्य+ ११५०० यदि इसके 

एक सूल फा चिन्द्र बदल दिया जाय तो दूसरा सूल होता है 

अर्थात्‌ यदि दो सूल अ, और अरे हो तो अर ८ -अः यह 
सम्बन्ध है। तब सच झूलों को बतलाओ। 


यहां ७द्ष्वे प्रक्रम से य के स्थान में -य का उत्थापन 


देने से 
फिि (व) 6 यो + शेयेे + श्य-- १२ 


अब फ (५) और फि (|) के महत्तमापदर्दन से सब मूल 
सिकाल सकते हो । 


शाथवा पी (य)-यर-र्यरे - श्य +- ११८०० - - » «» (१) 
फि (य)- यह + रेयर - श्य-११८०-- * « “ (२) 
दो के अन्तर से 


हध्य . २४५० यू 7२ 


इसलिये फ (य)5० इसके दो मूत्न +२, -२, ये हुए। 
इन पर से तीसरा मुल्ल +३ आवेगा। 


(५ ) ये - छयो - १एय--८८० * 59 ८ + 29 ४5 (१) 

इसके दो मूल्रों का घात यदि २ हो तो मूलों को बताओ । 

यदि दो मूल श्र, और श्र, हो तो अर; श्र: ९ 
“- अस्त्द्भू+ फ (अ') 


इसलिये य के स्थान मे न का उत्थापन देने से 


समीकरणों का लघूकरण १३७ 


4 घर ७५४४ »ए ह] 
---)। ८& “८ " “-८-+ --- *“&छ ८८ +- शेणय + रेप्य _ 
फ (्‌ बे ये यो +्ज् कर 
न पय न ८5० 
इसमे -४ का भाग दे देने से मान लो कि 
फि (य) ८ श्यर - छये 4 छयृू-- २ ८ ००००००० (२) 
अब (१) और (२) के महत्तमापवत्तेत य-१ वो शुत्त्य के 
समान करने से श्र, ८१ और अर ८ २ 
इन पर से तोसरा घूल भर 5 ४आता है। 
इस प्रकार से जहां जिस तरइ से सुभीता पड़े वैसी क्रिया 
करनी चाहिए । 
अभ्यास के लिये प्रश्व 
१-य५ -ण्यर + १श्य* - ष्य+ १०८० इसके दो खूल 
अ(, अ३ में अ२८ रअ१+ १ यह सस्वन्ध है। सब मूल्नों को 
बताओ | उत्तरअ, 5२, 8२०५ और दो पूल “7 ५/ 77 
२--नीचे लिखे हुए समीकरण के सूलो को बताओ डितके 
दो मूल अ,, भर में अ२ ८ - भर यह सम्बन्ध है। 
(१) य४-श्यर-न्य +प्य-८त ० 
(२) य* + शेयर - छय  -- र७्य -- १८८० 
(३) य१ + रेय + श्यर +धश्य -र२८० 
(४) य* + ये - १श्य" - ध्य + श्८ ८ ० 
३ई-य +प, ये +पश्य+प३८० इसके दो सूल अर, और 
अर में यदि श्र,अ + १-८० ऐसा सम्बन्ध है तो प,, प,, प.- 
में केसा सम्बन्ध होगा । उ० १+प३+पपे३+पेे ८० 


श्ये८ । समीकरण-मौर्मासा 


४--बीचे लिखे हुए समीकरण के घूल येगान्तर श्रेढ़ी मे 
हैं। मूलो को बताओ। 
(१) य* -हैय* + १ श्य-- ६८० 
(२) ये - श्यरे + रश्य -- १५८ ० 
(३) र्य९ - १६य२ + रप्यरे + १६घ-३० ८ ० 
(8) य* + एयर -- एयर -- १ ६य ८ ० 
७--परे > भ्यरे-य+ २८० इसके दो सूत्रों का घात -१ 
है तो घूलों को बताओ | ड० १,-१,९ | 
६-पर -७यरे + शए्य-८८ ० इसके क्रम से सूल्न भ्र/; 
सथ्न,,वथ, इस प्रकार के है तो सब मूछों का ज्ञान करो । 
७--प५ - ध्य३ + ७य + ध्य-८८० इसके दो दो मूल 
अ+ १,अ- १,क + १,क-- १, इस प्रकार से हैं । पूल्ों को 
बताशों। 3० १,-१,४,२। 
८-या -- १शय१ + श्श्य - श्र०्य + १रएय- ४८ ८ ० 
इसके सूल प्र,, रथ, अर, अर, अ३ +अ३ इस क्रम से हैं। 
मूलों को व्यक्त करो । 3० १, २, २, ४, ३ | 
$--नीचे लिखे हुए समीकरणों मे अव्यक्त के कितने मान 
समान है। 
(१) य१+ शेयर - श्यर - ६य-८४८० 
(२) य१क यो - श्यों + १०य- ८८० 
ड० य८- ४, वा य ८ है 
१०-य +पश्रयर +- (मे +म) अपय  +- प ,अरैय +- अर ८ ० 
इसके सब मूल गुणोत्तर श्रेढ़ी में हैं।सब मूलों को तथा 
प और प, को म और अर के रुप में बताओ | 
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65  अआ, अं ३ ४० ४ 
मान लो कि सूत्र क्रम से क्र क्र अर के, अ, क ये है। 
इनके घात अ, * “भर, और दों दे घूलो के घातों का योग 
+(मर+म) भर, इस पर से सब सूलों का पता लग जायगा 
और यद्द भो जात पड़ेगा कि प८प३ । ] 


[%] 
८-हैरात्मक सप्ोकरणश 
७६--< को श्र की दरात्मा कहते हैं। इसी प्रकार य की 


हरात्मा कै और _. की हरात्मा पे है 
कै 
दरात्यक सन्नौक्रणु--अव्यक्त के स्थान में उसकी 
हरात्मा का उत्थापन देने से जिल समीकरण में कोई परिवरसत 
नहीं होता उसको हरात्मक समीकरण कहते है । 
थर्थात्‌ फू (६०० इसभझ्ले जितने मूल हैं उनके दरात्मा के 
समान श्रव्यक्त क्षे स्नान जिस समीकरण में आते है उसका 
रूप ४०वें प्रक्रम से यदि 
फू (ब)ज्यं +प, या * +पर्यत ) + ---*- +पन्‍न० यह हो तो 
पत्षण कंपन (री + पु २ न - ० +प/२र+ १८० 
ऐसा होगा । 
इसमे प+ का भार दे देने से समीकरण का रूप 
रण पल रू- १ पतन २ रे 3. - ---+-१२-- 3 
पि - पेन्न नल 
ऐसा होगा । 
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पर. पर. प्‌ १ 
इसमे यदि ज्ञ--१ च् प्‌, मन्>रे सपर 9०० दंड 5 व पत्-७तू 
तन 


प्‌ पतन पतन 


ऐसा हो तो स्पष्ट है कि जो रूप पद ())-० इसका है 
चही “इस नये समीकरण का होगा। इसलिये य के स्थान मे 


उसकी हरात्मा चर का उत्थापन्र देने से भी य के वे ही सब 


भान आवगे। इस प्रकार य के स्थान में यदि उसके हरात्मा 

का उत्थापन देने से जो नया समीकरण बने उससे भी यदि 

॥+ की... 

दिए हुए समीकरण के य के भान के समान ही मान आवब तो 
उख नये समीकरण को हरात्मक समीकरण कहते है । 

ऊपर गुणकों मे जो सम्बन्ध दिखलाया है उसके अ्स्तिम 

समीकरण न रपत इससे परे ८ १ .'. पप८ + १। इसलिये 

त्त 


हरात्मक समीकरण दो प्रकार के होते हैं। (१) जिसमे 
प्‌ ८ +१ और (२) जिसमे पप्तल “१ । 

पहिले प्रकार के समीकरण में 

पिश्ष-३ न १३, पेज-.२ 5 १२, ***** प्‌ ८ प- ९ 

इससे सिद्ध होता है कि आदि पद से आगे और श्रन्त 
पद से पीछे तुल्यान्तरित पद के गुगक जिस समीकरण में 
तुल्य होते हैं वही पहिले प्रकार का हरात्मक समीकरण होता 
है। दूसरे प्रकार के हरात्मक समीकरण में 


पिश-ह ते 7९३ पैच-२- “7१२१ * “प्‌ रे “-पत्र-१ 
इससे सिद्ध होता है कि आदि पद से आगे और अन्त 
पद से पीछे तुल्यान्तरित गुणकों की संख्या जिस समीकरण 


हरात्मक समी करण १४१ 


4 समान रहती है परन्तु बिन्हों में व्यत्यास दो जाता है वही 
इूसरे प्रकार का दरात्मक समीकरण होता है। 


, ८०-किसी हरात्यक समीकरण को पहिले 
"प्रकार का सम्नचाल का समीकरण बनाना | 


कछपना करो कि क्रिसी दृरत्मक ससीकरण का अ, यह 
(क मूल है तो इसके आदि समीकरण में जिससे यह हरोात्मक 


घमीकरण बना है एक अव्यक्त माव _.-. यह होगा । परन्तु 


दोनों समीकरणों म॑ ऋष्यक के मान समन हैं इसलिये .. यह 


एक अज्यक्त को मान हरात्मक समीक्षरण में भी होगा | इस 


पुक्ति से स्पष्ट है कि दरात्मक समीकरण में एक एक जोड़े अव्यक्त 

(के मान झ ३, >- | अ३, >० । ४३, -० इस प्रकार के होंगे।. 
इसलिये समीकरण की घात संख्या यदि विषभ होगी तो 
हराव्मक समीकरण में अ्व्यक्त का एक मान अवश्य ऐसा होगा 
जखसकी *हरात्मा उसी के तुल्य होगी अर्थात्‌ वह मान पहले 

प्रकार के दरात्मक समीकरण में - १ होगा और दूसरे प्रकार के 
हरात्मफ समीकरण में +१ होगा। इसलिये पहिले प्रकार के 
हरात्मक सम्ोकरण म॑ य+ १ का और दूसरे प्रकार के हरात्मक 
समीकरण में १-१ का निःशेष साग लग आयगा, जिसके 
भाग देने से पहले प्रकार का हरात्मक समीकरण समधात का 
दोगा। और यदि दुसरे प्रकार काहरात्मक समीकरण सम्रधात 
का होगा तो उसका रूप यो -:१+ प६य-(यंव * - ३) +<- 


| 


१४२ समीकरण-मीर्मांसा 


इस प्रकार का होगा जो य* -१ इससे भाग देने से निशेष 
हो जायगा ओर लब्धि पहिले प्रकार का समघात का हरात्मक 
समीकरण होगी। 

इस प्रकार से क्रिसी हरात्मक समीकरण को पहिले प्रकार 
का समधघात का दरात्मक सप्तोफरण बना सकते है। लाघव 
से सवंत्र हररात्मक समीकरण से पहिले प्रकार का समघात 
का हरात्मक समाकरण समभना चाहिए जिसका श्रन्त पद्‌ 
+१ होगा। 

दूसरे प्रकार का समघात का यदि हरात्मक समीकरण 
होगा तो गुणकों के सम्बन्ध से पप्ल्‍८-पक्न एक ऐसी स्थिति 

से ५ न 
होगी जद्टां म5; परन्तु जो कुछ प, है सो तो हई है फिर वह 
अपने ही ऋणात्मक मान के तुल्य केसे हो सकता है। इस- 
लिये यदि पप्म शल्य के तुल्य न हो तो यह असंभव है। ऐसी 
स्थिति में हरात्मक समीकरण के बीच का पद न रहेगा । 
के क्क्र्‌ करना था 

८१--हरात्मक्ू समीकरण को लघु करना अथोत्‌ 
छोटे घात का बनाना । 

कल्पना करो कि 
ये +प, ये १ +परयररे+- - . +प>य +प.य+ १८० 

यह एक हरात्मण समीकरण है । इसे छोटे घाव का 
चनाना है । 


ऊपर के समीकरण में यो का भाग देने से, दो दो समान 
शुणक के पदों को एकत्र करने से ह 


हरात्मक समीकरण 








१४३ 
+पर३(यी१+ )+-““+० ऐसा हुआ। 

इसमें येदि य+ पु झ्र,, ये मंध्ू “२२, 
थ ४2 का ०३०४ ये -+- 4 रन 


ऐसी कल्पना की जाय तो बीकुगणित की साधारण 
रीति से 


न (य हि पर बल नये + रे +रे८ (य ्जर ब्र) + रे 


«, रो, ८२२+ २ श्त्र३्-रै 


रब + (य+ ) (ये + हा १) 
इक 


न्न्स्रु र२ ब्न्ट्् 
इस प्रकार ही 


रत+ २ + रत २९-२त -३ ऐसा सिद्ध होगा। है 


इस पर से त के स्थान से २,३,४, इत्यादि का उत्थधापन 
देने से २, के फल स्वरूप में २३, 7, इत्यादि के मान आजायंगे 


जिन पर से पहिले की श्रपेक्षा अब आधे घात का अर्थात्‌ 
मे घात का समीकरण बनेगा | इस पर से जब २, का मान 


२४४ समीकरण-मीमांसा 


आ जायगा तब य+ व 5र, इस पर सेय के दो दो मान 
आ जाय॑गे | 

डदाहरण--( १) य* +य५ +यरे +यर + य+ १:८० इसमे 
य के मानो को बताओ । हे 

यहां श्रादि पद से आ्ामे और अन्त पद्‌ से पीछे तुल्यान्तरित 
पद्‌ के समान गशुणशक समान हैं इसलिये यह हरात्मक समी- 
करण हुआ। अन्त पद्‌ के धन रुप अर्थात्‌ एक होने से यह 
समीकरण य+ १ से निःशेष होगा। भाग देने से 

य१+य +-१५८०। 

इसमे यरे का भाग देकर समान गुणक के दो दो पदों को 
पकृत्र करने से 


ये + प्र +शैसरो-१८० ., २,८7३ 


इसलिये य+ न ८१) य+ न ८-१ 


रन ्च््- ाशका:त: वि्च्च्ट 
इन पर से य के मान “- ४ “रे । हल । 
रे रे 
(१) य१९ - भय" + श्य” - श्य १ + रेय" - १८७० इसमें 
य के मान क्या है। 


यहां आदि पद से आगे ओर अन्त पद्‌ से पीछे तुस्यान्तरित 
पदौ के गुणक समान और विरुद्ध चिन्ह के हैं इसलिये यह 
दूसरे प्रकार का दरात्मक समीकरण है। इसे-यरे - १ से लघु 
अकार ( धवाँ प्रक्रम देखो ) से भांग देने से 


हराकर समोकरण १४५ 
१ -+»०३हे +५ “५ +३ +>१ 
२३ ०३ हे >गरे १ 
>२ हे ३२३ १५ ० 
इसलिये हरात्मक समीकरण 
य*- स्य! + श्यश- स्परे + १८० यह हुआ «-(१) 


इसमें य५ का भाग दे देने से और सम गुणुक के दो दो 
पदों को एकत्र करने से 





(ब* +क्त)- ३ (यरे +8)+ ९ ८० 
मरे प्रकम से व, और त३ के मान पर से 
त,८२,-४२+ २, त,८र२-२ इनका उत्थधापन देने से 
२-६२+६०(२,- रे) ८० | 
इसलिये रतरे .२,5००९१/३ 
और प+ (5 +१/३, ब+ ८ १/६३ 


इत पर से य के मात रे -र 7१०४-९९ 
् 4 
ये मान (१) समीकरण में दो दो बार आते हैं। 
(३ ) प*+ १०० इसके मूल बताओ | 





हि. श्‌ 
यहाँ य* का भाग देने से य* हज 
मय प्रक्रम से रप, - रेग३१८० ., २१८०, र३त 24/६ 
१० 


१८६ समीकरण-मीमांला 
इसलिये दिए हुए समीकरण में वर्गात्मक अव्यक्त खण्ड 

यर+ १८०, य 7३१ य+ १८० ऐसे होगे जिनके वश 
से ६ मूल आ जायंगे। 


(४) पक कप सा हे +१श्न इसमें य के मान बताशो। 


।'. यहाँ समीकरण का रुप छोटा करने से और ८१वें प्रक्रम 
की युक्ति से 


(१- शोर +(०+ १थ्रर -(४+- भर) ० ० ऐसा होगा। 
इस पर से य फे सब मानों का पता लग ज्ञायगा । 
(५) ये प्यार +पश्यम-३ + ... के पह्ञयों 
; +प*म कया न प._ शके यम * + »««०००००००० 
कपरफती रेयरे +प,की य+को ८० 


इसका ऐसा रुपानतर करो जिखमें एक हरात्मक समी- 
करण बने | 


है 
मान लो कि य रू लकरे तो समीकरण का रुप 


श्म-९ 
खगक्म +पलरम- कक है ००००० ००४ +प, लॉक 


नै 0००१० बैन्प लक बे नकर्मे दल छ 


हंशत्मझ समीकरण १छ्छ 
इससे कम का भाण देने से 





अब यह हरात्मक समोकरण हो गया क्योंकि आदि पद 
से आगे भौर अन्त पद से पीछे ठुल्यान्तरित पदों के गुणक 
समान है । 


इस प्रकार से दिए हुए समीकरण से जहां दरात्मक समी- 
करण बन जाता हो तहां अव्यक्त के मान निकल सकते हैं । 


अभ्यास के लिये प्रश्न 


१।य*--१८० इससे य के मान बताओ। 

२।(१+य)९ 5 अ (१+य५) इसके सूल बताओो। 

३।(१+य)* “श्र (१+य”) इसमें य के मान बताओ | 

४। श्य/+य*- (श्य* + श्श्य*' - प-२८० इसमें य॒ के 
मान बताओ। - बु० २, है, $ (- २३:५४), १, - १॥ 

४५ य!१ - १०० इसमे य के मान बताओ। 

६। ६९ +पय* + १८० इससे य के म्ाव बताओ। 

७। कप यौ १ +प३ परे है... +प९ यर+प, य 


+१८० इसमें य के मान यदि घर, क,ल,ग,घ, इत्यांदि हो तो 
सिद्ध करो कि न्‍ 


श्ट्टद समीकरण-मीमांसा 
ष् हि श्र को को खरे खा 

करे खरे * 6 3 अन्‍य 5 कक हर 

(पर “ रेप.) >न 

८ | यरेत -प, यरेने-१ +प३ योपें-र -प५ यगें-३ ३. «४८० 
इस प्रद्नार के हरात्मक समीक्षरण में जहाँ एक घन, एक 
ऋण, इस प्रकार से पद हैं हां सिद्ध करों कि यदि <श्तो 
सब शब्यक्त के मान संभाव्य नहीं हो सकते | 

&|य०" - श्य” +य* +य१- श्य' +१८०० इसके मूल 
बताओ। 

१० | य” + रय - ८य - ७य - ७्य र - छय + शय +- १८० 
पूसमें य के मान बताओ | 

११५। य' + रेप! + देय +- २२ + पेय - ऐेय “० १० ० हस 
में य के मान ढताओ | 


६-हियुकूपद समीकरण 
२--जो समीकरण य --आ< ० इस प्रकार का होता 
है उसे द्वियुकू पद्‌ समीकरण कहते ह। इसमें था यह व्यक्त 
संज्या है । 
इस समीकरण के सब मूल भिन्न भिन्न होगे क्‍योंकि 
फू (योन्यॉ-आर० तो फू (य)5न ये १ 5० | अब य का 
कोई ऐसा मान नहीं जो दोनों समीक्रणों को ठीक रखे 
(५शेवां प्रक्रर देखो ) 


ड्वियुकूपद्‌ समीकरण १४ 


३--यदि यॉ--आ<- ० तो बीजगरणत की साधारख 
सैति से य */ ऋ अर्थात्‌ आर के न घात मूल के तुस्थ ग का 
एक्र मान आता है। प्रगतु यह न छात का समीकरण है इस 
हये २७वें प्रक्रम से य के भिन्न मिन्न न मान आवंगे । इसलिये 
कह सकते हैँ कि कोई वोजात्मऋ राशि के न घात सूत भिन्न 
सिन्न न आयके | 
क्षिसी बीजात्मक राशि छे कोई एक न घात 
झूल से एक के अथात्‌ रूप के न घात खूलों को 
0 कप 50 ह््‌ हु 
क्रम से शुणु देने से उस राशि छे सब न घात 
यूलें के मान हो जाय॑ंगे। 
पना करो कि आ राशि के * छत पघूल का एक जाव 
भ्रहैश्र्थात्‌ अर 5 आ तो य के स्थान में तर र का उत्थाएन देने 
से यॉ-आ> श्र रत -आ रआ रप--आ८ ० ३ 
ला 
«« से ० .,, २८ का 
इसलिये १ के न घाव सूरत के मुक््य र हुआ और 
य>भ्र-र८9,/ 7 | परन्तु ब5५/झ्ञ इसलिये ५/ कऋ 


. न्आ(/३। 
यीं>आ<८०चार्य+आअ>० हस प्रकार के दिए हुए 
समीकरण पर से र--१८०० दा रा १५८० इसे प्रकार छा 
खर्ाक्रणु बन जाता है किससे १ के व घाव मृह्वा के काह 
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जान कर उन्हें क्रम से था के न घात मूल के एक मान से जा 
व्यक्तमणित वा द्वियुकूपद्‌ सिद्धान्त से आ जायगा, शुण देने 
से य॒ के सब मान आ जायंगे। 

अब +१ वा -१ के न घात मूल के सब भरान कैसे 
निवलल गे इसके लिये आगे कुछ सिद्धान्त दिखलाते है । 


द४--यदि यॉ-. १८०० इसमें य का एक मान अ, दो तो 
श्र यह भी य का एक मान होगा जहां म कोई धन वा ऋण 
अभिन्नाड़ है। क्योंकि (श्री )5- ( श्र, )7 ८१४८ १। 


ट२े--यदि एए + १०० इसमे यदि य का एक मान अर 
हो तो अर भी य का एक मान होगा जहां मे कोई घन वा 
ऋण विषम अभिन्ञाडु है। फ्योकि 


(कर ह०(ब१ )०(-१३९०-३। 
८पे--पदि मे और न परस्पर हृढ़ हो सो 
बा - १८०० और यर- १०० इन दोनों समीकरण 
में एक को छोड़ थ का ऐसा कोई भान न होगा 
जो उमयनिष्ठ हो । 
ब करो कि प, और प. दो ऐसे अभमिष्ताडु हैं जिनके 
चश 


प्‌, म-प, न ८-5१ 
ऐसा समीकरण दनता दे ।(प, ओर प. सचेदा न्द इसके 
दिततरूप से व्यक्त हो जाते हैं; इसके लिये मेरा सोधा 


रैँ 


दियुकूपद समीकरण रपर 


भास्कराचार्य का बीजगणित देखो) और मान लो किय का 
एक मान एक को छोड़ भ्र, है जो दोनों समीकरणों को ठीक 


रखता है तो 


श्र ८१ -. अर २ ****०***“(९) 
और आ८झ१ -. भरत «८ १०३ ४०० ००००० «० *«० ***(र) 
(१) में (२) का भाग देने से 


आपिम-पसन ५ आर्डर ८ १२ 
॥] । 
इसलिये अर, ८ १ इससे ऊपर का खिंद्धान्त सिद्ध हुआ | 


८9--चं - १५८०० इसमे यदि न दृढ़ संख्या हो आर इस 
सप्रीकरण का एक मूल रुप छोड़ कर अर हो तो सब मूल 
क्रम से 

अ(, अर, आर, ००००० ** घर न्न्न्न्न्श्न ये्‌ होगे || 

म्धवे प्रक्रम भें सिद्ध है कि प्र,, अ्रोे,, श्र , ०-० ञ ये 
सब सूल हैं| इसलिये यहां पर इतना ही दिखला देना है कि 
ये सब परस्पर भिन्न है अर्थात्‌ इनमे कोई एक दूसरे के समान 
नहीं हैं। यदि है तो मान को कि श्र, ओर भ्रई दोनों तुल्य हैं 
जहां त ओर द दोनों न से भ्रल्प हैं। इसलिये त-द भी न से 
अल्प होगा | 

भव श्र ८भई . अप +१और अप ८२. | 

इसलिये या < . १५८० और ये -- १८०. इन दोनों सप्री 
करणो में य का एक मान रुप के अतिरिक्त अ, उभयनिष्ठ हुआ 
जो न और त-द के परस्पर शढ् द्ोने से प्ध्ष््र प्रक्म से 
असम्भव है | इसलिये 
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श्र), श्र अर, “----“अन ये सब आपस में समान नहीं हैं 

यह सिद्ध हुआ । तब स्पष्ट हो गया कि वे सब य-१८०० 
इसके मूल है। हु 

८ू८ट--धदि न हृढ़ संख्या-न हो और य"-१८० 
इसका रूपातिरिक्त एक मूल श्र, हो तब यह नहीं 
कह सकते कि अ,, अप, अर, भर, थे भी क्रम 
से सब सूल होंगे। 

क्योंकि यदि न८पं-्र, जहां प दृढ़ संख्या है और 
य- १८०० इसका एक मूल भ्र/ हो तो यही एक मूल 
पं- १८०० इसका भी होगा क्योंकि श्र 5 भर - (अंग) ० « ३ 
ओर ८७वें प्रक्रम की युक्ति से 

अ., अ, श्र. भर, ये सब भिन्न भिन्न होगे परन्तु 
आगे आगे बढ़ाने से श्र! ८अ' >त्र, 5ञ्र, यह अव्यक्त के 
पहले मान के,समान हो गया | इसो प्रकार य के आगे के खब 
मान अब पिछले मादा के समान होगे । 

इसलिये ध,,्रते,अर ै, ० “धर येसब य- १०० इसके 
सब यूल नहीं द्वो सकते क्योंकि इसके जितने मूत्र है उनमें 
कोई आपस मे समान नही है (८रवां प्र० देखो )। 

टह--पदि न८क सना-ध--*- जहां ये सब दृढ़ संख्या है 
तोय -१८०,य -१८०, य -१००,*“*-इनके जो मूल 
होंगे वे सव यू- १८० इपके भी मूल होंगे । 


क्योंकि यदि _ --१८० इसके कोई एक घूल को भर; कहो 
तो भर, «१ जिससे अं ८ (अर) 7 १ शर्थात्‌ अत “सर 


हियुकूपद्‌ सर्मीकरण १४३ 


_ इसी प्रकार और यरते-१८० याौ-१८००-* समी* 
करणों के मूल से भी सिद्ध कर सकते हो। 


8०--वदि न > क'ख ग*-* “* जहां क-खग “इत्यादि सब 
दृढ़ संख्या हैं तो य/-१८० इसके सूल (१+श्र,+श्, 
कझ्रौकतल न ्क॑अकए ) ( शकअआअ कर क+ ४ +भ्र्त) 
(१+अ कं + ० +अगः ) इनके शुणनफल में जो आदि 
से न पद होगे उन प्रत्येक पद्‌ के समान होंगे | जहां अ,, 
यर-. १५८० इसका अ,, पर -- १५८०० इसका अ ३, थी - १८० 
इसका “एक मूल है-। 

यहां क,ब,ग, तीन दृढ़ खंख्या के घात के तुल्य न है यह 
मान कर उपपत्ति दिखलाई जाती है। 

ऊपर के गुणन फल्न में मान लो कि कोई पद्‌ आए , अं अ्रम 
है तो स्पष्ट है कि यह य"-१०० इसका एक एलन है क्योंकि 
ऑन २, ऑन ८ १, अं न ८१२ 

इसलिये (आए आग अर ्रन>१ 

अब इतना और दिखला देना है क्रि ऊपर के गुणन फल 
में कोई दो पद्‌ आपस में तुल्य नहीं है। यदि कहा जाय कि 
तुल्य है तो मान लो कि 

भरा जाई झाम > आए झा अप तब अप « अर“ श्रम“म इस 
समीकरण का बायां पक्त यर*-१८०० इसका एक सूल हैं और 
दहना पक्ष 

यर्तेंग-- १०० इसका एक मूल है | इसलिये यरक - १८० 
यंग... १८० इन दोनों में एक सूल- उसयनिष्ठ हुआ | परन्तु 
छ और सना परस्पर दढ़ हैं. इसलिये ८६वें प्रक्रम से यह बात 


१५४ समीकरणा-मीर्मांसा 


असंभव है। इसलिये ऊपर के गुणन फल्न में कोई दो पद . 
परस्पर तुल्य नहीं है। 

६१---दसी प्रकार यदि न८कर सन गे जहां क,ख,ग दृढ़ 
हैं तो दिखला सकते हो कि अश्र,ञ्र; इस प्रकार के जोन 
गुणन फल होंगे थे य/-१८० इसके सूल होंगे जहां भ्र,, 
पक -१०० इसका अर, पते _.. १०० इसका श्र, यो -- १८० 
इसका एक मूत्र है। 

इसकी उपपत्ति भी पिछले ही प्रक्रम की युक्ति ऐसी है 
क्योंकि का , खत, गा इनमे प्रत्येक से न निःशेष होता है इस- 
लिये श्र ८ १, भ्र7 ८१, भ्र- ०१ और &०वें प्रक्रम की युक्ति 
से दिखला सकते हो कि श्र, भ्र२ ३ इस प्रकार के मूल्रों के 
कोई दो गुणनफल समान नहीं है । 

इसी प्रकार, तीन से अ्रधिक उढ़ संख्याश्रों को मिन्न भिन्न 
घात के गुणन फल्न के तुल्य न? हो तो भी सब बात सिद्ध कर 
सकते हो ! 

8२१--पर-१८० इसमें य के न मान आवंगे और यदि 
न पर्र जहां प कोई हढ़ संख्या है और ये. १०० इसमें 
परत इतने य के मान श्रावंगे जो सब ८ वें प्रक्रम से 
यनं-१८० इसमें भी य के मान होगे | इसलिये या. - १८० 
इसके जितने सूल हैं उनसे नये प्र -पत्र-१ > पत्र (१-- १) 
इतने मूल य - १८० इसके होगे । 


क्‌- १ क 
इसी प्रक्रार य -१०० इसके पूल से य -- १०० इस 
के नये मूत्र ब* (१- $) इतने दोगे। 


'हियुकूपद समीकरण श्पपे 


-5 अब यदि न८परँ वर जहां प और व परस्पर दृढ़ हैं. और 

ऊपर के नये मूलों में पहल्ले समीकरण का एक घूल भर, दूसरे 
रा ञ््र 
का एक मूत्र भर, कश्पता करो तो जितने मुल्य. -१८० 
और ये -१०० इनके होगे उनसे नया एक मूल अर, भ्र३ के 
तुल्य य7-१८० इसका होगा । 
यदि कहो कि भर; श्र३ यह नया सूल् य-- १०० इसका 
न होगा ठो कल्पना करो कि कोई “न? से अल्प म घात के समी- 
करंण का यद्द मूल होगा तो (अ, अर) ८३ 
झा शर्म 


- परन्तु आ , य॑ -१०० इसका एक सूल है और अर 
१०० इसका एक सूल है। इसलिये दोनों समीकरण का 
एक ही मूल हुआ जो प* और वर के परस्पर दृढ़ होने से 
४द्व प्रक्रम से श्रसंभव है। इसलिये न से म छोटा नहीं हो 
सकता। इसलिये य/-१८० इसका अ, श्र, यह एक नया 
मूल द्ोगा | इस प्रकार से दो दो एूलों को लेने से 
पा (१-५) व (१-३) न (१-६) (१-० ६) 
इतने भेद होगे। इसलिये य/-१०० इसके न(१०- ६) 
#(१-३६) इतने मूल 
या _ १०० और यो - ३१०० इसके मूलौ से नये आवगे | 
विशिष्ट सूल--इस प्रकार से न घात हियुकूपद्‌ समी: 
करऋ में न के अपवत्तनाडु रूप घात के समीकरण के घूलो से 
जो नये मूल झाते हैं उन्हे विशिष्ट मूल कद्ते हैं । 


१५६ समीकरण-मीमांसा 


8३--ब - १८०० इसकर एक विशिष्ट मूल यदि भर; कहे 
तो सब मूल क्रम से 
अर; श्र, श्र, श्र, 0७९७ झा ये होंगे [ 
यहां स्पष्ट है कि अा ८१ क्योंकि ८४वें प्रक्रम से ये सब 
मूल होंगे। इनमे यदि कोई दो तुल्य हो तो मान लो कि 
झरि0 >आऔई .' झो4>१ परन्तु त-द यह न से अप है 
इसलिये श्र, विशिष्ट पूल नही हो सकता । 


ऊपर के मूली को १, श्र, श्र“! ऐसे भी लिख 
सकते हैँ। इस थ्रेढ़ी में यदि एक पद्‌ भ्रण यह चुन ले जहां 
त यह न से छोटा और दृढ़ है तो 
श्र भर श्र दिल ते न-१) त्‌ १) 


ये सब भो परस्पर दृढ़ भिन्न होंगे क्योंक्ति त, रत, इत्यादि 
घाताह्ञी मे न का भाग देने से शेष भिन्न मिन्न ०,१,२,३,*० म- १ 
ये आते हैं। और ऊपर लिखे सूत्रों में से श्र) से आगे त+१ 
दूरी पर जो जो पद हैं उनके सूल होंगे। अन्तिम पद के बाद 
शादि पद से गणना कर त+ १ का विचार करो | इम्नलिये ये 
भी वे ही सब मृत हैं केवता ऊपर के क्रम की अपेक्षा भिन्न क्रम 
से स्थित है । 


€६४---प-- १८०० इसके कोई एक विशिष्ट मुल् जानने के 
लिये चाहिए कि न का दृढ़ झुस॒य गुणक रूप खण्ड कर उन 
गुण्य गुणक घात के हो पृथक पृथक छियुकपद समीकरण 
होगे उनमें जो समान श्रव्यक्तात्मक गुरय गुणक रूप खण्ड हों 
उनमें से एक एक और भिन्न अ्रव्यक्तात्मक सब खण्डों के प्रात 


हियुकपेद समीकरण १५७ 


से दिए हुए सेप्रीकरण में साग देकर लब्धि को शून्य के तुल्य 
करने से विशिए्र मृल्न को लाना चाहिए | अथवा जो एथकू्‌ 
पृथक द्वियुकूपद समीकरण -है उनके लघुत्तमापवत्य से भाग 
देकर, लब्धि को शूल्य कर विशिष्ट घूल ले आचो | 
जैसे ११-१० इसके सूलों को जानना है 
यहां न5६८२१३ इसलिये य॑"-१८०५, यै-१८० 
इसके सब सुत्त य*-- १८० इंलके भी मूल होंगे (८६ प्र० देखो) 
परन्तु य२-१-८(य+ १) (4-१) और य३ ० १८(य- १) 
<(य+य+१)। दोनों भे य-१ यह खण्ड आया। यह 
: खरड ओर दोनों के भिन्न भिन्न खए्डों के घात . 
२(य+१)(२-०१)(य+य+१) 
5“(य+१ ) (१-१) 
इससे २९१ - १ इसमें भाग देने से और लब्धि को शूत्य के 
समान करने से 
कप य+ रे 


7755-८६ ८ रयरो-य+१८०-ऐस 
य+१) (य२- १) य+ ३१ ७005७ 2, 


इस पर से विशिष्ट मूल 
++धल्च, चा “५7-35 भर | 
ओर दिए हुए सर्मीकरंण के सूल 
धर, श्र, श्र अं, आ , अर (८ १) 
यहा 
अ| न: थे, ८5४ -5 


१८ -समीकरण-मीमांसा 
(१+१५/-१) ( "०१+१/ -३ 
भर मे नशे है घ्द (५७-४२ २+४-) सर 
श्र, नश्र अल + “० ह 
बन्म अर-<८र ४४८८०. ४:९ 


झ ८ मो, एस (१०५८-३१) (१+१/-३) १ 


१२२६े 
इसलिये क्रम से मूल 
१+५/८-३ -१+५/८-१ _, _१+५/-३ 
१ | क्ट्य्ःठा न्क [| १ | बा“ | 
रे 
९-९१८-३ 
| रु 
इसमें अन्त का मूल, भ० के समान है। इस पर से यदि 
शव प्रक्रम से मूल निकालो तो 
भर, अंक भें भें अर, भर ये होगे। 
परल्तु 
अर ८ अत: 73 ५/-१ मे श्न्‌ घ्ट न ६+45/-३ + ५८-३१ 
३ २ 
»_ १ > (१०९१/८:१)(--१-९८:६) _ 
झन्भ्रन्‍्य, न नाल सम प 
है | १०१८-३१ -8 
भेन्श्ननअपफपण 


९ 


द्वियुकूपद समीकरण . १४६ 


ब्ष-बआ > 7१77६) (7: 0/ “३ _१+१/ ६ 
३ २ २ के छ 


२०४२ रे 
मिल कक स्‍ति 
झा घन श्र आअ, ८ (१०५८-३) (११४३) घर 
हे ण २४३९ 

क्रम से मूल 

१०१८-३४ _१+१/८-६ ५ ७-१० ४/-३ 

पा: ्य 9 $ न आय न । 

3+4%/८-३ नस ५१ 


यह मूल श्रेढ़ी श्र, से बनी है और श्र >अ' । इसलिये 
&श्वे प्रकम से ८५ और त+१८६, इसलिये पहली मूल 
श्रेढ़ी के श्र' पद्‌ से छ पद्‌ जो हैं वे इस मूल भ्रेढ्ढी के क्रम से 
दूसरा, तीसरा इत्यादि पद्‌ हैं । 

(२१) य११-- १०० इसके विशिष्ट मृत्ा को जानना है । 

यहां न० १२ जो २ और ३ दृढाड़ से निःेष होता है जैसे 
पर >४, 5९, इसलिये :*- १०० और य* - १० ०-इसके 
जितने सूल होंगे वे सब यःर-- १०० इसके भी समूल्त होगे। 
इसलिये २९ --१ ओर य! - १ इसके लघुत्तमापवर्त्य (दर + १) 

टू रद भागदेने रे ये... श्‌ 

# (या १) इससेय १९ _ शशूसमें भागदेने सेहरपछक-तछ 
धभ्यप्-थ 4. १५५५० नन्इ्स ल्ब्धि को्‌ श्स्य के तुल्य करने से- 


यष ये नं १ घन 0९०००४० 69० ०००००० ००% 6५१० 0१८ ७००७० (१) 
यह दरात्मक समीकरण हुआ । 


१६० समीक्षरण-मी्मा ता 


(१) में ब१ का भाग देने से और य + प्र “९, मानने से 
३ 
म्रेव प्रक्रम से 


(पा +ज्र) -१८२,-२८०० 
8 ५ 5 है 

२,८5८ 7! का 

यर 4.१७ + य५/६ 
वा यौप्रय4५/३+क १७० 

२ ् 
१२...१८०० इसके ये चार विशिष्ट मूत्र हुए 
इन चारो को क्रम से अर, तर! श्र प्र कहो तो 
रु 


१ १ १ गा 
श्र हक अं, + ञ्र | ( अकअ( ) (१ नी ईज) 5० 


 अश्च[ ८ +-३ै। 


-१८(य*+ १) (१-१)०० | य*-१८० इसके 
जो मूल हैं उनके नये भ्र और भर, हैं इसलिये य!+ १८० इस 
समीकरण के भ्र और श्र, मूत्न हैं। तब १-१ और 


अस ०» --- अर, | इसलिये 
अ, अं) श्र ञ्र श्न मून्रों को अ, अर, झट, था! इस भ्रेढी 
से प्रकट कर सकते है क्योकि अ'*>१ और इस श्रेढ़ी में 


ह्वियुरूपद समीकरण १६१ 


छ्क्ादि द्दो के पहले स्थात्र में क्रम से अ, अर, अप्, अप रख 
झर, क्रम से उनका ५,०,११ घात करने से और १९ से ऊपर 
के घादों को १९ थे वष्ट करने से 


र्फ्न् अर, झ?, आप? 

ये, धर ही झ्० 

श्र, झ् धर झ* 
बस अ ऐसा एशा। 


देखो यहाँ हर एक ऊर्ध्वाघर और तियक्‌ पंक्तियों में थे ही 
यूल हैं केदत् क्रम मे भेद है। 

ञअ, भर, अ९, अ' * इन विशिष्ट घूलों से घात की संख्याये 
<, ७, ११ ये सब १९ से अह्ण और दृढ़ हैं। इसलिये &झवें 
प्रक्रम से कोई को लेकर उसके एक, हि, इत्यादि सम धात से 
य' १... १०० इसके घूल आ जायेंगे। इन चारो पर से घूल 
जो धात १९ से ऊपर हे उन्हे १९ से तष्ट कर देने ले 
अ श्र श्र अब झा अर अण०् ब्रा आठ शर्करा १३ 
अग अग्यशयरे झा अर अभ्रन अपस्शण क्र" झञ छा १२ 
भझ्ण् थे धर झा शा शर अर श्रा अरे अधण्यथ्रा श्‌ 
अप्श्माव्ञ्र४ झप छाण श्र कर श्र अर थे भरा २ 

ये क्रम भेद से छब तियक्‌ पंक्तियों मे एक ही है । 

इस प्रकार से जहाँ जैसा सम्भव हो तहाँ वैसे दिए हुए 
समीकरण के शेले उससे बड़े से बड़े ऐेले लघु घात के समी- 
करण बनाने चाहिए जिनसे वे लघु घाताडु से दिए हुए सभी- 
करण की धात संख्या निःशेष हो जाय । फिर इन समीकरणों 
के लघुत्तमापवत्ये से दिए हुए समीकरण में भाग देकर लब्धि 
को शुत्य के समान कर विशिष्ट घूल्ों का पता छमाना चाहिए । 

श्र 


श्द्श समीदश-मीमाँसा 


8५--प - १०० इस समीकरण में जहा न की संख्या 
दो से भ्रधिक है, ऊपर के प्रक्मों से स्पष्ट है दिंए १ को छोड़ 
इसके खब शूल्र अलस्मव हैं। इसलिये ऐसे समीकण्ण का 
विशिष्ट पूछ्त भी असस्सव संख्या द्ीया। 

विकोशमिति भे डिमाइदर के सिद्धान्त से एप्प है कि 
यदि त यह घन शअभिन्नाडु हो तो 


( कौज्या ->.+५/:7 ज्या -.. -) हे] 
इससदिये य- १६० ० इसका एफ सूतत 
कौन्य श्तता 


यदि त को न से धढ़ मानो तो कह खकते हो कि ये --१८ ० 
इसका एक विशिष्ट पूछ श्र, होगा और तब &इेवं प्रक्रम से 














ये सब द्ण हुए सपी करण के पूल दोगे ओ परस्पर मिल 
हैं। यदि कोई कहे कि इनमे कोई दो समान हे वो मात हो कि 
श्र > अब जहाँ थ ओर द दोनों घत्र और न से अह्प हैं 
डिम्राइवर के सिद्धान्त से 


स्थत्त प्र स्थताग 


श्र >कोज्या 





+4/-$ ज्या 





. क्द्ततआः श्द्त 7 
ओर अझरई «कोज्या +4/-7 ज्या कप 


४ यदि ये दोनों तुल्य होंगे तो अचश्य झौर श्द्त 


ये दोनों दुश्य दंगे अथवा दोदो का अन्तर चार समकोश 
का अऋपउत्त संग । न्‍ 
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इसलिये _«द यह एक श्भिन्नाडु होगा। परन्तु त यह त 
से दृढ़ है, इसलिये ध८०द यह न से निशशेष होगा। पर 
थ और द ये न से छोटे कल्पता किए गए हैं, इसलिये न से 
इनके धल्तर का निःशेष होना असम्भव है। तब भर, भई ये 
दोनों परत्पर ठुल्व नहीं हो सकते। इसलिये ऊपर के रब 
सूत्र अदश्य परस्पर सिज्न हैं। 

8ऐ--यर - १०० और ये + १८० इनके घूलों के जानने 
के लिये नीचे लिजी साधारण रीति फो इस तरह दिखला 
खकते दो 

शरद न २एं तो या - १८० इसका एक सूल तो ध्पष्ट है 
कि +१ होगा और सब घूल्त बार घार -१ के घूल लेने से 
जो १५वें प्रक्रम से असम्भव होंगे व्यक्त हो जायेंगे। बढ़ि 
नए, जहाँ प5 २7 दो 

यतयर्मज[यरेव)म > सा यदि यो नश्तो 

यो १०० और य+ १८०० इन दोनों के सूल क्रम से 
रा-१०० और र+१०० इनके सूल होगे। इनमे बदि 
र के मान व्यक्त हो आयें तो उनके बार बार त बार सूल्त लेने - 
से य के मान भी व्यक्त हो जायेंगे । 


€७--य*- १८० इसमें भान को कि न विषत्त श्म+ १ के 
तुल्य है तो डिकार्टिल्‌ की युक्ति से य्म*१ - १०० इसका 
ऋषण संभव मूल न होगा और घन संभाव्य मूत्र न+ २ होगा। 
यदि +१ से भिन्न कोई और घन संख्या का उत्थापन य में दो 
तो स्पष्ट है कि य*++१ यह १ के समान न होगा। इसलिये 
इस समीकरण का + १ के भ्रतिरिक्त कोईसस्मव मूल न होगा। 


१६४ समीकरण-मीभांसी 


यम ९.१८ ० इसमें य-१ का भाग देने से लब्धि 
यरेगे ..यरेम-९ .ै. ...... नयी +य+- १ ८० 


यह दृरात्मक समीकरण का रुप है, इसलिये दरात्मक 
समीकरण के तोड़ने की युक्ति से इस पर से एक म घात का 
समीकरण बन जायगा। 5 

हट-+पर- १०० इसमे यदि न सम तो इसके दो ही 
सम्भाव्य सूल +१ और -१ भआावगे। इसलिये (य#१) 
:५(य-१)८य* - १ इसका भाग समीकरण में देने से एक 
नया दृरात्मक समीकरण 

ये + सम-४ + ....-+यर+१८० ऐसा होगा। 

इस पर से हरात्मक समीकरण के तोड़ने की शुक्ति से 
म-१ घात का समीकरण बन जायगा | 

ये. १८० इसे (या - २) (यो +१)०० ऐसे भी लिख 
सफते हैं। अब 

यो - १८०० और ये + १८०० हन पर से सी दिए हुए 
समीकरण के सूत्रों को जाद सकते हो । 

8६६--ब + १८०० इसमें यदि न विषम श्म+१ फे तुल्य 
हो तो य7+! + १८० इसका एक दी सम्माव्य सूल -१ 
होगा | इसलिये यश++ १ + १८० इसमें य+ १ का भाग देने से 
एक दरात्मक समीकरण 

गरेस «यूप्म-! #यरेगेएर ... .....« +य* -य+- १०० ऐसा 
होगा। इस पर से मूलों को पता लग खक्ता है! 

यदि न विषम हो तो स्पष्ट है कि य के स्थान में -य का' 
उत्थापन देने ले य- १८० ऐसा एक समीकरण बन जायगा 


हियुकूपद समीकरण श्द्रप 

जिनके झूल पूर्व प्रक्रमों से वे ही विरुद्ध चित्द के आ जायँगे 
जो दिए हुए समीकरण के बूल हैं 
5 १००--यन+१०० यदि इसमें न खम सम के तुल्य हो 
तो घर +१८०० इसका एक भी खंसाव्य घृत्न न होगा और 
यरेग + १५८०० यह स्वयं हरात्मक समीकरण -है, इसलिये 
इसमें यो का भाग देकर यो + न ० यह पूर्वघात के शआधे 
घात का एक समीकरण'बन जायगा | 

१०१--ऊपर के प्रक्रमों से स्पष्ट होता है कि यं- १८० 
और य"+ १०० इन दोनों पर से एक ऐसा हरात्मक समी- 
कर्ण बनता है जिसके सब पूल दिए हुए समीकरण के सब 
असस्मव मूल के तुल्य हैं और जिसमें ्१वे प्रक्रम ले य+ ८८ र९ 
ऐसा होगा, जिसमें दिखला लकते हो कि २, का माद् खबदा 
सस्भाव्य संख्या है। 
यदि १८ कोज्या 82242, ५:7९ ज्या ---- 5, (8४वाँ प्र० देखो) 


तत्ा शत पा 
तो य+#८ २५ ८ कोज्या 5220 8 दी 


कौज्या 
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श्त़ता 


ह। 
हे कौ्या "के २/पए जया." + कौज्यों -. 


श्त 
-५/८र च्या प्रा 








5 कौज्या स्थ क 


इस पर से र, फा मान रूम्भाव सिद्ध होता है । 
१०२---इख प्रक्रम में पिछुल्े प्रक्रमों की व्यात्ति के लिये 
कुछ उदाहरण दिखलाते हैं। 
(१)२य१-१०० इसके घूलों को बताओ । 
यहाँ एक घूल +१ यद सम्माव्य है, इसलिये २-१ का 
भाग देने से 
नाम य कय+१८७०। 
य-१ 
इस पर से विशिष्ट मृत्त 
“-२१--०५/-३ हुए। 


इसमें यदि ५-६ - श्र, और -+7४-९ > श्र 


तो श्र, >भ३ | इसलिये ११-- १८० इसके क्रम से मूल 
अ(५ श्र, अर (८ १) इनको १ फा घन खूल कहते है। मूलो 
में भर, को घा से प्रकट फरते हैं 
य के चिन्ह को बदल देने से २* + १८०० इस समीकरण 
के क्रम से मूत्र 


२ _लावे /... 
“भर, “अं “अ (5-१) 


रे 


ह्ियुकूपद समीकरण 
(२)२९-१८० | इसके सूल्ों को व्यक्त करो | 
दिए हुए समीकरण को 
(य + १) (११-१)८० ऐसा भी लिख सकते हैं । 
इस पर से यर + १८० श्र २*--१०० ये हुए । 
फिर (१) बदाहरण ले, य -- १८ ० इसके ऋत से सु 
छा अ ९१,  क्ष, नम. “९ । 
(३)५०+१८ ० इसमे य फे धान वताओ। 
यहाँ हरात्मक समीकरण की घुक्ति से _ 
१ 


यर+-हस० ८२-४९ यदि २, नय+ 
थे 


िग] 
हि 
ध्छ 


बा 
इस पर से २२८०८:५/४ और ये + १८ ्ऊ य२/ ६ 
इससखिये य के भान 
१५१/ ९ १०३८ री 4/य हर 
५३२ २ ३ ६/२३ 
(४)य*-९१०० इसऊे घुले फो बताओ | 
याौ-१८(य--६) ( यो +य९ +यरे +थ+-१ )८० 
हरात्मक समीकरण की युक्ति से ! 


यरे+- कक व+--+१७० 
शत 5 ये हि 
यदि रए पनूयन- -_ 
य 


“५८ ए 
को करे न हि $/ £ 
ब्यूर श्र र८०,.,९/८६ कक उस 


र/ फ्रे धान छे घूलों का शान छुद्स है। 


रद्द सप्ीकरण-मीमांखा 


या“ १०० इसके पूलो के चिन्ह ददल्ल देने से श* + १८० 
इरुफे सब प्रत्ष होगे। 

(५) य१-१८० इसमे य के मानो फो बताओ । 
यहाँ य*ं-१८(य*१-- १) (य* +बरं+१)८० 

यर-१०८० इस पर से य के पूर्व सिद्ध तीन मान 

१, था, घाो, 
श्र य* +य९ + १८० इस हरात्मक समीकरण से 

यी+_+ १८० 

य 

इस पर से २३-३२, +१८०० थद्द घन समीकरण बना 
जब र, नय+ | इसमें यदि ए, के भान व्यक्त हो तो य के 
दाकी ब मान भी व्यक हो जायेंगे। ( ऐसे घन समीकरण में 
पके मान कैसे व्वक होते है इसकी विधि आगे लिखी 
जआायगी ) 

ध्रथवा य* +रेय+ १८०० इस पर से द्ग समीकरण की 
विधि से 4९--घा5८०, यर-घा* 5० ऐसे दो समीकरण 
बने । ' 

फिर यर - १८ ०, य* “-घा5 ०, एु* - घारे ८० ऐसे तीन 
समीकरण से जो य के बद मान शआते दे के क्रम से ( ८४वाँ 
प्रजा देखो ) 

जै. ए ७ ह& ओछ छऊ 
१, पा, पार, घारे, घार, घाई, घार, घाई, घाग ये है । 


इनसे ध्खका य का एक विशिष्ट गान शान से द्यि 
संम्रीकाण शे ? के छः के गय बार 


ट्ियुकेएद्‌ समीकरण रद 


१ झे जज व 4 रु 
१, घाई, घारे, था, घार, घर, घा , धार, घाई ये सहज में 
आ जाते है | 
इसमें यर->१८० इसके छल १; पा, धा को निकाल 
देने से 
(यरै-घा) (प१-घारे) > य१ +य* + १८० इसने के छुबो 
मान य के है | इस प्रकार जहाँ पर जैसे त्लाधघव हो उत्तर 
निकालना चाहिए। 
अच्यास के लिये प्रश्न 
१।२९-१८० इसके मूल बताओ | 
२। य"- १८०० इसमे य के भाव बताओ | 
३।य"+१८० इसमें य के मान बताओ। 
४।-१०४ प्रक्रम के (१) उदाहरण से लि करो कि 
श्क्चा+पा ८०] 
५। लिख करो कि (घाम+घारन ) ( घाम+घान ) यह 
अझकरणी गत होगा | ड० परे->मन+न | 
६। खिद्ध करो कि (ब्र+-घाक+घारेग) (झ्र+घाक + घा ग) 
नञत + कर +गर >- अक>-्अग-कग।| 
७' सिद्ध दये कि 
(अ+क+ग) (अ+घाक+घारेग) (अ+-घारेक + घा ग) 
ऋअरे -- कर +गर-- रेश क ग। 


४। एक समीकरण पेसा दइनाओ जिसके सूल 
म+न, घाम+वा न, घारम + घान हो | 
उुण० यू मन यू [सी कून पक ० 


१३७० समीकरणु-मी मांसा 


8। (य+ १)९-- (4९ + १) इसके शुरुय गुणक रुप खण्डो 
को निकालो | छु० ७छय (य+ १) (यो +य+ १) 

१० | एक ऐसा घन समीकरण बनाओ जिसमे अच्यक्त के 
मान क्रम्त से 

अश्कभ्रथ्रो+ भर, भो +ज ये हो जहाँअ,, ४ - १८० 
इसमें य का एक अखस्मव मान है । 

लु० यर + ये - रय-१८७०। 

११ | २१-१८० इसका एक विशिष्ठ यूल भर, हो तो एक 
ऐसा समीकरण बनाश्ना जिसझे घूत्र क्रम से श्र; +श्त्र, 
श्र + रक्ष, भर + आर, अर + रथ, ये हो। 

उ० य! + श्यर - ये - रेय + ११८० 

१२। य!१-- १८०० इसका एक पिशिए्ट यूत्न श्र, हो तो 
पक ऐसा समीकरण बनाओ जिसके सूल ऋण से 

झ्कअरकंय को, अश +अ, + धर  +अ, ", 

भ +अ+अर+अर ये दो | छ० ये +यरे - श्य+ १८० 

१३। ध्य१-म्श्यर +- ३श७्य * -- ३४०य + ६४७८० इल पर 
से एक हरात्मक् लमीकर्ण बना कर तब इसके सूलों को 
बताओ | 

भाच लो कि २८ 
करण मे देजे से 

६४२९ -- ६८०२) +- १४१८९ - ६८०7५- ६४८० श्रव यह 
हरात्पक समीकरण घन जायगा। इस पर से र का मान व्यक्त 
होने से समीकरण के घूल्व मी व्यक्त हो जायेंगे । 


| «- पर रर। इसका उत्थापन समी- 


परिच्छिम मूल १७९ 


१७ | यरं - १८० इसमे यदि न छढ़ हो और इसका एक 
असम्भव मूल श्र; हो वो लिछ ऋरो 
(१-चऋ, ) (१-अ०) (१-अ))- “ (१-अ, )नन 
१५ | ब१!*- १८० इससे य के भाव बताओ | 
१६। यः*-- १०० इसके छष विशिष्ट सूल थे ही हैं जो 
या-यण्+य/-य* +य*-य+१०० हसके घृत्न है, यंद्ध्‌ 
सिद्ध फरो । 
१७।य/-4+य-य! +य -य+१५०० यह एक 
दरात्मक समीकरण है। इस पर से ८१वें प्रक्रम की चुक्ति से जो 
ए३ ->र२ - ४२ + ४२, +- १८७० 
ऐलाः समीकरण बलेगा इसमें २, के मान 
श्झोज्या प्र शकोज्या प्रा श्क्ोज्या रा श्कौज्या ग्त्श 


ये ही होगे यह लिद्ध करो । 


१०-एरिच्छिन सूल 

१०३--ज्िस सूल को किसी अभिक्नाह्न वा भिन्नाड़ु से 
प्रकाश कर सके उसको परिविछृत छल कहते है। जैसे 
४,३3३ दृत्यादू 

दोडगणित से सिद्ध है कि किसी करणी का मान न 
झभिणांंक, न भिन्नाइ होता है इसलिये करणीगत शक्ि का 
मृल् परिच्छिन सूल नही है। जैसे ५/ 7 इस करणी का मान 
न अस्िष्ष है और न मित्र है, इसलिये ,/7 इसका सूच्त 
संभाव्य तो है परन्तु परिच्छिन्न नही! है। 


१७२ समीकरण-मीमांसा 


करणी का मान न भिन्नाडु, न अभिन्नाड होता है इसकी 
उपपत्ति को कमब्ाकर ने अपने बनाए हुए तत्वविवेक प्रन्थ 
के स्पष्टाधिकार में बहुत अ्रच्छी तरह से लिखा है। भारतवंष 
भें जिस समय ( शक १५८० वा सन्‌ १६५८ ६० ) इसमे अपने 
इस भ्रन्थ को लिखकर पूरा किया था उस खमय यूरप में 
न्यूटन की उमर बारह धरे की थी | 
१०४--फ (4)-० इसके आदि पद का शुशक 
एक हो और अन्य पढ़ों के शुणक थदि परिच्छिन 
अभिन्न हों तो सभीकरण का एक भी सूल परि- 
च्छिन भिन्न बहीं हो सकता । 
कल्पना करो कि समीकरण 
यनं+प ये १ + पनीर + «०० +प,_ /य+प५/२० ऐसा है 
भोर यदि सम्भव हो तो कहपना करो कि इस समीकरण 
का एक परिच्छिष, मिन्न घूल् क्ञ है जिसमें अर और फ परस्पर 


इृढ़ है। इसका उत्थापन ऊपर फे समीकरण में य के स्थान में 
देने से ओर दोनों पक्षों को छन-'* से गुण देने से 


श्र न 
हर न पश्नी! +पअ रेक्ष के ०००००-५५००»«५५»०+९*- 
श१८&न- हे + ८५ 
कपत-३२के के * + पु. अफत * + पक १८७ 
४३ 
न 
हे क्व थ्् प्‌. पर! कप रेक सु 8३४७०७७ ४३७७ ३७०० ०५० ७०५७ 


कपय-इ का +प._ अक्तो हे पक 


परिच्छित सूद श्छटे 
परन्तु यह असम्भव सिद्ध होता है फ्योकि श्र और क के 
5 
परस्पर दृढ़ होने से द् यह एक भिन्नाडु ही होगा और दृद्दिना 
पत्त अभिन्नाडु सिद्ध है, इसलिये कोई दृढ़ भिन्न किसी अभि- 
पाई के तुल्य कैसे हो सकता है । इसलिये ऊपर के समीकरण 
का पक भी पूल परिष्िछुन्न भिन्नाडु नहीं हो सकता | 
झब ऊपर के समीकरण से इतना ही विचार करता चाहिए 
कि उसका कोई सूल अ्रमिन्न परिच्छित है वा नहीं। इसके 
लिये ज्ञो श्लागे यैति त्वि्ली जायगी उसे साजक रीति अथवा 
न्यूटन की रीति कहते है । 


१०४--अंटपना करो कि 
फ(ब)-य +पर्या! +परय * + * प> २य+प३८० 


इसका एक अभिन्न परिच्छित्त सूल भ्र है तो इसका उत्था- 
पन य फ्रे स्थान में देने से . 


और +पश्ना! 4. ७.५० +पर_ ३ अ+पत्त से ० 
इसमें अर का भाग देकर पदों को उल्नट कर रखने से 
पं न 
ञ्न पिन + पर-.२ अं +॑ 8४4१०००० ७००० कप +- अर? ४58 
प्‌ 
इसलिये ह “द अवश्य अभिन्न होगा। मान लो कि यह- 
हा हि ठुल्य है तो ऊपर के समीकरण में फिर ञ्र का भाग 


चर न प्‌. प् हि न ह 
््आ न पंन..ह कु ० ०२५ नु- पर्ची न पन्नों नं अं २८० 


१७४ समीकरण-मीमांसा 


इसलिये वात यह अभिन्न होगा, माद लो कि यह 


ब३ के तुल्य है तो फिर ऊपर के समीकरण में श्र फा भाग 
देने से 


पेश पता २ पत्-8 नी कपरक्ष “कप/ओ्र 5 + श्री >० 
ञ् 
न बिन यह अभिन्न होगा। श्ले ऊपर को युक्ति से 


अ्शि्ष ब३ कहे और फिर श्र का आाग दें तो “४-5 यह 
झभिन्न ठहरेगा। यो तन्‍व तक क्रिया करने से अन्त मे 
रा +१०० ऐसा होगा । ईस पर से नीचे लिखी 


हुई क्रिया उत्पन्न होती है ! 

यदि फू (६)5० इसका एक सूल भ्र होगा तो समीकरण 
का अन्त पद्‌ श्र से अधश्य निःशेष होगा। ल्ब्धि मे य के 
गुणकाड के जोड़ने से जो संख्य होगी वह भी असे निःशेष 
होगी। इस स्ब्धि में य' का गुणकाड जोड़ने से जो संख्या 
होगी घह भी प्र ले विश्शेष होगी। यही क्रिया न--१ घार तक 
करने से जो निःशेष ल्ब्धि आवे उसमे या का गुणकाडु 
जोड़ कर श्र का भाग दो, यदि लब्धि -१ के तुल्य श्ावे तो 
निश्चय समझना चाहिए कि फू (()5० इस समीकरण का 
एक सूल अर भ्रवश्य है। यवि ऊपर की स्थिति का कहीं पर 
व्यपियार हो ज्ञाय तो समझना कि अभिन्न तर समीकरण का 
मूद्ध नई है । 


परिच्छिन भूल श्ध्पू 


हर 


१०६---ऊपर की क्रिया से स्पष्ट है कि यदि अव्यक्त का 
मान परिच्छिन्न श्र है दो समीकरण का अन्त पद्‌ उससे अवश्य 
निशेष होता है। इसलिये दिए शुए किसी पूरे समीकरण फे 
अभिन्न परिजिदिक्ष सूल जातने के लिये देख लेना चाहिए फि 
क्रिछ किस असभिश्ाह से शर्त पद निःशेष होता हैं। जिनसे 
निशेष हो, स्पए है कि उन्हीं मे से छोई न कोई संभव रहते 
समीकरण का एक सूल दोगा । इसलिये अन्त पद्‌ को निःशेष 
करने बाते उन हारे में से एक एक को लेकर १००वे प्रक्रम की 
क्रिया करो। जिन जिन द्वार में क्रिया, आदि से अब्त तक, 
पूरी पूरी उतर ज्ञाय उन उन द्वार को निःशंसय दिए बुए 
समीकरण के मूल कद्दो। दिया हुआ समीकरण यदि पूरा न 
ही तो ३ प्रक्रम से उसे पूरा कर तब क्रिया करना आरस्म 
करो। 

परिश्रम बचाने फे लिए दिए हुए समीकरण के सूलों की 
धन और ऋण सीमाओं को ६ अध्याय से ज्ञान कर अन्त पद 
को निःशेष करने वांले दारों में जो जो उन सीमाओं के बाहर 
पड़े हो उन्दे छोड़ कर जो भीतर हो उन्हीं से १०६ प्र० की 
क्रिया करो, कर्योंकि-जो सीमाओं से बाहर हैं. वे सीमासाधन 
पी युक्तिसे समीकरण के घुल्न नहीं हो सकते, इसलिये उदको 
लेकर क्रिया करने से व्यर्थ समय फो दट्ट करना है । ओर अन्त 
पद्‌ के जो +१ और -१ भाग हार है उन्र पर से भी क्रिया 
करता व्यर्थ गौरव दोष लम्ारा है फ्योंदि +१ और -१२ 
इनका उत्थापन य छे स्थान में देने से बड़े लाघव से जान 
सकते हो कि दिए हुए समीकरण में ये दोनों य दे मान है 
वा नहीं । 


१७६ समीकरण-मी्मांधा 


डदाहरण--( १) य' - १६य+ ३०८० इसका परिचिद्धन्न 
मूल निकालो । 

यहाँ श्रल्त पद्‌ ३० को निःशेष करते घाल्े भाग द्वार 
२,३,५,६,९५,१०,३०,-- २,५०३) ५ ४, ०“ ९, “ ९१५,०० ९०, ““ २० । 

घनात्मक समूत्नो की प्रधान सीमा, समीकरण को 
थ (पर -१६)+ ३००० ऐसा लिखने से ५ हुई और य के स्थान 
भें -य का उत्थापन देने से ऋण घूलो की प्रधाव सीमा, 
य*-- १६य+१० ८० इसे दो से शुण फर य* को दोनों पदी में 
मिलाने से 

ये (यरे --३८)+य १-० ६० 5० इस पर से -७ श्राती है | 
इसलिये -७० और « के भीतर हारे को छुनने से क्रियोपयोगी 
संख्याये 

-६,-४५,-३, - २,२१२/५ ये हुई । 

पूरे समीकरण के पर शुणको को उल्लद कर एक पंक्ति में 

रखने से तथा पहले -६ से क्रिया करने मे 


३० च्_्टे ० १ 
न हे न ऐं 
- रेएऐ नं 


+४ यह अब -६ से निःशेष नहीं होता, क्रिया रुक गई, 
इसलिये - ६ यद्द समीकरण का सूत्र नही है । 
“५ से क्रिया करने मे 
३० - १६ ० 
न ६ न५, रे 


प्रिच्छिन्न छूल रैफ़्क 


यहां पूरी क्रिया उतर गई इसलिये -५ यह एक मूल हुआ | 





- से क्रिया करते में 
३० है. 
ज्क श्‌ँ छ 
- २६ 


-२६ यह -३ से निःशेष नहीं होता इसलिये क्रिया के 
दकने से -३े यह एक छूल नहीं हो सकता | 


-३ से क्रिया करने में 
३० -+१६ ७ १ 
“रैश “रण : 
-३१४. -१७ 
-१७ यह -३ स्रे नहीं निःशेष होता इसलिये क्रिया 
झुकने से -२ यह सूल्न नही है. । 
+ २ से क्रिया करने में 
३० १६ ० 
+१५ +>१५ +-+१ 
>> हे के 97 


यहां पूरी क्रिया उतर गई इसलियें ९ यह एक गूत्र.हुआ 
+ हे से किया करने में 
०. “५६ _. ० १ 
+१०. “३. -१ 





८ पे; पा ढ 


दर समीफरण-मीमांसा 


यहां पूरी क्रिया उतर जाने से ३ यह एक मूल हुआ । 
+» से क्रिया करने में 


३० - १६ ० १ 
+ ६ 
-१३ 
यहां -१३ यह ५ से नहीं निःशेष होता इसब्रिये क्रिया के 


'झक जाने से ५ यह मूल नहीं हुआ | इसलिये य* - १षय+ ३०८० 
इसके तीनो मृक्ष क्रम से -५, ९, ३ हुए । 


१०७--फ (४) ० इसका यदि एक सूल श्रहों 
और यदि य के स्थान में र+म का उत्थापन दें हो 
स्पष्ट है कि फ (२+म)5० इसमें र का एक मान 
थ -म होगा जहां अ, क दोनों अभिन्न हें । 

भर श्रौर म के अभिन्न होने से र का एक भाकः श्र-म यह 
अभिन्न होगा और १०६वे प्रक्रम की युक्ति से फ्‌ (२+म) में 
जो र से स्व॒तन्त्र पद फ (म) होगा उसे निःशेष भी करैगा। 
इसलिये यदि फू (म) को श्र-म निःशेष न करे तो र का मान 
आ- म नहीं होगा तब दिए हुए समीकरण में य का मान भ्र भी 
नही होगा । इसलिये र का एक मान अ्र- म है । 

परीक्षा करने मे सुभीता पड़े श्रौर फू (म) के मान जानने 
में भी थोडा परिश्रम हो इसलिये म को +१वा -१ भान 
लेते हैं। यदि फ्‌ (१) यह श्र-१ से और फ (-१) यद्द श्र+ 
से निःशेष न हो तो कहेंगे कि - फट (4)८० इसका एक सूल तर 





परिचिछिन्र मृह्त श्छ्ै 


नहाँ है। श्रव इस पर से भी अन्त पद को निःशेष करनेवाले 
हारे में से कौन क्रियोपयोगी नहों हैँ उनका पता लगा 
सकते हर 

जैसे १०७वं प्रकम के उदाहरण य* -- १षय + ३०८० इसमें 
पहले जो -६,-५,- ३,-२,९,३,५ ये खंख्यायें लेकर क्रियश 
छऋरते रहे उनमे 

फ (१)७१९ दृसमें -६-१८ -७ का पूरा पूरा भाग 
नहीं लगता इसलिये -६ यह समीक्षस्ण का झूज़ नही ही 
सकता । 

इसी प्रकार फ्‌ (-१)८ ए८ इसमें भी -६+१८०-५ फा 
भाग नहीं जाता इसलिये इससे भी सिद्ध होता है कि -६ को 
समीकरण का मूल न ग्रहण करता चाहिए। . 

इस प्रकार फू (4) -यर -शेयों -प्य-- १०७० इस उद्धान 
“रण में धनपूल्नों की सीमा ११, य के स्थान मे -र का उत्था- 
पन देने से और उचित रीति से समीकरण बचाने से 

ररै+- ३२श२- ३) नई-१०८5०. 

इसमें स्पष्ट हे कि र के धन सातो की स्लीमा $ होगी, इस- 
लिये य के ऋण मानों की सीमा -३ हुई । झब -३-आऔर १९ 
के बीच में अन्त पद्‌ १० को निःशेष करमेवाले +१ और -१ 
को छोड़ कर और हार” 

१०, ५, २, - २ ये हैं। 

इनमे फृ (१)5 -३० इसको १०- १८६ थह निःशेष नहीं 
फ्रता इसलिये समीकरण का एक मूल १० को न प्हणु करना 
चआहिए। 


श्द्न समीकरण मी्मांसा 

इसी प्रकार य*-२०य* +१६४प१-४०० 5 ० इस पूरे सी 
करण में डेकार्टिस को थुक्ति-से सर के न होने से य का कोई 
ऋशमान नहीं है तब स्पष्ट है कि दूसरे पद के गुणक को 
विरुद्ध चिन्ह का बना कर अहरण करने से यप्के सब धन मानो 
का योग २० होगा इसलिये य का कोई एक घन मान २० से 
अधिक नहीं होगा तब य के घन मानो की प्रधांन सीमा ९० हुई 


( इस उदाहरण में य के धन मानों फी सीमा जानने के 
लिये टाइहण्टर साहब ने जो समीकरण का झूपान्तर कर ग्रन्थ 
को बढ़ाया है वह व्यर्थ है। घनके भ्रन्थ का ११४वाँ प्रक्रम 
देखो ) और य का ऋण मान कोई है ही नहीं। 

इसलिये अन्त पद्‌ ४०० को निःशेष करनेवाले २० से अदय 
हार २, ४, ५, ८, १० ओर १६ ये हुए । 

ओर फ् (१)७ “९२२५ इसमें ५-१८४, ८--१:०७: 
१०-१०६ इनका निःशेष भाग न लगने से ५, म और १० 
इन्हे ऊपर लिखे हुए समीकरण के मूल' न प्रहण करना 
चाहिए। केवल २, ४ शोर १६ से परीक्षा करने के लिये 
१००५थ प्रक्रम की क्रिधा करो। 











२ से क्रिया करने में 
४०० २१६४ * २० पु 
“२०० न्न्र्द्ध ब्न्शर 
ब्- दे देप न्‍-फ् 


यहां भन्त में शू्य नहीं हुआ इसदिये + यह यूल नहीं हूं ! 
४ से क्रिया करने के 


परिच्धिन्न सूल रा 





>> 80७ १२६४ ब-गेएः 
१०० न-१६ -. “है 
4 ६७... + ४. »४ 


यहां क्रिया पूगी हो जाने से ४ यह समीकरण का एक दूल हुआ 
१६ से क्रिया करने में 
>- ४०० श्ध्ष न्-्गे० डर 
चल देह, 
१३६ 

यहां ११६ यह १६ से मिःशेष नहीं होता । इसलिये १६ यह 
समीकरण का मूल नहीं! है। इस प्रकार से दिए हुए समीक्षरण 
का परिच्छिन्न अभिन्न घूल् एक.ही ४ है। 

१०८--फ (य)5८० इसमें य के खब से बड़े शत के 
शुणकाडु से अएबच्तन देने से समीकरण के छोटे रूप में पर्दो 
के गुणकू अमिन्न न हो तो ३६वे प्रक्रम से एक नया समीकरण 
जिसमें रूब पदों से शुणक अभिन्न होँ बना कर तब १०५ 
पक्रम की क्रिया करमा आरंभ करो | फिर बये समीकरण के 
घूत्र से दिए हुए समीकरण के मूल तिकाल सकते हो | जैसे 

उद्ाहरण--( १) एफ (ब)वहयौ कक - इपकरल्टंस० 
इसमें यद्वि 4८३ तो ; 

फू (ब)5इक४-+ट कफ 
० से शुण देने से शभिनत्र समीकरण 
र) +२) १७र +- १५घघा०। 





इसका झगब्तर करने से धन उुल्नो की स्रीयर ५ हुई 


१८२ समौकरणु-मीमांसा 


र के स्थान में -र का उत्थापत देने से और समीकरण 


फो ३ से गुण रूपान्तर करने से ऋण मूलों की सीमा -८ हुई। 
इन दोनों के भीतर अन्त पद्‌ को नि शेष करनेवाली संख्याय 


१, ३, ९, ८९, “३, “४ ये हुई । 

शरीर फू (१)- ० | इसलिये र का एक मान १ है। 

फू (- १)5२२९। इसलिये र का एक मान --१ यह नही है। 
३ से क्रिया करने में 


१४५ -१९१७ १ 
न थे न्‍-छे ल्‍्न््दे 
रे बजे ७ 


पूरी क्रिया उतर जाने से ३ यद्द र का एक मान हुआ | 


५ से क्रिया करने में 
१४ “२७ रे १ 
के हे 
--ऐ 


»से -१४ इसके विःशेष न होने से ५ यह र का माद 
नहीं हैं। 





-३ से क्रिया करने में 
श्ध - २० र्‌ १ 
+ ४५ 
-२२ 


-3 स्रे “२२ इसश्रे निःशेष ने होने से र का मान -३ 
बह है। 


परिच्छिन्न सूत्र श्य्र 


“४ से किया करने में 
१५ १७ श्‌ 
रे डे ब्न- रे 
२० नर 9 


क्रिया के पूरी होने से -५ यह र का एक मान हुआ । 


इसलिये र के मान १, ३, --५ ये हुए और य ३ इसद्विये 
य के मान $, ३, -| ये लिद्ध हुए । 


इस पर से यह भी सिद्ध कर सकते हो कि जब फू (य)० 
इसमें य के सब से बड़े घातका गुणक रूपातिरिक्त कोई सख्या 
हो और सब पद के गुणक अभिन्न भी हो तो भी यह नहीं कहा 
जा सकता कि य का मान परिच्छिन्न अभिन्नाड होगा | 


१०६--4७वं प्रक्र में फ्‌ (५) और फ' (य) के महत्तमा 
-प्त्तन परम्परा से दिखला आए हैं कि फे (२)-० इसके 
कितने घल दो बार, कितने तीन बार इत्यादि आते हैं.। यदि 
फू (3) में सब पद के गुणक परिच्छित्न मूल के होगे तो स्पष्ट 
है कि ९६व॑ं प्रक्रम मे जोया,, या, इत्यादि के मान ओवर 
उनके पद के गुणक भो सब परिच्छिन्न मूल के होगे | इसलिये 
यरि फू (.)८० इसमें य क| एक ही कोई मान त यार होगा 
तो पह अ्व्यक्त मान या 5 ० इससे जो आवेगा वह परिच्छिन्न 
मूत्र का होगा क्योंकि एक ही अव्यक्त मान जो द बार आया 
है उसका एके दी मान या/5८० इससे निकलेगा। इसलिये 
बात यद् य के एक घात का खण्ड होगक्र्थात्‌ बात न भ्रयं >क इस 
रूए का होगा जहाँ ऊपर की युक्ति से श्र और क दोतो परि- 


१८8 - समीकरण-मीर्मांसा 


चिछुन्न मूत्र के होगे। इसलिये त वार आए हुए श्रव्यक्त मान 
की संख्या यात5 ० इससे परिच्छिन सूल द्वी की होगी। 

इस पर से नीचे लिखे हुए तीन विशेष उत्पन्न होते है. 

विशेष-. १) यदि किसी घव समीकरण में सब पद ' 
के गुणक परिच्छिन्न मूल के हो और १०५वें प्रक्रम की युक्ति 
से उस समीकरण का कोई सूल्न परिछ्छिन सूल का न आये 
तो उस घन समीकरण के सम्रान सूल न श्रावंगे। क्योंकि 
यदि समान सूल होगे तो एक सूल तीन वार आवेगा वा एक 
सूल दो बार और दूसरा एक बार आबेगा। दोनों स्थितिओं 
में ऊपर की थुक्ति से एक शत्न परिच्छिन्न घूत्र का होगा 
जिसका होना कट्पना से विरुद्ध है । _ 

(२) यदि किसी चतुर्घात समीकरण में सव पद के 
गुणक परिच्छिन्न सूल के हो और १०५वे प्रक्रम की युक्ति से 
उस समीकरण का कोई सूल परिच्छिन्न मूल का न आता हो 
तो ऐसा नहीं हो सकता कि उस चतुर्घात समीकरण का एक 
मूल चार बार या तीन वार आवे, क्योंकि ऐला होने से ऊपर 
की युक्ति से वह मूल परिच्छिन्न होगा जो कहपना से विरुद्ध 
है | इसलिये यदि इस चतुर्घांत समीकरण के सूत्र सयान होंगे 
तो दो बार एक यूल् और दो बार दूसरा मूल आवेगा | ऐसी 
स्थिति में प्र (५)-० इसमे फ (५) यह एफ पूरा पूरा वर्ग 
होगा । 

(३ ) यदि किसी पश्चवात समीकरण में सब पदों फे 
ग़ुणक परिरिछुन्न मूल के हो और १०५वं प्रक्रम की युक्ति से 
उस समीकरण का कोई मूत्र परिच्छिन्न यूल का न हो तो उस 
पशञ्मचघात समीकरण का कोई मूत्त समान न होगा। क्योहि 


न्‍ 


परिरिद्चन्न पूल श्ष्पू 


यदि एक मूल चार वार आवबे और दूसरा एक वार तो जो 
चार चार-आचेगा वह ऊपर की युक्ति से परिच्छिन्न होगा जो 
क्हपता से विरुद्ध है। यदि एक मूल दो बार, दूसरा दो बार 
और तीखेरा एक बार आबे तो ऊपर की युक्ति से तीसरा 
परिच्छिन्न दहरेगा। यदि एक मूल दो वाए और दूसरा, तीसरा 
और चौथा एक एक वार आवब तो जो दो वार आया है वह 
परिच्छिन्न ठहरेगा। यदि एक.-सूल तीन वार और दूसरा दो 
वार आवे तो दोनों परिच्छिन्न ठहरंगे। यदि एक मूल तीत 
घार और दूसरा और तीसरा एक एक वार आये तो जो तीन 
वास आयेगा वह परिच्छन्न ठहरेगा। इस तरह से हर एक 
स्थिति में एक सूल्न परिच्छिन्न उहरता है जो कहपना से 
विरुद्ध है। - 


अभ्यास के लिये प्रश्न 
१। परिच्छिन्न मूल से क्या समभते हो | 


“ ३|य४ - स्यर - श्श्यरे + रेष्य- २४८ ० इससे ये हे परि- 


चिछुछ मान बताओ | - ड० १,१,३, --४। 
हे | रेप! - रश्यर* + श्श्यरे +- ३१श्य-३० ८० इसके परि- 
चिछुन्न मूल बताओ | उ० १.२५ । 
8। य +ये - रयरे + श्य--२४ ८ ० इसमे य के सब पाल 
बताओ *.. छड० -३,१९,+२५/:८ 
५। या -श्यर- १४२९ + ६पय- ६० ८ ० इसके सच मल 
चताओो | 3० २,३,३, -५। 


है। य - ररेयश! +१६०य३ +- रेश्यरे -- श्श्य+ ६० ८ ० इसमें 
य के परिच्छिक्ष मान बताओ। -- - ० १,८,१ १६, 


है 
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७] ये - रध्य* - भेश्य' +११्य- श्श्प+ ६० 5० इसके 
परिच्छिन्न मूल बताओ | उ० १,- ३, ३० । 

८। फू (()5० इसमें अन्तिम पद्‌ जोय से स्वतन्त्र है 
यदि विषम संख्या हो भौर फ (१) यद्द भी विषम संख्या द्वो तो 
फू (१)८० इसमें य का कोई श्रमिन्न परिच्छिन्न मान न होगा। 

8। फ (3) ८० इसमें यदि फू (०) और फ (- १) दोनों 
विषम संख्या हो तो फू (५)०० इसमें य का फोई श्रमिन्न 
परिच्छिन्न मान न होगा। 


न्‍कलअपम कल कनकन-क न नननन-म-ना-म-न- मनन. 


११-समीकरण के मूलों का आनयन 


है] 

११५--जिख रीति से धर्मादे समीकरण के सूल्न निकाले 
जाते हैं उस रीति को मूलानयन कहते हैं । 

बीजगणित से किसी वर्गसमीकरण को यो + पा य + घार० 
इस प्रदार का बना सकते दो जिसका पत्तान्तर से य*+पाय 
| -बा ऐसा रूप होगा। दोनों पक्षों को ५ से गुण कर पार 
छोड़ कर धर्ग घृल् लेने से 

श्य+पा८+4/ पंणाप्रश | पकझ-----> पा ध्स्ष्ा 

इस पर ले य के दो मान घिद्ध होते हैं जिबले गुएय गुणक 
रूप खण्ड में दिए हुए समीकरण का 


(०२४०) [० (न्ट्) ।« 


ऐसा रुप होगा | बीजगणित की साधारण रीति से यह 
फ्रिया प्रसिद्ध है इसब्वििये इस पर कुछ बढ़ा कर लिसना फेवल 


लमीकरण के मूली का आनयन १८७७ 


ग्रन्थ को व्यथ बढ़ाना है। इसलिये आगे घत समीकरण पर 
विचार करते है । 
१११--किसी पूरे समीकरण पर छो ३६वें प्रकम की 
युक्ति से उसी घात का एक नया समीकरण बना सकते हो 
जिसमें दूसरा पद उड़ जायगा । इसलिये घनसमौकरण पर 
से एक ऐसा समीकरण बन सकता है जिसमे अ्रव्यक्त का 
घन, अव्यक्त का एक घात और व्यक्ताडु रहे पर अ्रव्यक्त का 
वर्ग न रहे | इसलिये जो घतनसमभी करण 
यर+पय+त८० ऐसा है उसी में य के मानानयन का 
विचार करते है 
११२--कह्पना करो कि दिया हुआ समीकरण 
यर+पय+त-० ऐसा है। 
इसमें कल्पना करो कि य८२+ल तो समीकरण में इसका 
उत्थापन देने से 
(र+ल)र +प(र+ल)+तऊ८ ० 
था र+लर+(र३२रल+प) (२+-ल)+त८०- «* * « (१) 
इसमे मान लो कि र, ल ऐसे है जिनके वश से ३२ल+ पर० 
होता है तो 
त्ञ्८ः जबरन 3:48 23% 50% ० (२) 
इसका उत्थापन (१) में देने से 
२१ +(5२) +त८० 
बे २ +तरर-. न झ्० 
इस पर से र२८- ३ + ५/ (7 + २६) हे 
और व ८-व-२+-ईस४ (६ + हक) 


र्घ्द समीकरण-मीमांसा 


यहां र और ल के परस्पर बदल देने से कोई भेद नहीं 
पड़ेगा इसलिये चिन्ह युगल के स्थान में २* में धन और ७० में 
ऋण लेने से 


२ डे ९ 
+(-३+५/(+ २०) 
ये । ड्र्ः हु क | 
रे रे 9 
कं मल तप हर मत व मम 
। डर न कक (१) 


१०२ प्रक्रम के (१) उदाहरण से १ का घन यूत्न १, घा, घाे 
है इसलिये यदि -पू + ५ (< + हुए) इसका एक घन मूल 
व्यक्त यण्ित से म संख्या तुल्य श्ावे तो ८५ प्रक्रम से इनके 
तीनों घन मूल म, मघा, मघा* होंगे। इसी युक्ति से व्यक्तमणित 
से यदि -३-५/ (पे + हहु) इसका एक घन्र मूल न संख्या 
ठुल्य हो तो तीनों घन सूत्ष नघा, नपा) ये हैं। 


इस प्रकार से य के मान ज्ञो दो संख्याओं के घन मूत्त के 
थोग ठुल्य श्ता है उसके प्रत्येक घन मूल्ों के तीन तीन भेद 
होने से नव मान आवेगे परान्तु घतसमोकरण में य के तीन 
मानों से अधिक नहां हो सकते। इसलिये य के नव मानों में 
से छु मान अशुद्ध होंगे और तीन मान शुद्ध । इनकी परीक्षा 
के लिये (२) से ज्ञो रल 5 - १ यह सिद्ध होता है उससे क्रिया 
करनी चाहिए | 


कह्पना करो कि रत्म, ध/एलझ्न। मं और न ऐसे हैं 
क्षिनसे मन -पर यद टीक हे ऊरण है तोम और न को 
द्व मात्र कहंगे। और वहि २० श्, छ ना तो 


समीकरण के मूलो का आनयन रघ् 
रलन्मन-धार >मन | इसलिये म घा और न-धा* ये दो भी 
ब्रह्म होगे । 


इसी प्रकार यदि रज्म-घा' और बन्न-धा तो भी 
र्लब्मन-नवार नमन। 


इसलिये ये दोनों मान भी प्राह्मय हैं। इन पर से य के तीच 
मान क्रम से 


म+न, घाम+धार न, घास प+घा न, ये होगे । 
र ओर ल के और मान लेने से रख" - १ प ऐसा होगा 


“१ ऐसा नहीं होगा इसलिये उन मानों को न अहण करना 
चाहिए। जैसे 


उदाहरण-( १) ये - श्य- १६४८० 
इसमें प८:-५ और त८ - १२ 


इसलिये | -६+०,/ (६+२) | 
जज 
(६ नः हे है २.३८ कं दर 


इसी प्रकार 
॥ षु बज हक रे 
॥॒ घ्चद (६- न ् हे 


इसखिये य८>२-३+ ७ डे 


१६० समीकरण-मीभांसा 


इसका उत्ापन देने से समीकरण ठीक हो जाता है; इस- 
लिये य का मान यह ठीक ही आया | इसलिये य- ३ इसका 
समीकरण में भाग दे देने से 


य + रेय+ ४०० यह हुआ। 
इस पर से य के दो मान पल ये और आ जाते हैं । 


ऊपर जो घन मूल का मान है उसके जानने के लिये बीज- 
गणित से सब्र साधारण फोई रीति नहीं उत्पन्न होती | इसफे 
- लिये गणित क्रिया से आसज्न मान निकालना चाहिए श्रथवा 

५ 

ह्वियुकूपद सिद्धान्त से (६ र्क ्््) ३ इसे फैला फ़र तब 
असप्न मान निकालो । 

ऊपर जिस रीति से घनसमीकरण के भूल निकले हैं उसे 
कार्डेन ( (2709॥ ) साद्ेब ने निकाक्ा है। इसलिये उनके 
आद्रा्थ काडन की रीति (0थ0श7'5 ४0]पए07 0० 4 ८ए।० 
€१०४/॥०॥) कद्दते है । 

११३--ऊपर घनसभीकरण में भ्रव्यक्त के जो मान 
दिखलाये गये हैँ उन पर कुछ विशेष विचार करते हैं। 

कल्पना करो कि प और त संभाव्य संख्या हैं तो प और 
त के मान के वश से र' और ल' के मान सभाव्य और 
असभाव्य दोनों हो सकते है । 

पहिले कछ्पना करो कि मान संभाव्य हैं शोर पारीगशणित 
की रीति से क्रम से र' झोर ल' के एक एक माद मे श्रौर घ हैं 
'तो इस स्थिति में दिए हुए समीकरण में य फे मान क्रम से 


समीकरण के मूलो का आतयन १६१ 
म+न, मनधा+नथा रे, म-घारे + न था ये होगे । 
इनमें पा के स्थान में इनके मान ध् श्सका 


उत्थापन देने से य के क्रम से मान हे 
मन, - | (+न) + ई (म-न) ५/ ८६. 
- | (मन) - $ (म-न) 4/ ६ ये होगे। 
यदि म और न तुल्य न ह तो इनमे पिछले दो माल 
' असंभव होगे। यदि्‌ मं और न तुल्य हो तो पिछले दो माच 
समान होंगे ज्ञिनकी संख्या -म वा --न के तुल्य होगी । 
ऐसी स्थिति में २ ५ -ल*, इसलिये है! + ६ -० । इसके 
व्यतिरेक से कह सकते हो कि किसी घतसमीकरण में अब्यक्त 
के तीनों मान यदि असमान और खंभाव्य हो तो र' और ब* 
के मान असस्भाष्य होंगे । 
अब कहपना करो कि २१ और त' दोनों असंभाव्य हैं तो 
६+ 5 यह ऋण संख्या होगा और १५वं प्रक्रम से २' और 
जल के घतसूल क्रम से मरूम|कन(प, नरम, -न भर 
ये होगे। इस स्थिति में दिए हुए घनसमीकरण में क्रम से 
अव्यक्त के मान 
मकन, (5७ कम, कि १-१ 5 रेम), 
म+न३९/ :र)घा+(म,- न (१/:7)वारै८-म, न २६ 
और (म+म श-३)घारे + (म, -ने३- 2गर-म , +न 5३ । 


११४--ऊपर जो अ्रव्यक्त मान लिखे हैं उनसे स्पएट होता 
है कि यदि दिए हुए घनसमीकरण में भ्व्यक्त के तीनों मान 


१६२ समीकरणु-मीर्मासा 


अखमान श्रोर संभाव्य दवा तो व्यवहार में कारन की रीति से 
काम नहीं चल्न सकता | क्योंकि इस स्थिति में र' और लग 
असभाव्य है | यहाँ बीज गणित की युक्ति से यद्यपि जानते हैं 
कि इसका कोई न कोई अखसाव्यात्मक सूल निकलेगा तथापि 
पाटोगणित की युक्ति से उन घनयूल्नों के मान नही ज्ञान 
खकते जिसके लिये इतना प्रयास किया गया है। इसहिये 
ऐसी स्थिति भें कार्डन की रीति से काम नही चलेगा । जैसे 


उदाहरणु-[ १ ) यर-१श्य+ ६८० 
यहाँ त८ +६ और प्‌5८ - ६११ 
इसलिये “7 +५/त ५ एफ ०-४६+५/ हट हप् 


5 डे + फुष्श ९७५ 2 कल 


अब यहाँ यह नहीं जान पड़ता कि -६+ बन 7 कमर 
इसका व्या घनयसूल होगा । 
उदाहरण--( ३) या - १श्य- ४४० 
यहाँ त८ ४ और प८ - १४ 
इसलिये -३+१६+ हद न ३+४-प7रइ् 5 २+ ११ 4-7 
इसलिये य5( २+११५/:८)२+(३-३१५/:7)६ 
श्रटकल से (१+११५/- ३ २+५/:7 


र्‌ 
और (१-११५/८-८१)*५४२- 4५/:7 
इसलिये य का एक मात २+५/८०३+२-५/-१ 5५ हुोआ 


समीकरण के मूलो का आनयत शव 


दिए हुए समपोकरण में ए--४ का भाम देने से 
--. यो +श्य+१८० 
इस पर से 4 के ओर साव -२+ -२-९/३ ये 
आ जाते हैं| 
इसलिये जहां असंभाव्य का घतघूल अटकल से निकल 
आधे वहां पर दगडन को रोति से य के मान आ जाय॑ंगे। 
११४--यद्यपि अ्रसंभाव्य संख्या के धनपूल का ठीक 
ठीक पता लगाना कठित है दथापि ठिययुक्पद्सिद्धान्त से 
घनपृल का श्रासन्न मान निकाल सकते है। 
कल्पना करो कि अभ्र+ क,/ “प इसका घव्ूल निकालनह 
हैतो यदि अ>क तो 


«५९% है 
(अर+क/ 5) >अर (१+-क४/ 7) 
न्त्रो (१+६ हि: 3 कि 
हे श्र 
“हर -ह९ ३ न न-5 ) 
के पे ६, कि० क्ल्गे 
यहाँ क्लु के रूपए होने से आगे जाकर -| यद बहुत हे 
छोटा होगा जिसके जआ्ञागे सब पदो को स्वब्पान्तर से छोड 
सकते हैं। 
| 


यदि ग्र< ८ तो 
“६ “7३(क-अ(/-३) 


( कफ / - 
है?) 227: अर -+---ऐ हे 


सिय ] 


१६७ खसमीकरणु-मी्भासा 


इस पर से पू्वंवत्‌ आसन्न मान निकल आवेगा। 


जैसे १(४व प्रक्रम के (१) उदाहरण में - हे ४१०४ 





इसका घनसूल निकालना है तो यहां $, कर 
ओर अर < क इसलिये 
है. ५ श्र 3 
घनसूल - कर // “८5 (१ -+->-१/- ')* 
ता 
96% १ 
--00) (७: ४०) 
५१९७५ 
| 
(पा 975 (१+! 6 रू ४ 
(१७४ 
१ 
+ पर डर ०्०्श्यर १ ््रः “है 
कोष्टान्तगंत केचल चार पद ले 
घनमूल--(५/ 9) /+(१+ | ७/-' 
(१७५ 
| 
न न “य्छे 
३७५५%१७४५ ड़ 
३४०५८ ... 
जा हम अ के | ४ लिप 
३ १७०५ (१७५ 


*ह6) ४० 


इकआ. िशाननाका, १ 4 ४) ( न &43+ ++ 4 ++5 जल 
(६ ” ए-॥ नजर कक २+-१९०५१ 


समीकरण के मू्रा का आनवन श्र 
587 बनने 
3 ( -३१ ०५१५/: ) 
३५ » १३-२२ कह 
१-8 ( २३०७-३१ २५१५/-१ ) 


“*१६३३-१०५१५१६१/-२ 
और. ३६३३+१ २५१७१ ६/77 


कि ४ ते पर | दे 
| ] ५७(५*: | 
इसलिये य > । >न- / (क्+य | 
त्त कक डे 
+ई+-- 2 हक 
| २३ ( ४ 
र का पहला मान ज्ञो -३६३३-१ ०४१५१६५८-६५ 
+'"र६२३२-१६६७, /-7 यह आया है इसे बा _ 7 ४-२ 


+ 7 औ+-7४/-१५७--५+ ८६६२/ ८ इससे गुर देने 
से र का दूसरा मान 5१ ५३३+ १३३६, / -:। 
ल के पहले आए हुए मान को घाे से गुण देने से 
५ इंसरा मात ८१५३३-१३३६,/ 7। 
दोनों को जोड़ देने से य का दूसरा मान ३ ०६६ यह हुआ । 


इसमे दशमलब को छोड़ देने से य5३, इसका उत्थापन 
खमाकरण मे देने से समीकरण ठीक हो जाता है। 


१६६ खयीए रख-मोर्मासा 


हा 


इसलिये २ - १श्य+६ ८ (य-३) (ये + ग्ेय--६) ० । 


ये + श्य-- ३८०० पेसा मानने से 





“7-०१. २४५ “र२-:८४४५ 
7 | प््न्ण गजल तर ० १४४ ४८ | 


"| 
इसलिये रचह्पान्तर से य८ ७६ वा य८ -- ३१७६ | 


ऊपर पहले य का जो मान आया है उसमें दो ही दशमलद 
अहण कर तो यही ०६ य का मान ठोक आता है | 

पहले छियुऋपद्‌ सिद्धान्त से र और ल के जो आसच्न घन 
मूल आए है. जिन पर से ब> ५६ हुआ है उन्हें क्रम से था 
ओर घा' से गुण कर दूसरे घन पूत्नों के भान से य८ १ ऐसा 
आया है| यदि उन्हें ऋ्रम से घा' और पा से शुशकर जाड दो 
तो य का तीसरा माल - ३७६ यह आधेगा। 

इस प्रकार हियुकूपद्‌ सिद्धान्त से अखंभाव्य संख्वाओं 
चत आसत्न प्रमप्रत्न जान उस पर से स्व॒ल्पान्दर से य के मान 
ञआा सकते हैँ। इसलिये व्यवहार मे जहां घररमूव »खम्भव 


संख्या में भ्रावेगा वहां य के आसन्न मान काइम की राति से 
जान सकते है | 


११६--ऊपर "हो प्रक्रमों से जाम प“्वा है कि 
थे +पय+त+० इस समीकरण में कार्डेम वी रीति से बिन 
रिश्रम य के साथ था जायेगे यदि 7 + 77 यह घन खसख्या 
अर्थात्‌ वदि प धन संख्या हो अथवा प ऋण होकर 
ता > ५६ ऐसा प्र्थात्‌ २५ व > ४प' ऐसा हो । न स्थितियों 


-सम्मीकरण के मलों का आनयत १६७ 

में य के दो मान अ्रसंभाव्य होंगे। और यदि >४व' इससे प* 

का संख्यात्मक मान' अल्प हो और प ऋण हो तो य के सब 

मान संसाव्य आवंगे परन्तु कार्डब की रीति से य के मान 
सिकालने में सुभीता न पड़ेगा । 

यदि प ऋण हो और _ +उ* ८० तो दिए हुए समी- 

करण में अव्यक्त के दो माव सम्मात आवेगे जैसा कि १११व 


ग्रक्रम में लिख आए हैं तव ११२व प्रक्रम से म और न के मरने 
5 .ै 


५-३ इसके समान होगे और व के सातर क्रम से रम,-म, 
-म ये होगे। 


प्रत्येक स्थिति मे यदि ठीक ठीक य का एक मान आ जाय 
वो उसको य में घटाने से जो ऋष्यक्ताक्षक एक खराड होगा 
उससे दिए हुए समीकरण में भाण देने से जो लब्धि पूरी 


पूरी आधेगो डसे शल्य के समान करने से वाक्ती य के दो मान 
अ् जायेगे । 


११७०--पूरे घर समीकरण से द्वितीय पद न रहने वाला 
खमीकरण बनाने से ध्ब्यक्त के मानों मे पूरे घनसनीफरण के 
चुद चश ध_या स्थिति होगी इसके लिये एक प्रकार लिखते है| 
कढह्पना झुरो कि पूरा घतसमीकरण 
आयरे + ३कयरे +- वेखय + रा ० है । | 
इससे यदि य- १-३ तो इस पर से नया समीकरण 
वर +प्र+त- ० ऐसा होगा जहाँ 
पंजज शक त> ._रैखक  शेकर 


झपे अर अर आअ बे 


श्द्ट समीकरण-मीमांसा 


काडन की रीति से 
वबछ८ ॥ हर बे रख 
२ ४ २७ 
"(4४ 
३ ४. २७, 


यदि य के दो मात समान आयेंगे तो यलव- 3 
«« वन्य + हु इक्ष पर से स्पष्ट है कि व के भो दो मान समान 
होगे । 
इसलिये यहां भी ११३व प्रक्रम से 

जे +पद न (रक-3अकस +अरेग)" + (अप -करे)३ ० 

, ऐसा होगा जिसका रुपान्तर वीजगणित से 

(आरा-कख्)' - ४(क' --श्र ख) (सर --कग) ८ ० ऐसा होगा | 

इसलिये पूरे धनसमीकरण के पदों के गुगकों में ऊपर 
जो स्थिति दिखाई गई है वह यदि पाई जाय तो कहेगे कि 
य के दो मान समान होंगे तब फू (4) और फ' (य) के 
महत्तमापवत्तेन से य के उस समान मान को जान सकते हो। 

११८--क्रभ्मी कभ्मी घनसमीकरण के पदों के सुणक इस 
प्रकार के होते हैं कि उन से बीजगणित की साधारण रीति से 
अव्यक्त का मान निकल श्राता है। 

जैसे उर्दादरण-- 
(१) यार + रेय 5 अ--!- तो इसे 
ये + रेय 5 (अ--६५)) - रे(अ- कर) ऐसे लिख 
सकते दो। 


समीक्षरण के घूलो का आनथन १६8 


इस पर से 
पर-(अ- ६)+ शय-(अ- 0) * ९ 
इसलिये य का एक सान त्र- २ यह हुआ | 
(्‌ ्‌ ) य* +अप' +कय +ग> ० 
इसमे जानते हैं कि शञ्रग कर ता समशोधव से 
“ये #य्यपरे +- फय +ग। 
दोनों पक्षों को श्श्न ह से गुणने से 
+ रेअकय ८ इञ्म का + इश्क य+गरे । 
ग पत्तों में क्रेय' के जोड़ने से 
और -रेअफपर ८ अरेयरे >२ेअपकयरे +हेग्रको य +ग* 
ह् (अय+ग)- 


डे 
घन मूल लेते से य/अरेणाश्भक चश्रक+ग 
गा 
(अर --अ्श्रक से े 
१(१६---ब३ + प्प्+त८० इसमें यदि प ऋण होकर 
३७ की संख्यात्मक मान हूँ. इससे छोटा हो था ५ धन दो तो - 
जिकोणमित्ति की युक्ति से सारणी के चल स सहज में अव्यक्त 
के मान जान सऊते हैं। जैसे पहिले मान को झ्िप घ॒त दै 
तो कार्डन की रीति से 


(5 
(रा 


यपः 
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इसमें मानों कि (८ 7 स्पप, तो इसका उत्थापन देने से 


४ 


८(-३३%)+(-इईक) 
मे (्‌ का त) इ । 0 हर (! ) ३ । 
(जलन | (गज १)- (कर) | 


च्ट वीज्या रे प-ज्या* ५ | । 
(५ या है ॥| 
दूसरी स्थिति में जब प ऋण ओर ६ इसके संख्यात्मक 
आन से ह यह वडा है तब माय लो कि हर ८०? ग्याऐप | 
इस पर रो 


ब- (- लक) +(-(- कक) 
(-9 ((«०३)०(०१) 


त्रिकोणमिति सबा्धी सारिणी से ज्या३ इत्यादि के मात 
ज्ञान लेने से लाघव स य4 वा सावन आ जायेगा | , 
१२०--यढि फू (ब]5(य-अ) (य-क) (यलग) 
« ओपय-श)- को पि-र)->ग) (ब>ग)-रेअकरग ८ 
(य-आ) | (को (य-ग) “अर |-( को (य-क कगार 
(य-ग)+ ब्यकर्यगा | ह० 5 ** ६.८०: ७ ॥( १ ) 


समोकरण के मूली का आनयन २०११ 


तो इसमें यह सिद्ध ऋरता है कि य के सब माच संभाव्य होगे ! 
(य-क) (य-ग)-अ * २० इस बर्गसमीकरण में अर्थात्‌ 
२.य(क+ग)+कग >भ्ञ हू ० 
इसमे य के मान 


क-+-ग_ ७ रन गे (कग झ्‌े 


नग छः + रकंग + गे -- धक्ग + शञ् 
ये मेले 4020 220 मलिक 22537 5 8] 
४ 


ककया | २ ५ 
कम हे ( ८0 न 
२ २ क्क्च्गं नाष्अ 


यहां मल्लचिन्हास्तगंत संख्या का मृत इपष्ट है कि जय 
का ग |. क्लञय 


है| 








से अधिक आवेगा | इसलिये य का एक्र नान 


ञक इससे बड़ा होगा और क से ग को वड़ा मान लिया है 
क्योंकि ऊक्‍-ग इसे घव समनते हैं। इसलिये य का छक्न मात 
क और ग दोनो से बड़ा होगा । 


कृ+ग कनन्‍म 


इस प्रकार थ का दूसरा सात ५ ० “7 इससे भी 
छोटा होगा | इसलिये वह ऋ और ग दोनो से छोटा होगा । 

कहपना करो कि य का वड़ा मान वे ओर छोटा मान न है 
वो फू (ब) में +००, ७, ज और -०० का उत्थापत देने से 
फू (००), फ़(च) फ् (ज) फू (-००): 
के००, - (के बच-क के गे *ब-ग) 


के (की क्->जताग अग-ज), ८ 
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यहां तीन व्यत्यास हुए इसलिये ०० और च के बीच 
अव्यक्त का एक मान जो च से बड़ा होगा दूसरा च श्रोर न के 
बीच ओर तीसरा ज से छोटा ये तीन सभाव्य मान होगे | 

यदि च और ज तुल्य हो तो वर्ग समीकरण में सूल चिन्हा- 
न्तर्गत संख्या का नाश हो जाना चाहिए इसलिये श्र ८० 
और कन्ग 
तब फू (य) 5 (प- तर) (य-क) (य-क)--ग *(य-क) 

८5 (ब-क) ( (य--श्र) (य-क) > सा ८ ० 

इसमे जो 7> क ८० तो य-क 
ओर जो (य-अर) (य-क)-ग/ ्यरे - य(अ+ क) + भक - ग ० 
इससे य ८ _ के र्नः 3: (अर - क) रे आारे 
- इसलिये य के तीनों मात सभाव्य हुए | 

यदि च का उत्थापन देने से फ (य) शल्य के तुद्य हो तो 
स्पष्ट है कि फू (५)-० इसमे अव्यक्त का एक मान च है और 
ऊपर व्यत्यास की विधि से सिद्ध होगा कि श्रव्यक्त का एकऋ 
मान ज से छोटा होगा । इसलिये पट ()- ० इसमे अव्यक्त 
के दो संभाव्य मान आने से तीसरा भी श्रवश्य संभाव्य होगा 


क्योंकि किसी समीकरण का संभाव्य मूल जोड़ा जोड़ा होगा 
_ शद्षवां प्रक्रम देखो ) | 





१२१--इस प्रक्रम में घनसमीकरण के कुछ उदाहरण 
“क्रिया समेत दिखलाते है । 


(१) य* + क_य- २०८० इसमें य के मान बताओ। 


समीक्ष रण के सूलो का आनयन २०३ 


यहाँ कार्डत की रीति से प८ ६, त८ --२० 


| ७ 


इसलिये य5( १०+ ९४१०८) +( १०-+६१०८ )* 


3 हि 

आसने मान से (१०+ २८) ८२ ७३२० -+->-- “आर 
डे 5 

(१०-४१०८) ८ - ७३२ - -* - 
इसलिये य८ ९ इसका उन्थापन समोकरण में देने सटे 


समीकरण ठीक होता हैँ। इसलिये य का एक मान २ यह 
ठीक ठहरा | 


सका समीक्षरण म॑ भाग देने ले ये + श्य + १०८० 
यह शआंया | इस पर से य के ओर दो मात --१:१५/ 
ये हुए । 
यहां भ्रटकल्न से ठीक ठीक ( १०+ पर ८ ३ै+ ३ 
_ १ हि का 
और ( १०-५/ १०८ )१०१-५/ ३ इसलिये दोनों का योग 
२ यह य का ठीक ठोक मान आता है। 
(२) य१-३,/३ य-२७० इसमें अव्यक्त के मात 
बताओ | 
यहां त- -१, प ८ -३३/ ३ । इन पर से 
१ पिया 
ु यर(१+३/ - १) +(१०९/ -९)* 
अब अटकल से 


-प ४ _ ४ रे ८-१ 
न ४र २४८३६ 





५-३ 
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_ ३ डिक (३० ___ 
और रे ७ ३) न आधा सडक रू 
(१-५/ - १) प्र पक: १ 
इसलिये 
नि की कि 
र 





विश ३ जूक श्‌ ६ 
ओर य के दो मान “पे -इ:८ ये आबेगे । 
१८ ५ २ 


(३) ११०वें प्रक्रम में फू (य) के प्रथम खण्ड में आए हुए 


चरगलमीकरण का मृल् च कप पएय (२)>० इसके एक मूल के 
शतुल्य होगा | 


(फ (य) के प्रथम खण्ड में आए हुए पर्ग समीकरण 
य-क) (प-ग)-अ' 5० इसमें व का उत्थापन देने से 
(च-क) (च-ग)-अश्रपि ८०. * र (१) 


दूधरे खण्ड में भी च का उत्थापन देने से वह भी शूत्य के 
मुल्य होगा धयोदि पंप (3) ०० । 


इसलिये कर (२-क)+ग रे (च-ग)+ स्प्रकय[ 5०. (२) 
(९) से अर का मान आन (२) ने उसका उत्थापन देने से 
कर(च- क) +ग (व - ग) + रक ग/ (च-..क)(च-- ग)-० 

इसलिये [क',/ (बच-क) + ग 4/ (ब-ग)) ८० 

और ३ "३/७>क)नगा तय "० 


समीकरण के मूलों का झवनयन र्व्फू 


(२) और (३) से 
गा ञ्का 
चं->क ८ -- प्र अ-ग॒झ -+----- «० ***« न्लन्नष्ट 
आर न न किन कक ४ ७६ बो४४४५४०४०००२३ नई 
ष्क़ य़ 
इस (५) से शुणका की ह्थिति स्पष्ट होती है । 


(४) भुझ् और करण का अन्तर भ्र और चेत्रफल पर हैः 
तो भज, कोदि आर करण का बताओ | 


मात लो कि भुज्र लय तो करण >य+अ और कोटि हू 


रे रे 
भु+ को न्य + नाक के व्यर + रेअय + आर 
हि 


छेद्गम भोर संशोधन से 
स्थयर +ञ्र ये -- ४प्य - ० 
२० का भाग देने से 


है मय 8 6 58 
पी म जिल्नज लकल (१) 


ञ्् 
सादव ता छ्विय८व-- 
६ 
0 डे .] ह2। घर द्््ः 
दा ये “दर -.. वो |... -- --.... 
२ 7२ २१६ 
२ इे 
अर घर अब कल 82 + ० 
हि 4 द्‌ छ्रे 
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रे ३ शफाओे 
यरेक पर-- 0. व. ब+ 0 


कन्नकक घ्य्० 


्‌ ञ्र / शर श्ण्प ञ््र 





ध्वर - पव-+-त८० 
ञ्् अे र२एफ्ा 
हे दि १२ श्ण्घ न 


अब काडन की रीति से व का मान जान कर उस पर से 
थ का मान निकाल सकते हो | 

(५ ) अ्रय + शक ये + २खय +गर ० 

इसमें यदि य के मान भर, , भर. और ४५ हो और अर -अ, 
४अ३-अ३ हो तो छ,व, के रूप में क॒ का मान निकालो | 

यहां ७. -अ, >+अ३- अर रेअ, रू, न अ॥ 

और श्थ त्थ(+ 9५ +अ३ 5 - के ( शव प्रकम का 
थूवाँ प्रसिद्धार्थ ) 


> के ये के 
“« अ २-5 । इसलिये य का एक मान -ड]ूँ- इआ। 


इसका उत्थापन फू (य)८5अय +रेक ये + रेखय + ग८ ० 
इसमे देने से 


न-श्र श्फ शेख ग 
5 __ रक _रेखक _ रकरे 
श्र झा श्र 
कि रननरनेमनननकनननमननत- नली नल वन बन त-++ कर -.--“-““““उ्क्य्त्च्चपततयतयघवघतघयवघवतत अलननलओत मर 
ख परे 
श्क रेख- या 3040 मिड 


समीकरण के मूली का आवयन २०७० 


खत 


रा---- +-८ यह अवश्य शूल्य समान होगा। इस- 
लिये इसे शल्य के तुल्य कर दोनों पत्तों को अर से गुण देने से 
गञ्मरे - शञ्रक ख॒ + भक ८० कक 
३२ का भाग देने से 
रे 
कर - 5848 5048 क्नछ० 
र्‌ रे 
गगञ्जरे इेग्रव 


यहां त ८ हक झोरप एसी अल्यना कर 


काडन की रीति से क के मन ज्ञान सइते हो ! 
(६) य*र + १श्य - धय 4-३४ इसमे य दो माल वताश्रा | 
इस उदाहरण को भास्क्रााचार्य ने अपने बोज्ञगणशित में 
लिखा है और इसके उत्तर के लिये लिखने हैं कि ऐसे उदा- 
हरणो के उत्तर के लिये कोई घिधि नही केवल अपने बुद्धि 
बल से कुछ जोड घटा कर उत्तर निकालो ! 
उन्होंने नीचे लिखे हुए प्रक्नार से उत्तर निकाला है 
यरे + १श्य ८ ईय 4-३५ 
इ्यो +८ इसको दोनों पत्ता में घटा देने से 
ये - हुये + श्श्य - ८ ८ २७ 
वा (१-२) लू २७ 
घनमूल लेने से 
य-श्ुझओ य>ऊण। 
बल य का यही एक मात निकाल कर रह गए हैं। आगे” 
कुछ भी विशेष नही लिखा है। 


"प्ण्य समीकरण मीमांसा 


यहां एक ही पन्न में सब पदों को के आने से 
ये - इयों + श्श्य 5 ३१५० ० 5 पं (य), 
इसके परिचिछिन्न मूल ले आने की युक्ति से श्रन्त पद को 
निःशप करन वाली संख्या *औओर ५ ह। ओर फू (१) ८ श्८ 
यह ७-१८ ६ इससे निःशेष नही होता श्रीर ५- १८४ इससे 
निःशेप होता हैं इसलिय परोक्षा से परिजिद्धन मूल केवल ५ दी 
है। य--५ का फ (य) मे भाग दने से 
यो-य+७०० । इस पर से य के और दो भाव 


-:५/ _. २ 
५८-२७ थे असभसव श्ाते है। 





यदि यहां रे£वें प्रक्रम को रीति स दुसरा पद उड़ाने के 
'लिय य न्बकश्ता ऊपर के समीकरण में तोसरे पद्‌ के भी 
उड़ जाने से उसका रूप 

बर-- २७८० ऐसा हाता है जिससे 7८३ 

और यन्‍्व+२८२३+६८५। 

इस पर से ऊपर को युक्ति सेब के श्रोर दानो मान आ 
जायेंगे | 

अच्यास की क्षय प्रसन 

१|२*१--६२-४८० इसमे य के मन बताओ। 

२।यर-ध्य-+८घ८ ५ इसके म्ल्न बतात्रो। 

३। नीच लिखे हुए समोकरणा मे य के मान बृताओः-- 


- परिच्छिछयूल्...... २०8. 
(३ ) यरे - सेय ८ - रु 
(४) यो - श्श्यरे -१श्य+ ८४७८० 
(५) ये + इय ८ ३६आरी 
(६) ये + €्थ्रय  + ३६आरे ८ ० 
(७) यै-३ (अ+करे)य-८ रञ् (अरे -8्करे) 


४। यदि यर+पय+त८० इस पर से य* « र 
( य*+अय +क )' ऐसा समीकरण बनता हो तो प और त का _ 
परस्पर क्या सस्बन्ध होगा ।.._ ४० (-*नपो घन] 

४।य* +पथ+त-८ ० इस पर से एक ऐसा समीकरण _ 
बनाया जाय जिसके सूल पहले समीकरण के सूल्नों से च तुल्य 
छोटे हो तो यदि र७्तच* --8प*चरे - पई « ० तो सिद्ध करो 
कि नये समीकरण के मूल गुणोत्तर श्रेढ़ी में होगे । 


६।य*+पय+त+> ० इसमें यदि अव्यक्त के दो अखंभाव्य 
मान अ+ क५/ - १ ऐसे हो तो सिद्ध करो कि करे -इकरे +प 


७। भ्रुज्ञ, कोटि का अन्तर २ और जात्य चिभ्ज का ज्षेत्र- 
फल्न ६ है तो भुज, कोट और करो के मान बताओ । 


उ० भु5१, की ८ ४, क ८5५] 


८।य +पन्‍्य*+पश्ए+त० इसमें अव्यक्त के मास, 
यदि गुणोत्तर श्रेढ़ी में हो तो सिद्ध करो कि तप* परे । 


&। यर-यर 4 रय--८८ ० इसमें य के मात बताओ । 





शर्ट 


२१० समीकरण-मीर्मासा 


चतुर्धात समीकरण 
१३१२--किसी पूरे चतुर्धाव समीकरण में य के स्थान में 
पक ऐसे अब्यक्त का उत्थापन दे सकते है जिसके वश से नये 
समीकरण में दूसरा पद न रहे ( ३४वाँ प्रक्रम देखो ) जैसे 
प,य+प,यर+प,य +पश्य+प५ ० इस पूरे चतुर्घात 
समीकरण में ( ३&४वे प्रक्रम से ) यदि य>२- -दपू- तो इसके 
डत्थापन से अ्रब जो र का चतुर्घात समीकरण बनेगा उसमें 
र* का पद्‌ उड़ जायगा | इसलिये यद्धां पर उस चतुर्घात 
समीकरण में य के मान जानने के लिये विधि लिखी जाती है 
जिसमे दूसरे पद्‌ का लोप हो गया है | 
कल्पना करो कि किसी पूरे चतुर्घात समीकरण को 
अ्य* + ४क यो + ६खय +श्गय+घ८०-- «* * - ६१) 
ऐसा बना लिया है | इसमें यदि य पु तो नया समीकरण 
रपे + ६चा २" + ए४जा-र + अ्रैका-- रचा ०» ० ऐसा होगाः 
' (२) 
जहां चा-असख - को, जा>श्रोग- शेश्रक ख॒ + रेक, 
झा ८ अ्रध -- शक ग + रेख | 
ऐसे द्वितीय पद रहित चतुर्धात समीकरण में अव्यक्त के 
मान जानने के लिये ओल्र ( /2०]४/ ) ने कल्पना की कि 
र८>९/प+%/ब+%/भ 
वर्ग करने से 
रुप -प-व--भ८ २ (६/पव + «/पश्न + ९/ बम) 


चतुर्धांत समीकरण श्र 


फिर क्रम से वर्ग श्र लघु करने से 
र२*-- २(प+ व +- भोरर -- ए५/प ब-्स +(प+- व + भ) 
5 -४(बअ+प््+पभ)&० 
(६) के साथ तुलना करने से 


प्रकम+मभ5८ -देचा, च.भम +प्‌म कपय 


रे अप्का +--. ज्ञा 
न रैचा पतजुद +/प्वभ पर हज 


न्‍ाीः 


इस पर से एक धन समीकरण बनाने से 


ट्पै चच दो ता रे ना) - जा 5 3 व 
करेचा +(र 7१- ५ )5- ;[ 5" ऐसा हुआ 
“० (३) इसमें क्रम से जो ट के मान होगे वे कम से 
प,व और भ के मान होगे। 
(३) का थोड़ा सा रुपान्तर करने से 
अप्का श्रष्का 


टर+-३ेचाटो +३ेचाट+चार -चार -- कल न 





८(८+चाऐ* कस (८+चा) कक चा “चार -« बे ० 
इसे ४ से गुण देने से 
४(८+ चा)* -अर्फा(ट +चा)+अर्का चा> जा - ४चारै 5 
इसमे यदि प्रकाचा--जा रे -- धचा* ८ अश्दा ह 


र्‌रछ समीकरण-मीमांसा 
र.के चार मान यदि र,, २२, २३, र, क्रम से ये हैं तो र के 
चतुर्धात समीकरण में २ के पद्‌ के न रहने से स्पष्ट है कि 
र्‌ नर कर +र२५ च्59 
शोर ऊपर की युक्ति से 


५/प१+%/ब पक, 


*४प-«/ब कक लक 


९/प+*ब + नह जक। 


२५ ८ ९/प- «/ब+ का, 


इन पर से 
7२+र२३८-२५९/प, २, + २, ८ २९८५ 
!, (२२ + २६३) ८ ( २५ +ऋरएए ८ ४शप 
इसी प्रकार (२, +र२,)१८( २, + २, ) ८ ४व 
(२,+२२)  ८5( २३+२, )' ८ ४भम 
इन पर से भी र,, २,, 7३, २५ ये ५/५+९/व,/भ इनके 
रूप में आ जाय॑गे | 
यदि दिए हुए चतुर्घात समीकरण में य के मान श्र, , भर, 
अ, थक हो तो (१) सभीकरण में र>अग्रय+क | इसलिये य के 
घारों मानों का उत्थापन य के स्थान में श्रौर र के चारो मार्नो 
का उत्थापन र के स्थान में देने से 


. चतुर्धात समीकरण २१५ 


4/प-५/ब-५/ भी 
--१/प+%/ब-$/मैं ।॒ 
अझ॥ कक “-%/प-५८व+ ९/भ | 
अभ्भ, +क १/प+-७च +९/भ ] 

इत पर से प, व, भ के मान 


अश्न, +क 
अगर +फ 


॥ ॥ |॥ 


॥ 


) ) 
| 
रे रे 5 
थं न्प्र अइ नीऊे -अ३-अ९) हा ॥ (६) 
) | 
| 
(2) में दो दो का अन्तर कर आपल्ल में गुण देने से और 
प, व, भ के रूप प,, प३, १३ इनके रूप में बनाने से 
ए(ब -भ)>४अ (पर >पशैन- अत (अर “अ३) अर - ४) 
श(म-प)/छ्आ (३ >प,)5- अरे (9, -अ,)(श० - अ,) > * (७) 
४(प-ब)>४अपे (व, -१५)5-श्र (अ, >अ, (अ३ - अर, ) हु 
(४) में दूसरे पद्‌ फ्रेन रहने से प, +प,+प३८० 
इसलिये (७) में परस्पर घटाने से 
ररष (८(अ -अ)अ, >अ,) >(अ >अ२ (३ - अ५) 
-रष, नह (ञ्र । “अर कु अ,) है (अ३ यु अ३)(अ( बज अ,) “(८) 
१२घ३ 5 (झ “३, डा झ) - (अ३ हु अर) अर -अ ७) 
इस प्रकार (४),(६),(७) और (८) से आ्रापल के सब प्रकार 
'फे सम्बन्ध जान पहते हैं| 


२१६ समीकरण-मोमांसा 


(३) समीकरण को ओलर का घनसमीकरण कहते है 
ओर (४) को अपवत्तित घनसमीकरण कहते है। 


ऊपर के समीकरण की व्याप्ति के लिये कुछ उदाहरण 
क्रिया समेत दिखलाते हैं | 
उदाहरण--( १ ) आय + ६आ,य क श्था, य + श्र, ८२० 
ओर. आ«य* + ६श्राइय - एआ, ये +श्रा, ० 
इन दोनों पर से अ्रपवत्तित घन समीकरण एक ही होगा । 
यहां स्पष्ट है कि पहले समीकरण में जा-थ्रा, शोर दूसरे 
समीकरण में जा---आ, इसलिये जा" का मान दोनों में एक 
ही होगा श्रोर अवत्तित घन समीकरण में व्यक्ताडु के मान में 
जाग आता है। इसलिये दोनों समीकरणों पर से अपवत्तित 
घनसमीकरण एक ही होगा । 
(२ )य* - ६द यर+॑णय५/दर + पर + न - रेदमन 
ने रे(धमन--दर ) ८ ० 
इस पर से अ्पवक्तित घनसमीकर ण॒ बनाओ ! 
यहां दिए हुए समीकरण के रुप से 
चाल >दे, जा +: २५/६९ +म +नते - रेप्रन 
ओर अपमा-रेचारे ८ ३(४मन-द २ ) 
अप्का #ैश्मन-वेद +३चारे 
5 रेमन - 
इन पर से अर का चा - जा - ४चारे 
न्ञअप्छु 


>अतुर्धात समीकरण १७ 
छ ->अप्काद - ४द -- श्मर -- एन -- १२दमन + दे 
झूे + १श्द्मन- इद्‌रे - धमरे - एन रे + १ रदमन + एद रे 
+-श(म*+न*), अर १ ऐसा मान छेने से । 
इनका उत्थापन अपत्तित घनखमीकरण में देने से और 
४ का श्रपत्तन देने से 
पर- शेमनप- (मर 4-१) ० ० ऐसा हुआ | 
(३) (य*-६दय +रे (शमन-दर) | 
- च्त्ई४( दर +सी +न- मन )यरे 
इसमें य के मान बताओ । ह 
यह समीकरण अष्ट घात का है, इसलिये य के आठ मान 
आवेंगे। और दोनों पक्षों के मूल लेने से जो चतुर्घांत समी- 
करण होगा उसमें य के चार मान आवबेगे। मूल लेकर सब 
पदो को बाई ओर ले जाने से सर्माकरण का रूप 
य* - हृदय +-८य,/ हरे 3 परे २ न _ इद्मन + ३(शमन -- दरै)>० 
ऐसा होगा । 
यह ठीक ( २ ) उदाहरण के ऐसा दो गया | इसलिये इंस 
पर से अपचतक्षित घनलमीकरण 
“ )मनष - (मर +न रे )उू० 
काडन की रीति से त--(म* +न*), पर - रेमन 


४ हि 5 लक 

इन पर से र्८ ! के है 5-+ 7०) | इ््प 
दे 5४ २७८ 

और ल्ल्जः । डक 8 कक | बंञ्म 
हि छह २७ 


श्श्द समीकरण -मीमांसा 


इसलिये प,८म+न, प३ ८ धाम +घा न, प॥ ८ घा मे + घान 
और ये 5०/द+म्र+न+०/दय घाम + घारेन 
+%/द+ घारेम + घान 

मूलों के धन, ऋण चिन्हों के वश से य के आठ मान आा 
जाय॑ंगे। 

(४) र"+ ह्चा-र + धजा र+अप का - श्चा" - ० इसमें 
यदि र का एक मान 

४द+मकन+/द+घाम+घार न+९/द+घार म+घान 
यह द्वो तो चा, का और छ के भान बताशओ्रो । 

(३ ) उदाहरण की युक्तिसे यहां अपवर्तित घत समीकरण 

पर -शेम नप-( म* +-न३ )-० ऐसा होगा | 
(२) उदाहरण की युक्ति से अर १ ऐसा मान लेने से 
चा८ -द, का ८ १ैश्म न, छु८ -४(मर+न*) | 

(४ ) यदि चतुर्घात समीकरण में श्रव्यक्त के दो मान 
संभाव्य ओर दो मान असंभाव्य हो तो सिद्ध करो कि ओलर 
के घनसमीकरण में व्यक्त का एक संभाव्य घन सान होगा 
और दो असंभाव्य मान होंगे। 

ध्वाँ समीकरण जो पहिले त्विख श्राए हैं उससे स्पष्ट है कि 
ऐसी स्थिति में ओलर के समीकरण में अव्यक्त का एक मान 
थ., * गाव्य होगा और दो असंभाव्य । विचारने में यह बात 
मानल। - कि चतुर्धात समीकरण के दोनों संभाव्य मूल 
झापस में तुल्य नहीं हैं। तुल्य मानने से व्यभिचार दो 

भर 

जायगा । धवं समीकरण से इतनी बाते सिद्ध होतो हैं । 





चतुर्घांत समीकरण श्र 


यदि श्ोलर के घनलमी ऋरण में अव्यक्त के सब मान धर 
संभाव्य हो तो घतुर्घात॒ समीकरण मे श्रव्यक्त के सब मान 
खंभाव्य होंगे । हे हे 

यदि ओोल्वर के धघनसमीकरण में सब्यक्त के सब संसद 
मान ऋण हो तो चतुर्घात समीकरण में अव्यक्त के सब मान 
असंभाव्य होंगे । और यदि श्ोलर के घन समीकरण में अव्यक्त 
के दा अ्संभाव्य मान हो तो चतुर्घात समीकरण में श्रव्यत्त 
के दो मान संभाव्य और दो सात असंसाव्य होंगे । 


अभ्यास के लिये प्रश्न | 


१।यदि जा-० और छ5० तो चतुर्घात समीकरण में 
अव्यक्त मान कैसे आवेंगे। _ 

२ । यदि चतुर्घात समीकरण म॑ अव्यक्त के दो मान समान 
हो तो सिद्ध करो कि अपवत्तित घव समोकरण में भो अव्यक्त 
'के दो मान समान आदचंगे | 

३। यदि चतुधात समीकरण में अव्यक्त के तीन मान 
समाच हो तो सिद्ध करो कि अपवत्तित घन समीकरण में 
अच्यक्त के सब मात शून्य होंगे। इस दशा में का८०, 
'छ>० होगा । | ह 

४। यदि चतुर्घात समीकरण के दो दो मूल्न समान हों तो 
सिद्ध करो कि ओलर के घन समीकरण के दो मूल शल्य होंगे 
ओर ज और १शचार-अर्सा ये भी शन्य होंगे । हि 

४ | सिद्ध करो कि यदि चतुर्धात समीकरण के सब सू ल 
संभाव्य वा असंभाव्य हो तो अ्रपवत्तित- घनसमी ऋरण के 


२२० समीकरण-मीमांसा 


सब मूल संभाव्य होंगे। भर इसका विपरीत यदि अपवर्तित 
घन समीकरण के सब मूल संभाव्य हो तो चतुर्घात समीकरण 
के सब मूल संभाव्य वा असंभाव्य होंगे। 

६। यदि चहुर्धात समीकरण में श्रव्यक्त के दो भान 
संभाव्य ओर दो मान असंभाव्य हो तो सिद्ध करो कि अप- 
चत्तित घन समीकरण में अ्रव्यक्त के दो मान असंभाव्य होगे । 
ओऔर यदि अ्रंपव्तित धनसमीकरण मे अव्यक्त के दो मान 
जअसंभाव्य होंगे तो चतुर्घात समीकरण में अव्यक्त के दो मान 
संभाव्य और दो भान असंभाव्य होगे । 

७। यदि चा धन होगा तो चतुर्धात समीकरण में अव्यक्त 
के असंभव मान अवश्य होगे । 

८। यदि भा ऋण होगा तो चतुर्घांत समीकरण में श्रव्यक्त 
के दो मान संभाव्य और दो मान श्रसंभाव्य होगे। 

& | यदि चा भ्रोर छ दोनां धन हो तो चतुर्घात समीकरण 
में अव्यक्त के खब मान असभव होगे । 

१०। सिद्ध करो कि यदि चतुर्घांत समीकरण में श्रव्यक्त 
के मान श्र, ४), थ्र३ और श्र, हो तो अ' (अ,-आ३ )* 
(श्र; अर )) ( अ्र, "अर )' (अ(>भ३ ) (अर >आ७ 2) 

(अ्र/-अ, )१ ८ २५६ ( भा - २०७९ )। १५र२वं प्रक्रम मे दिए 
हुए (७)व समीकरण से और ४१व प्रक्रम के दूसरे उदाहरण के 
अन्त में: जो समीकरण का लघुतम रुप है उससे यह प्रश्न सिद्ध . 
" हो जाता हैं। ेु 

१२३-- श्रोल्र के घनसमीकरण मे प,व और भ के शो 

मान आते हैं जिनके दश से पहले र के आठ मान आ जाते दें, 
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| फिर विचार करने से चार मान अशुद्ध ठहरते हैं. ओर चार 
टीक उनके जानने के लिये और मी कई एक प्रकार हैं. जिनसे 
बिना खंशय र के चारं मान आ जाते हैं। पिछले प्रक्रम में जो 
प्रकार लिख आए हैं उनसे बुद्धिमान अनेक कल्पना कर सकता 
है, इसलिये व्यर्थ ग्रंथ बढ़ाना नही चाहते । अब चतुर्धांत 
समीकरण को दो वर्ग समीकरणो के सुशव ग्रुणक रूप खण्डों 
में केसे ले जाना द्ोता है इसके लिये दो प्रकार दिखला कर - 
यह अध्याय समाप्त किया जाता है । 
प्रकार--( १) कल्पना करो कि 
अय' + इकय* + ६खय' 4 ध्यय +घ८ ० 
इसका रूपान्तर 
( अयरे + रकय+ख+ रअप )१- ( नमा य+ना )' 
ऐसा होता है | 
दिए हुए समीकरण को अ से शुण॒ कर इसके साथ समी- 
करण के रूपान्तर की तुलना करने से 
मार >को-अतल+अपष, ना 5( ख+ रेअप ) - अथ 
माना रुक स - अंग + भ्य क प 
माँ को ना से शुरु कर उसमे माना का वर्ग घटा देने से 
धअषर -- (अध - ४कग + रेख * )अप +- अखघ +- रखगक 
“अगर -- घक्क  -- खरे ८ ० 
यह पिछले प्रक्रम का वही अश्रपवत्तित ध्रन समीकरण बन 
जाता है। 
इस पर से प के तीन मान ११, ५५ और १५ मिलेंगे फिर 
उनसे मा*,मानला और ना भी व्यक्त हो जायंगे जिनसे मा आर 
ना के मान भी जान सकते हो | 


श्शर समोकरण-मीमांसा 


इस युक्ति से चनुर्घात समीकरण का 
(अब + रेक्य +ख+ श्थ्रप ) -( रमाय+ना )* 
मई अब +२(क -मा)य +ख+ रेश्रप - ना | 
([अय +२(क+मा)य+ खत + सअप+ ना | ८० 
इसमें ५ के स्थान में प,,प२,१३ का उत्थापन देने से तीन 
जोड़े वगंसमीकरण के गुरय गुणक रूप खण्ड होंगे । 


चतुर्घात समीकरण मे य के जो मान श्र,, श्र,, अ। और 
आ, ये हैं उनमें मान लो कि पहले एक जोड़े वर्गलमीकरण से 
कम से भ्र,, भर, ओर अ,, आ, दूखरे जोड़े से अर,, श्र: और 
भ्र२,भ शोर तीसरे जोड़े से भ्र,, अ, और अ,, श्र, ये मान 
आए तो शपथ प्रक्रम के पवे॑ प्रसिद्धार्थ से 


+ २ 
७0% अर क? (क-मा।), अ३ +अ, ८ बा (क-मा,); 
॥(कआ८ -टै ह-मा), 


अ, + अर, ८ नद्ध (क+मा,), अं +अ्र, ८ प्र (क+मा, ), 


न्‍ 


] 
अ३ न आे | ८ ++- (क+मा ३), 
ञ्र 
अंहां मा, 5९/कर -अ्ख+अप 
5५/करे -अख+अ ष. , 
4 को -अख+ अप, 


दो दो समीकरण को परस्पर घटाने से 
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भा. 
ञ्र हु न श्र कक द्य पा डा छ पे भ--+ 


और दिए हुए चतुर्धात समीकरण पर से 


अ, +अ३ +अ३ +झ, ८ “ध्यू 
इसलिये 

अश्चे, कक ८ >मा।+मा२ + माई 

अंश्र, +के मा, -मा३ +मा३ 

अझ; +के ऋमा; +मा, ->मा३ 

अञ्च,+ंक ८ >मा;-माइ-मा३ 


इसकी तुलना १९शवं प्रक्रम के (१) समीकरण से करने में 
स्पष्ट होता है कि ओलर के घतसमीकरण में जो प,्रभभ है वे 
क्रम से मारे, मारे, मारे इतके समान हैं । 


म्रा सु 
दर ४-६ इत्यादि को परस्पर गुण देने से 


औ (अकंआइजअ “भू ) (अ३+अ(र>अ३ >भ, )- 
(श्र >अ३-अ३ )- ६४ मा/मासमा३ ऐसा हीगा। 
फिर ११रवं प्रकरम के (२) समीकरण से 
अश्न, ऊक>५/१+०/च+९/भर >मा, >मा३>मा३ 
इसलिये ,/प,/ब./भ ८ -मा (माइमा३ ८ - डा 


', माइमाइमाइ5-- 
है] 


हि समीकरण-मीभांसा 


इस पर से मा, , मा, मा, इतका औसा बचिन्द् ग्रदर करता 
चाहिए इसका भा विचार कर सकते है । 

जां 
समा, मार 


इसलिये य के मान जानने के लिये केवल 


पिछले समीकरण से मा, ८ 


जा 





अय+कन्न्मा:+मा३०्ल- ज्ञ. ऐसा समीकरण बना सकते है 


शु मार 
मा; ८९/कर -अह्न + भप, और मा३८५/ फथ- ब्रह्प ब्रा +श्रन्‍दर 
इन पर से मा; और मा; के घन शोर ऋण मान लेने से 
ऊपर भ्रप+क में परस्पर उत्थापन देने से चतुर्घात समीक्षरण 
में य के चार मान झा जायंगे। 
दो राशिश्रों के वर्णान्‍्तर के रूप में जो चतुर्घात समीकरण 
ऊपर बनाया गया है वह बहुतों के मत से फेररी ( #व्या/ ) 
ओर बहुतों के मत से सिम्पसन्‌ (577907) की कहपना है । 
प्रकार--( २) दपना करो कि 
अय* + ४कय + दसय  + ४गयथ +- घ - ० 
इस चतुर्घात समीकरण का रूप 
अ (ये + रपय + ते ) ( यरे + रप/य + ता ) यदि ऐसा है तो 
दोनों खए्डों को गशुणने खे और दिए हुए समीकरण के साथ 
तुह्नना करने से 


क्र ख़ 
पकष/ ३८, त+त+ एपप/ 5 ६-०, पत/+पतत> ३. 
द्न न्र 


/ 5 प्‌ मी 24% ३8 
तते! ४८ ञञ ००7०४ “**“(१) 


चतुर्घात समीकरण स्श्पू 


अब इन चारों सर्माकरणों से यदि पाचवां सलूमीझरण 
पप कि, चा त+त कि ऐसा बन जाये तो प,प,ठ 
और त' इसके समान व्यक्त हो जायँगे। 


र्‌ 


यदि फिम-+>पप/८- (त्तकता ) ऐसा मानों तो 


बहुत छुमीता पड़ेगा । 
(१) समीकरण से यहां 
श्थ्रक स्-- श्श्ररेग , पक फि 
ड्ड माआा“प पका हि आल लब] 
छ् श्र 
और (परे +ठरे) (प+ + लत! २) ८ (पत/-प/त) रे + (पत+ प्‌हि/रे 
इस सरुप समीकरण से 
ध्यरैफिर --भ्रर्ा फि +छाफ ० 
ऐसा अपवर््तित घत समीकरण बन जायमा | 
इस प्रकार से फि के मान से पप' ओर त+त' व्यक्त हो 
ज्ञायंगे | फिर (१) समीकरण से प, त, प', त' सब व्यक्त हो 
जायगे। मा 
(१) प्रकार मे जो दो वर्गसमीकरण उत्पन्न हुए है उससे 
स्पष्ट-है कि " 


प्न+पत' 


ख+ रेप, “ना 
श्र 

ख+रअप, +ना 
ञ्् 


अर अ३ 
अं, अ न्‍ई 

५ ख्र 
अरक्र३ कआाअ, न शेष + फ। 


श्प 


र्र६ समीकरणु-मीमांसा 
और (२) प्रकार में बर्गंसमीकरण के जो खण्ड है उनसे 
श्पप/> दो दो मानों के योग का घात । इसे दो दो मानों 
के घाठ द्र में घटा देने से 


ख्र 
अ, अ॥ न अर, श्र, + दर - धंप प/ 
ख़ 
> पं . (फि 
ञ्र 
मं फ्ि १ भू ७---« 
श्र 


इसलिये (१) प्रकार में जो प है वही (२) प्रकार में फि दै। 
इस पर से यह भी सिद्ध होता है कि ष पर से जैसा 
झपवक्तित घन समीकरण बनता है वैसा ही फि पर से 
भी बनेगा । 
९२४--य* + ६चाय +- ४जना य + भर फा -- रचा ८ ० 
इस चतुर्धात समीकरण का यदि 
(य+ रपय+त ) (ये - रपय+त! ) 
ऐला रुपान्तर कर तो इनके घात को दिए हुए समीकरण 
के साथ तुलना करने से 
त+त्/-- ४प ८ ६चा, २प(त' -त) ८ श्जा, तत' ८ शभ्ररेसा-रेचारें 
अर्थात्‌ 


त+त' ०» दचा +- ४प) 56 तत' “शभ्रेका «० ३चाे 


| चतुधात समीकरण श्श्ड 


प के रुप में पहले दो समीकरण से 


श्जा श्जां 














६च्ा +- ४परे -- बा हचा -- ४प* -- रा 
त्द्ल हु त्ताऊ 
रे है श्‌ 
जा जा 
ध्वा+श्परे-- ०... इचा+>छपरे + 
की, श्प्‌ श्प ) 
- वत/ ८ ( : ) - 
भ्ञपम्ा-३चां 
इस पर से 


६४५१ + १६ ५ १२चा प* -- 
४ (१६चा' -- इआ सा + ११चा ")प९ - १६जारे ८० 
था श्प!+ १शचाप' +(१सचारे-अ भर परे-लारे ८ ० 
' इसमें यदि अपेफि>पर +च८॥ ( त+त/- रचा ) इसका 
उत्थापन दे और भर का भाग दे दो तो वही अपवर्त्तित 
घन समीकरण | 
ध्थरैफि' -अमाफि+द्या ८० ऐसा हो जायगा। ._ 
इस पर से भी ऊपर की युक्ति से थ के मान व्यक्त हो 
जायंगे | यह डिकार्टिंस की कहपता है । कि 
१२५--अप* + श्कय रे + इखय रे + एगय + घर ० 
इसमें यदि २०ज २+थ तो समीकरण का रुप 
अज*२९ + ध्स (जरुर + इस३ज रे ५. एस जर + स,, २-० 
जहां स, >अथ+क, स३ 5 भथर +रकथ+स, स, + 
अथ + रेकथ* + रेसथ +ग। अब यदि यह हरात्मक समीकरण 
दो तो ७६वें प्रक्रम से 


हि 477 समीकरणु-मीमांसा 
अज” >स,, स,जर >सज 
. पम्ा 
इन पर से - «जे और --.३ ८स, 
स,्‌ न्‍ 
अस> --स स, ८० 
स३ _ अथ' +शेक थ' + रेख थ +- ग 
स्‌ शध+क 
/ इस पर से ज के विरुद्ध चिन्ह के ढो मान आदंगे। 
१५६--यदि किली न घात के समोकरण को 


और जे 


न(न -- 
सन सभ्य कनशञ् यं ! + लता अश्य हे +- 


नगर... ये +े अत (१) 
इस प्रकार से ल्लिख और यदि न के स्थान में न--१ इसका 
उत्थापन द्‌ तो पूर्व संकेत से 
सतह + भक्यी  +(न-१)अर्य + +(न- रोभ-स्ये 
न अं. 
स३ #आक्ष्य' + रेञ ये + रेश य + अ३ 
सभ्य + रेश (य+अ३ 
स,८5आअ0्य+अ, 
सक्न्भ्र, | 
“स, का प्रथमोत्पन्न फल्न बनाओ तो 


नई अक्य  +(न- शैश्र या) + धपक अपर 


चतुर्धात समीकरण २२8- 


म्नस ३ ऐसा होता है 
यदि (१) में य के स्थान में र+च का उत्थापन दे तो 
सप्नसआ6र कनआ | री +हियु३ आर रत के । कक *5 
हि .. कल्‍+नझा. ,र+आ - 
जहां फ् (च)-आ(, पी (च)>न आ... 
और आ, झऋआ - 
आ, झआनचकअ, 


आ, झसआक्षचरर + रञ (च + अर - 


अब यदि ऊपर के खमीकरण में रा! पदू-का लोप 
करना हो तो 


इसका उत्थापन आ, , थ्रा,,* * इत्यादि में देने से 
आ+ ८ अ०( भा), धर सत्र (-ल्) + अर 
ञ ञ 


] 
जज अकअ २८“ अं, 
अर 


आ३ ८आ« ( -क्ञ) न रेअ ( प जे) पे श्र (्क) आ, 


३ भर्झ, -# रेअ,अ , ३ न रेट 
| 55 ॥ श्र के 


२३० समीकरण-मीसांसा 


इस प्रकार से आ ,, आ., आ। इत्यादि के मान ल्ाघव से 
जान सकते हो | 

१५७--१५५वे प्रक्रम में श्रसरे- सरेस, ८ ० जो यह लिखा 
शया है इसमें स, और स, के मान स, और ध्यक्ताड़ो के रूप 
में लाकर उत्थापन देने से 


श्जास) 4 (भ्रका--१२चार) स* -- ६जा चा स , “जा ८ ० “**(१) 
ऐसा होगा फ्योकि 
स& लश्रथ +क 
स. श्रथ + रकथ + ख 
स( 5 श्रथ) 4- शेकथ' + रेखथ + गे 
«« श्रोस; ८भश्रथर + रेकअ थे + रेखअ्र थ + अपग 
“भ्रौधर + रकम थे + शक अथ + क -- श्क  अथ 
->क* + रेसशअ्र थे + अर ग॒ 
+(अथ + के) -- शक अथ- १क * + शेख श्र थ + १खञक 
+भ्रग + रक  -- २ेसअक 
रूस -- रेक  (अथ + क) + रेखअ(अथ + के) + रक * 
+ अर" ग- रेखशअक 
ससते + रेस; (अख-क"*)+ रक +अपेग-- रेसअक 
“साह + शेचा स, +जा ( १२शवां प्र० देखो )--- (२) 
इसी प्रकार 
स, ८ भ्रथ! + ४कथ + इसथ रे + एगथ + घ॑ 
«« भस, ८अ्रथ + एकशस थ 4 ६समञ्ञ थे + शाश्र' थ + भघ 
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> अध्य* 4 श्कअ पथ + इक अपेथ' +- ४क * अ्रध + को 
- (कफ अप्थर - एक अथ - क* +- रेखश्र धरे 
+ 0गञ्नंय + अ  व 
स[भथ+क) - इक अप्थ" -- १२क  भ्रथ -- ६छ 
+मक अथ + शक * + पसअ पथ + ध्रअप्थ +- अग्च 
सूस४-६करे (अप्थर + रक्रकथ + के )+ फक्र * पथ 
+झक्र' -रेक  + ६सअ्च "थे + एगञअ ध+ अर घ 
रस - इक सर + हञ्रस (छ"थ +- >अकथ + क २ ) 
- ९ रअ  कखथ - ६अफ ख + रक ' अथ + ८क ४ 
+ध्गञ्नथध-+- अप्ध 
ऊऋस*भ + ६चास+ + एक * (अथ +- क) + शश ऐ ग(अ्रथ +- क) 
- धअ कग - १२(अथ +- क)अजूख + $ अ्रक ऐेख 
>रेकर +अपच 
. #सा+ ६चास) +४( अ्रथ+-क ) ( रुक +अपेरा 
-रेश्रकस )+ अर घ + ईशअक ख - धअ कय - रेक * 
८्ूस४ + ६चास+ + ४्जास , +अ' (अप - ४कय + रेख * ) 
>रेञ्ख + इश्क ख - रेक रे 
जसई + ६चासर + ४जास | + भर का 
-३( भख -- शशसकरे +कर ) 
सस४ + इचासर + ए0जास , +अफ्ा-३(अख - करे ) है 


नस + ६चास| +४्जास , +अपमा-देचरे . -*-*(हे) 


२३२ समीकरण-मीर्मासा 


(२) का वर्ग कर श्र* का भाश देने से अ्रस* का मान 
आधचेगा उसमे (३) को स» से गुण कर अ्र* का भाग देकर घटा 
देने से (१) उत्पन्न हो जायगा। 


(१) भ॑ यदि स, 
अप ->माअष+छा ८० 


यह वही श्रपवत्तित घनसमीकरण उत्पन्न होता है जो कि 
१४०२वें प्रक्रम का (२) समीकरण है। 

इस प्रकार हरात्मक समीकरण पर से चतुर्घात समीकरण 
भें अव्यक्त के भाव आनने के लिये मि. एस. एस, ग्रीथीड 
(07 5, 5 5769/॥660) ने कल्पना की है (३०७ (2207077086 
०४7, ][०णाए, ९०, ॥)। 

यदि चतुर्घात समीकरण में अव्यक्त के मान कऋम से भर, 
अ,, 2३, अ9 ये हो तो इनके रूप भेज और थ के मान इस 
प्रकार जान सकते है। 

य->जर+थ। इसलिये यदि र के दो मान र,, र- हो तो 





प्थापन दो तो 


ओर र के मान -.- रू ये होंगे । इसका उत्थापन य के मान मे 


षृ २ 
देने से 

झ, ८जर, +थ 
अ, ८जर, +थ 
कु ३ ८ ज--+थ 

र२्‌ 
आ, ८“ ज-.. +- थ 

५. आपका स। 
ह . 


चतुर्घात समीक्षरण श्श्डे 
इसलिये- 


(अ३-थ) (अ३ -थ) ८ (अर -थ) (अ३ “ थ) 5 भी 
जिखसे 
3 लि. ६ शत ४५४ 53 अहम 
अश की अ३ . अ१ ३ 
और है कि 
-ज्ञे -- (आ -आ, ) (अ+ “आर, ) (भर, हा आर. )(अ३ लक अं, ) 
(अर “#आ३ > | “अ५ ) 
इस प्रकार चतुर्घात समीकरण में अव्यक्त के मान जानने 
के लिये अनेक कल्पनाये उत्पन्न होती हैं । 
१ए८---इस प्रक्रम मे चतुर्घांत समीकरण के क्रिया समेत 
कुछ उदाहरण दिखलाते है । 
(१) य* + झयरे - ६६य - ८प्य +८० ८ ० इसमें अव्यक्त के 
मान निकालो । 
१५३व प्रक्रम के (१) प्रक्नार से 
अर: २१ै, क ८5२, ख& “११, गछ “हे ९२, घ८ ८० 
इनका उत्थापन घनसमीकरण में देने से 
श्ञर ८ ४। 


अघ ८5७०, ४कगग ८ -- १७६,- रेख नर३ेह३ 
-*अध - धकग + रेख * 5८६० + १७६ 4३६३२ ४४३ +- १७६८ ६१ ४- 
अखघरू --प८०, श्कसग ८5 ६६८, अग' ८ ४८४, घकरे ८३२०, 
खरे ८- १३३१: 


२३४ समीकरण-मीमांसा 
« श्रखघ + २कखग - भ्रग  --धक * --ख * ८ केले +६६८ 
“ ४८5४० २३२० | ११३१८ ६९४ 
-« ऐप “६१६७ +- ६१५८० 
यहां १८१ यह निकलता है, इसलिये इसका उत्थापद 
मा और ना भे देने से 
9 सूको - अख +अपेपष८४+ ११५ १८१६९ 
नाप ८ (ख़ + रेश्रप)२ --अधघ २ (- ११ +- २) “-८० # १ 
यहां 
भमांना ८ कख - अथ्रग +- *अकषप ८ 5 २२ + १२ 4-४ ८ ४ 
यह घन आता है, इसलिये मा5 + ५, ना- + १ वा मा -४, 
ना£ न ९ 
इनका उत्थापन वर्गसमीकरण रूप खरडों में देने से 
य + ८य - ६ध्यरे -पएप८ये + ८० 
5६ अ्रय + २(क -मा)य + ख + रेअप - ना ) 
( ये + २क +- मा)य +- ख + रेश्रष + ना | 
+ईयो+२(९-४)4-११+२०-१ ) 
(यो +२(२+ ४)ब-११+ २+ १३ | 
८ यो -शय-१० ) (यो + श्श्य-- ८ ) ८ ० 
इन पर से ये - श्य-१० ८० ओर यरे + १श्य- ८८ ० 
तब य> २८ ,/१४, भौर य८६+ ५/४४ | 
(२) य*- १०यर - २०य-१६८० इसमें अव्यक्त के मान 
बताओ। 


चतुर्घांत समीकरण श्वेप 


१५४वे प्रक्रम की युक्ति से 
नरै, के ००, खू दूत ० ईं। गलत “५, प८ “९६ 
चा ८अ्रख-को ८ है, रा “अं घ -- ४कग + रेख पे ८ -- * 


है 
जार भ्रेग- २अरकस + स्क रै ८ +- ५ 


अरेख्ा८अप्काचा-जार -छएचार ८-१ ९-- २५-२० ९ श्र 


इनका उत्थापन फि के घनलमीकरण में देने से 
श्भ्ररफि' -अमाफि+ छा ८ ०फिर +ने फि+-ई ८० 
इसमे यदि ३फि>व तो समीकरण का रुपात्तर 
जे वर 2 बल या वतन लत दस 
२७ €्‌ २७ र्छ 
श्वर + धश्व 4- १७० ८ ० 
यहां परिच्छिन्न मूल की. युक्ति से व का एक मान - २ 
आता है। 
इस पर से फिलर 5-३ | ओर अपफि> पर +चा.. _ 
अथोत्‌ >ैलपो-ई '.परे०१ ',प+१और त>२,व>-८ 
एतका उत्थापन वर्गलसीकरण रूप खरडो मे देने से 
य१-- १०य- -- २०य-- १६ 
. #(यो+श्य+२)(य-स्य-८5)5० - 
इन पर से य के ४8,-२,- १+९/--१३, “१-० «/ -ह ये 
चार मान आते है| हे 
£ (३) य५+प,यर +प,यरे +प,य+ प, ०० इसमे जानते हैं कि 


२३६ सप्रीकरण सीमांखा 


पर- एप,प३ +८प३ ८० तो य के ज्ञान बताओ । 
ऊपर के चतुर्घात सम्ी करण का रुपान्तर 


(न) | * (७-४) 
( 


परन्तु पर - ४ए,प३ + रप३ रे ० 





) (+प५+ ० यह हुआ। 


प्‌ 
रु 


इसका उत्थापन चतुधांत समीकरण के रूपान्तर मे देने से 
| प(य+ ) | + ( +<५ 
| ब(य+-£) | +प, ८० 


इसमे यदि य (ध न प्र ) “व तो इसके उत्थापन से व का 
एक वर्ग समीकरण बन जाता हैं' जिस पर से य के मान व्यक्त 
हो जायेगे | 
(8) य* + एयर + रेये - स्य- ५८० इसमें य के मान निकालो । 


इसमे ४१ - ४३८४३ +८३८ (० २)८६४- ४८घ- १६८० 
इसलिये 
ये + एये +- शेय - स्य-- ५८ (य(य+ २)) * 
“यि(य+ २)) - ५८० 


चतुर्घात सम्रोकरण - २३७ 


अब इसमें यदि ए(य+२) «व तो 


शरण: ५८६१ 
र्‌ 


वो ->व-भफ० - वष्य 


झौर ये + स्य ८ व 
«« य८-१::५/ब+१। 
(५) य* - पय +गय+ग३/ प्‌ 5० इसमे य के मान दताओ | 
यहां समीकरण का रूपास्तर 
य(यरे --प)+ग(ब+ ९/ प) 
स्यय+4/ प)/य-९/ प)+ग(य+ २/ प) 
८(य+५/प)(यर(य-२/१)+ग | ० ऐसा हो जाता है। 
इस पर से य का एक सान --५ ८ प शर और मान घन 
समीकरण रूप दूलरे खण्ड से आरा जायेगे। 
अख्यास के लिये प्रश्न 
१।य९ - यर + पर + २रए- ६८० इसमें ये के सात - 
बताओ | ह 
यहाँ फिर - $ ओर समीकरण का रूपान्तः 
(य  - श्य+ २) (यो -- श्य- ६) 5० ( १९शेथे प्र० का (२) 
अकार देखो ) 
२। फू (3) य५४ -रय* - श्श्यर + ६०य+ ६३१८० इसमें 
- य के मान निकालो | पक 
( १२३वे प्रक्रम के (३) छकार से ) यहां ह 


शफिर -- १६४फि- ४७५८ ० इस पर से फिका शक माच ८-४ 
छल 


श८ समीकरण-मी मांसा 


और तव फू (7)-(यरे - श्य-३) (य२ - ध्य- २१) 

३। फू (4)>य५-३१७यरे -- २०य--६ ० ० इसमें य के मान 
बताओ | ॥ 
( १श३वं प्र० के (२) प्रकार से ) 


४फिरै-- नि फि+ ना +-० इसमे यदि ६८-फि तो 


इंटर -- ६५१८-- ३१८५-०० इसमें ८ का एक सान--७ 
इसलिये फि-$ और तब 
फ (ब)७(य१+ श्य--२) (ये - शय- ३) 


3। फू (4) ७-य* - ध्यर - श्य रे -।- ६६य-- २२-- ० इसमे य 
के मान वताओ | 


अपवत्तित घनसमीकरण 
४फिरै-ट फिट: ० ऐसा होता है 
इस पर से फि---ह तब | 
फू (ब)-(य- ११) (बे - ्य-- २) 
१ । फू (य)-य४-८य + र२श्यरे - २६य-- १४--० इसके 
मूल निकालो | 
यहां पृ (२)-(य* - स्य+ २) (यरे - ६य + ७) 
६।२५+१२य+३८-प्् (२)-० इससे य के मान बताओ। 
यहां फ(ध)(य१-२५/६+३+५/६) (4९ +ब./६+ ३ - शक 
७। फू (य)>य१ - वयर - १श्यरे +दश्य-- ६३ ८० इसके 
मूल निकालो । 


चतुर्घांत समीकरण २३६ 


यहां फू (4) >ईयो - र्य(२+ ५,“ ७)+ ३५.८ ७) 
थि -स्प( ७)-२३९/ ७] 
८। य--श्यर -- श्य -- ४४य-- ८४७०० इसमें य के मात्त 
बताओझो । 
&। य*-६यो >मय-३--० इसमें य के मान बताओ | 
१०। नीचे लिखे हुए समीकरण के घृल्न बताश्ो:-- 
(क) य*- श्रेयर + धृश्य + ७पघय +- ४०5०० 
(सर) य* - स्ञ्रय  -- (अर - रक *)य९ )९ रअक रे 
-“अगेक्' +>० (१ २८वें प० का (३) उदादरण देखो) 
११५।य ४ +तरय +त्तर्यर +तय-+त, --० इसमें यदि 
त*-तमत,--० तो सिद्ध करो कि दिए हुए चलुर्घात' 
समीकरण के गुण्य शुणक रूप दो वर्गसमीकरण के खराड 
दंगे । 
चतुर्घात समीकरण में दो राशिओं के वर्गानतर में 


पृ 022! ् 
(र ) न य++/ हर) 


(३ ० 2 के 
नह | ये क +१४/ तू -प९) | एसा होगा ३ 


१२। य१+त्तरय +त,य--त६ ८-० इससे यदि श्रच्यक्त के- 
दो मात अंक. / - ३ ये हो तो लि करो कि 
इश्ञशृ +शेश्त,अग -- (शत - १६१७) अर - त्तरें +२० 


त्त त्त_ 
और क्र अर -- रह +-. 
व उन्म 


२8० संमीकरण-मीमांसा 


१२-समीकरण के मूलों का एथक्करण । 

१५६--पिछले अध्यायों मे समीकरण के मूल्लों के विषय 
में और घन और चतुर्घात समीकरण के घूल जानने के विषय 
में अनेक सिद्धान्त लिख आये हैं; अब आंगे समीकरणों मे 
स्वएपान्तर से अव्यक्त के आसन्न मान जानने के लिये अनेक 
युक्तियां लिखो जायेगी । उनके लिये पहले यद्द विचार करते 
है कि दो निर्दिष्ट संख्याओं के भीतर किसी दिए हुए समी- 
करण में अव्यक्त के कितने संभाव्य मान पड़े हैं । 

१३०--फू (य) इसमें यद्‌ यरूग ऐसा मानने से 
फू (ग)<० हो वो १८वें प्रक्रम से फ ()5० इस समीकरण में 
अव्यक्त का एक मान ग होगा। अब यदि च एक ऐसी छोटी 
धन संमाव्य संख्या मानी जाय कि ग-च और ग+च हन दो 
संख्याओ के भीतर ग को छोड़ श्रव्यक्त का कोई और दूसरा 
मान न पड़ा द्वोतो १४वें प्रक्रम से फू (7-च) ओर फू (ग+च) 
ये दोनों विरुछ चिन्ह के होगे ओर इनके बीच अव्यक्त का 
एक ही मान ग दोगा। परन्तु ११वे प्रक्रम से 


फू (॥-च) 
र्‌ | 
न फ(ग)- फ(ग) च + फू (ग) नह ल्‍्े फ/(),त 2 
का फू | ग चोर /// बे 
८- (गम) च + फू (ग) रह फू (न) श्र न 
ओर फृृ(ग +च) 
न्फए0+फ() च+फ (0 ,+फ"एऐस+ 


सपम्रीकरण के सूत्रों का पृथक्रण २४१ 
ज फ्ि(ग) च+ फ(ए) २ + फ(ग) 


छाब १शवे प्रक्र से च का ऐसा छोटा मान माच सकते है 
जिसके वश फट (ग) च यह और पदों के योग से चाहे जितना 
वड़ा हो, इसलिये फ(ग-च) यह-फ्छ(ग) च इस चिन्द्दं॑ का, 
ओर प्ट(ग +च) यह फृ(ग)च इस चिन्ह का होगा। परच्तु 
दोनों में च एक ही है इसलिये ग के जिस मान में फ(य) यह 
शूल्य के तुद्य होगा उससे अव्यवहित पू्ष य के मान में पए(य) 
ओर प्र (य) ये विरुद्ध चिन्ह के होगे ओर उससे अव्यवहितो 
तर पके मात में प्(य) और फ(य) एक चिन्ह के होगे। 


१३१--क्षह्पना करो कि न घात का एक फल फ(५) है 
और इसका धरथमोत्पन्न, द्वितीयोत्पन्न, तृतीयोत्पन्न इत्यादि फल 
कम से प्र, (२), प.(य), प्,(य) इत्यादि हे (१०वां प्रक्तम 


०. दिये 


देखो) इनसे य के स्थान्त में श्र को रख देने से जो 
पृ), प्व, (ज),फर(अ)फ, (ब), - » - फआ भा) 
श्रेढ्वी होती है । इसमें जञितनी व्यत्याल संख्या होती है 
उसमे य के स्थान में क को रख देने से 
प्द(क), प्र रु (क),फ २(क),पट् डे (कद | 
इस श्रेढ़ी की व्यत्यास संख्या घटा देने ले जो शेष बचे 
उससे अधिक फ(य)८ ० इसमें श्र और क के बीच में अ्रव्यक्त 
के मान नही हो सकते, उसके तुल्य वा उसमें कोई कमर संख्या 
घटा देने से जो शेष बचे उसके तुल्य अव्यक्त के मान होंगे | 


फृ(ब), फ्‌, (य), हा फराय) 
4] 
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इस श्रेढ़ी में य के स्थान में भिन्न भिन्न संख्याओं का 
डत्थापन देने से किसी पद का चिन्ह नहीं बदल सकता जब 
तक कि य का एक मान उस पद को शुूल्य करने से उत्पन्न 
हुए समीकरण मे अ्रव्यक्त के एक मान के तुल्य होकर आगे 
न बढ़ेगा । ( १६वां प्रक्रम देखो ) 

फ (य), फू, (य) फर (य), 5 फछ (य) श्स श्रेढ़ी मे 
चार स्थिति होगी । 

१--कह्पना करो कि जब यज्ग तो फू (१)5० और 
फू, (५) यह शूल्य के तुस्य नहीं होता । तब १३०वे प्रक्रम से 
ग के अव्यवहित पूव फू (+) और फ,(य) विरुद्ध चिन्ह के और 
ग के श्रव्यवद्ितोत्तर फट (प) भौर फृ ,(य) एक चिन्ह के होंगे । 
इसलिये य बढ़ते बढ़ते जब ग से [ जो फू (१) ८० इसमे बार 
बार न आने वाला श्रव्यक्त का एक मान है |] पार पहुँचेगा 
तब श्रेढ़ी में 'एक व्यत्यास की संख्या कम हो जायगी। 
. २--ऋछ्पना दरो कि ग यह फ़ (4)< ० इसमें बह अ्रव्यक्त 

मान है जो त बार आता है तब ९५वें प्रक्रम की थुक्ति से य के 

स्थान में ग॒ का उत्थापन देने से 

फ(), फ, (०), फ, (०) फू... ;(य) ये खब शुन्य 
के तुल्य होंगे, इसलिये ग से अव्यवद्ित पूर्व य के मान में 
फा(य), फ (७), * फ्त- ७), फ[यग) ये पास पास के दो 
दो विरुद्ध विन के होंगे ( देखो १३०वां प्रक्रम )। इसलिये 
इस स्थिति में 6 व्यत्यास होंगे और ग से अच्यवहितोत्तर य - 
के मान में फ(य), फ ((ब),---- फद- ५(ब),फेह(य) ये खब एक 
चिन्ह के होंगे। इसलिये पहल्ली व्यत्यास संच्या से दूसरों 
व्यत्यास संख्या त तुल्ब कम होगी । 

| 
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३--कहपना करो कि य८ग तो एक कोई उत्पन्न फल 
फू(य) यह शूत्य के तुल्य होता है और फ८.,(य) और 
फ. ,(य) ये शल्य के तुल्व नहीं होते | तब यदि फृद.. ,(ग) 
और फू... ,(ग) ये एक ही चिन्ह के हो तो १३०वं प्रक्रम से 
ग से अव्यबहित पू्े य के मान में फ(य) यह फ्८_ ((य) इससे 
अथवा फ.. ,(५) इससे विरुद्ध चिन्द्र का होने से पृ... .(य), 
फ/(य), फ्‌.. , (४) इसमें दो व्यत्यास और ग से अध्यवहितोचर 
य के मान में फू, ,(य) इससे अथवा पट... ,(य) इससे फृ.(य) 
यह विरुद्ध चिन्ह का न होने से फ+._ , (य), पृ 6(य), प्त ((य) 
इसमे एक भी व्यत्यास न होगा, इसलिये पहले की अ्रपेक्षा 
इसमें दो व्यत्यासों की कमी हुईं और यदि फ6_,(प) और 

5+१ |) ये विरुद्ध चिन्ह के होंगे तो ग से अ्रव्यवहित पूरे 

यके मान में फृ८ ,(य), फृत[य), फृ८-,(य) इसमें एक 
व्यत्याल और ग से अरव्यवहितोत्तर य के मान में भी 
फू+-(ग), फत(य), फेठ+५(य) इसमें एक ही व्यत्यास के होने 
से इसमे कोई व्यत्यांस की हानि न हुई । | 

४--कह्पना करो कि य"-ग तब म उत्पन्न फल 

फृन्‍(य), फृर (य), फून>र(य), “फर--प- २), फत+न(व) 

इनमें कर 

पहिले--यदि म सम संख्या और फ-,(य) और 
पम्प) ये एक ही चिन्ह के हो तो ग के अव्यवहित पूर्व य 
के मान मे ऊपर के पदों में म व्पत्याख और ग से अव्यव- 
हितोत्तर य के मान में एक भी व्यत्याल न होगा और यदि: 
फ८_, ये और फृद मय) ये विरुद्ध चिन्ह के होगे तो ऊपर 
के पदों में ग॒ से अध्यचहित पूर्व ब के मान में म+ ३ व्यत्यास 
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होंगे भर ग के अ्रव्यवहितोत्तर य के मान में १ व्यत्यास होगा 
इसलिये दोनो स्थितिओं मे ग से श्रव्यवहितोत्तर य के मात 
में उन पदों में पहिले की अपेक्षा म व्यत्यासों की हानि हुई । 


दूसरे--यदि मे विषम संख्या और फृद_ ,(य) ओर 
फू, ,॥(य) ये एक ही चिन्ह के हो तो ग से अव्यचहित पू् य के 
मान में म+ १ व्यत्यास होगे ओर ग के अव्यवहितोत्तर य के मान 
में एक भी व्यत्यास न होगा और यदि फ.. , (५) और फ्6../(य) 
ये विरुद्ध चिन्ह के होंगे तो ग से अ्रव्यवहित पूर्व य के मान में 
म घ्यत्यास और ग से भ्रध्यवहितोत्तर य के मान में १ व्यत्यास 
होगा, इसल्िग्रे दोनों स्थितिश्रों मे ग से श्रव्यवद्धितोचर य के 
मान में क्रम से म+१ ओर म-१ व्यत्यासों की हानि हुई। 
अर्थात्‌ सम संख्या तुल्य व्यत्यासों की द्वानि हुई। 


इसलिये फ(छ), फ ,(3),फ (२). **“ फ(य) इस धेढी 
में य॒ के स्थान में भ्र के रखने से जितने व्यत्यास हांगे उनमें 
इके आगे श्रव्यक्त के प्रति मान के पार ज़ब य चलेगा तब 
पुक एक व्यत्यास की हानि होती जायगी अथवा श्र से आगे 
अव्यक्त के प्रति मान के पार सम संख्या + १ इतने व्यत्यासों 
की हानि होगी। इस प्रकार से ऊपर कहा हुआ सिद्धान्त 
उत्पन्न द्वोता है। अड्गरेज विद्वानों के मत से इस सिद्धान्त का 
प्रकाशक फोरिश्रर (7०7०७) और फरासीस के विद्वानों के 
मत से इसका प्रकाशक बुडन (2प04॥) है । 


घुडन ने इस सिद्धान्त को इस तरह से लिखा है;- 


कल्पना करो कि फे(ब)5 ० इस समीकरण पर से एक 
नया समीकरण ऐसा वनाया जिसमे अव्यक्त मान फ(य)८* 
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इसमे के अव्यक्त मान से अर तुल्य न्‍्यून हो ओर दूसरा ऐला 
समीकरण बतायां जिसमे अव्यक्त मान प्य(य)5० इसमें के 
अव्यक्त मान से क तुल्य न्यून हो (३७वां प्र० देखो) तो पहिले 
नये समीकरण में जितने व्यत्यास होगे उसमे दुसरे तये समी- 
करण के व्यत्यासों को घटा देने से जो शेष बचेगा उससे 
अधिक अ और क के वीच फृ(ग)-० इसके अव्यक्त मान न 
होगे | जहां अ से क को बड़ा माना गया है । 


इ७वे प्रक्रम से दोनों नये समीकरण क्रम से 


( रो शो 
फ(त)+फ ,(॥)7 +फ-(च) रब. फर्नओ कर 


र बट श् 
फृ(क। +फ , (क)र + फू -(क) पी फ,(क) नदी 


ऐसे हांगे ओर जिनमें थे ही ब्यत्यास होंगे जो कि 
फ(अ), पृ ,(४), फृ२(अ).-- - - फ-/+) हु 
फा), फ, (५), फृ, (क), 5 फ्ऑक) 
इनमें है। इसलिये वुडन के सिद्धान्त और फोरिश्रिर के 
सिद्धान्त में कुछ भी भेद नही केवल वाक्य में भेद है। 
इस सिद्धान्त की व्याप्ति के लिये कुछ उदाहरण दिख- 
लाते हेः-- 4 
(१) नीचे के समीकरण म॑ अवच्यक्त के मानों की स्थिति 
ज्ञानना चाहिएः--- 


फ(ब) >पौ-श्य*- रश्यर + ध्श्यरे -- शह्य- १०१५० 
इसमे फू ,(य)- श्य' -- १शयों -- 3रय + १६०य-४६ 
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फू.(य) ८ २०य१- ३६य - १४४य + १६० 
फू ,(य) ८ ६०य - ७ रय - १४४ 
फ्‌,(य) 5८ १२०१-७२ 
फ,(ब) 5 १३० 
इनमें व के स्थान भ- १०,- १, ०, १, १० के उत्थापन से 
और नीचे के क्रम से केवल फ, फ ,, फू, इत्यादि लिखने से 


फे, फू. फे फेर फे हे 


(८-१०) क “ + -“- + ८ 
(८०९) +*+ 5“ “» +$ -“- + 
(०) + +- - + -“- -जैसा समीकरण है) 
(१) के के 5 + + 
(१०) के के क॑ के के क+॑ 
इनसे ये बात पाई जाती हैं।-- 


-१० और -१ के भीतर एक संभाव्य मान है क्योंक्ति 
दोनों के व्यत्यासों का अन्तर एक है; 


-१ और ० के भीतर सी एक संसाव्य मान है कर्योक्ति 
पक व्यत्यास की हानि है; ० ओर १ केबीच कोई संभाव्य मान 
नहीं है क्योकि एक भी व्यत्यास की हानि नहीं है। १ ओर 
१० के बीच कम से कमर एक खंभाष्य भान है क्योंकि तीन 
व्यत्यासों की द्वानि है । यहां फोरिभर और बुडन दोनों के 
सिद्धान्त से यह पता नहीं लगता कि १ श्रोर १० के भीतर जो 
और दो मान हैं वे संभाव्य वा असंभाव्य हैं। इसलिये १ और 
१० के भीतर और और संख्याओं को « के स्थान में रख कर 
फिर एक व्यद्यास की हानि पर से संभाव्य मानों का पता 
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लगाना चाहिए | परन्तु इस कम में बड़ा प्रयास नरता पड़ेगा 
और जहां वे दोनों मान बहुत पास पास होंगे तहां तो य के 
छोटे छोटे अनेक मान मानने से बहुत ही बडा प्रयास करना 
पड़ेगा | 

यदि किसी युक्ति से यह पता लगा बाय किय के दो 
निर्दिष्ट मानों के भीतर अ्रव्यक्त का कोई संस्ाव्य मान नहीं है 
तो व्यत्यासों की दो दो हानि से असंमाव्य मान का पता लग 
सकता है। जैसे 

(२) फृय) "८ य* - श्यर -- य+ २३ ८ ० 
इसमे य के स्थान में ०, १, १० का उत्थापन देदे से 


फ, फू, फ़ै+ छा झा 


(०) न- - है न 
(१) न ० - 5... + 
(१०) + + न न के 


यहां पहले यह पतांल्चगाना चाहिए कि य> » में फू२८० 
ओर य८१ में फू, 5० इन दोनों शूल्यों में कोन चिन्ह सम- 
भाना चाहिए। इसके लिये ० और १ के पूर्थ ओर अनन्तर 
य के स्थान में बहुत ही छोटी संख्या च का उत्थापन देने से 


फू, फू. फू. फू, झा 
0 /5च + न + डे जैः 
लय 5 आल 
के +>» 5» “5 + 
(१) | श्क्च के न नल. गए न+ ने 
(१०) न- के के + + 


५] 
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इस उपाय से पता त्वग जाता है कि जब य० होने से 
फू, 5० होता है तो य के-च मान में फे, से विरुद्ध चिन्द् 
का फू, होगा और जब य८+च तो फू, और फ, दोनों 
एक ही चिन्ह के होंगे। इसी प्रकार य के १-च और १+च 
मान में भी फू, का पता लगा सकते हो। 

य के स्थान में- च श्रौ२+ च के रखने से दो व्यत्यासों की 
हानि हुई और च को ऐसा छोटा माना है कि इसके भीतर य 
का कोई खंभाव्य मान नहीं है तो कहेंगे कि छव्यक्त का एक 
जोड़ा श्रसंभव मान होगा । ५ 

१+च और १० के भीतर अव्यक्त के दो संभाव्य मान हें 
वा एक जोड़ा असंभव मान है। यहाँ पर फिर भी संशय ह्वी 
रहा कि वास्तव में मान सं भांव्य वा अ्संभाव्य है। 

(३) यदि अनेक पदों के गुणक समीकरण में शून्य हो तो 
नीचे लिखी हुई युक्ति से असंभव मानों का पता लग सकता 
है। जैसे 

बाॉ-१८० 
इसमें आना है कि य के कितने असंभव मान हैं तो 
ह छा (य) बच्यॉ-१ 
फू ,(य) 5ध्याँ 
फू,(व) >रे०य 
फ,(य) ८१२०यर 
फ, (य) 5३६०य 
फृ,(प) >७शेण्य 
फछ(य) म्:छ५6 
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य के स्थान में -च और +च का उत्थापन देने से और ८ 


को बहुत ही छोटा मानने से 
फ्ूं, फें, फ., फ. फेर. छू हफी 
सच: का हक आि- फिका कि - महक । उन 


(कच) + क+ क+क॑ कक. + + 


यहां चार ध्यत्यासों की हानि है और जानते है कि च ऐसा 
छोटा है क्षि-च और +च के बीच में कोई संभाष्य मान नही 
है इसलिये चार व्यत्यास के होने से इसमें चार शअसंमाव्य 
मान हुए ओर २रवं प्रक्रम से दो संसाव्य मान होंगे | 
इस प्रकार से किसी हियुक्पद्‌ समीकरण में अ्रसंभाव्य 
संभाव्य मानो की संख्या जाब सकते है । 
(४) फृ(अ) >य"+ १०यर +य-४८० इसके संभाव्य 
ओर असंभाव्य मूलों की संख्या जाननी है । 
यहाँ. फू (ग)ल्‍>य" + १०यरै +य-४८७० 
फ (य) ८ झय? + १०्यरे + ९ 
एफ (बी) ८ ५६य* + इण्य 
फू (य)८5३३१६य* +- ६० 
फा,(य)८ १६घ८०य* 
फे,(ब) ८ ६७२०यरै 
फू ,(य) 5 २०१६०ये 
फू, (य] 5 ४०३२०य 
फ.(य) ८ ४०३२० 
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यहां य के स्थान मे-च, ०,--च के उत्थापन से 

फ्‌ प्द्चष फ, फ, फ फ्‌ड फ, फ, फू 

(-च) के “ के “5 के के + कक 
4०) न ० ० ० ०. नई ० के हा 
(की: ३ नर के ०6 - बह "के --: 

यहां -च और +च के बीच में ६ व्यत्यासों की हानि हुई 
और च को बहुत छोटा मानने से -च ओर + च इनके बीच में 
कोई संभावय मूल नहीं है इसलिये यहां ६ श्रसभव मूल होंगे 


और २रव प्रक्रम से दो संभव मूत्न होंगे ज्ञिनमे एक धन और 
दूसरा ऋण होगा | 

(५ ) ११-श्यो-य+ १८० इसके पूलों का पूरा पूरा 
पता लगाना है । 


यहां एफ (य)5य-शेयो -य+ ९ 
फू (ये) ८ पा +- श्य - १ 
फ/(य) ८ ३०२४ - ६ 
फू, (य)८ १९०य* 
फो,(ब)८१६०यें 
फू, (य)८७०२०थय 
फ्‌(ब) 5 ७२० 
य के स्थान मे -१, ०, १, २ का उत्थापन देने से 
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 फफ,-फ,फफरफ,पफ्ठ 
(- १) न +- न +- के ० ० [ [ -- १) यकां 

(०) +॑ ० ० ० - - + एेमान हुआ 
(१) के के के के + ८“ ८ 
(२) के के के के के के +॑॑ 
( $ ) न-च न जा न भू 55» “ + 
॥ कंच.. के के के के + +- + 
- १० न्‍- ++ - क- 

(-१) । १्-च + +ः न- 

>र्कच के #॑आा के 5 के + +- 


-१ इसके उत्थापन से फू (२)८० इसलिये -श९ यह्द 
य का एक मान हुआ । च के श्नत्यन्त छोटे होने से शल्य के 
आगे पीछे -च और +च इनके बीच संभाव्य मान नहीं है 
परन्‍्तु दो व्यत्यालों की हानि है इसलिये य के दो असंभाव्य 
मान हैं । 
+च और १ के बीच एक व्यत्यास की हानि है इसलिये 
+च वा शुत्य शोर १ के बीच य का एक संसाव्य मांव और है। 
-१+च झोर -च के बीच एक व्यत्यास दी हानि है 
इसलिये -१+च और -च के बीच में वा -१ श्र शूल्य 
पे बीच में य का एक संसाव्य ऋण मात और है। 
१ और २ के बीच में भी एक व्यत्यास की हानि है इस- 
लिये १ और दो के बीच में य का एक घन संभाव्य मान हुआ | 
“शूस प्रकार से चार संभाव्य और दो असंभाव्य मूल 
फ (4)- ० इसके आए | इस प्रकार प्रति समीकरण में य के 
स्थान में ऐसी दो संब्याओ का उत्थापन देना चाहिए जिसमें 
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एक ही व्यत्यास वी हानि हो तब निःसंशय उन दोनो 
संख्याश्रो के बीच य का एक मान रहेगा | यदि एक से अधिक 
व्यत्यासों की हानि होगी तो निःसंशय यह नहीं कह सकते कि 
उन दोनों संखज्याश्रों के बीच अब्यक्त का एक ही अथवा 
अधिक भाष है। इसी प्रकार जिन दो संख्याओं के बीच जानते 
है कि अव्यक्त का कोई संभाव्य मान नही है उनमें व्यत्यासों 
की हानि से श्रसंभाव्य मानो का भी पता लगा सकते हो | 


१ ई २-फृ (य), फ १ (य), फ़र (य), 088 फ(य) श्स 
भ्रेढ़ी मे यदि य के स्थान में शूल्य का उत्थापन दो तो स्पष्ट है , 
कि प,, प९, १३) “पल ये ही जो प्म (ब) में क्रम से द्वितीय, 
तृतीय इत्यादि पदों के शुणक है होंगे जहां फू (थ) मे य के 
सब से बड़े घात का गुणक घन रुप तुल्य है और उसी श्रेढ़ी 
में यदि य के स्थान में +०० का उत्थापन दो तो १श्च प्रक्रम 
से सब पद्‌ धन होंगे। इसलिये प,, प,, प५,._ 'प. इसमें 
जितने व्यत्यास होगे उतने ही व्यत्यालों की हानि होगी इस- 
लिये फोरिश्वर के सिद्धान्त से फू (4)- ० इसमें उन्त ब्यत्यासों 
की सख्या से अधिक ० और +०० के बीच श्रव्यक्त के घन 
संभाव्य मान नहीं हो सकते | यही बात डिकार्रिस की खिन्ह 
रीति से भी सिद्ध होती है ( ४४वां प्र० देखो )। इसलिये कदद 
सकते हो कि फोरिध्र और बुडन के सिद्धान्त के अस्तगंत ही 


डिकार्टिंस की चिन्ह रीति है । 
१३२--फोरिअर ओर बुडन के सिद्धान्त से सहज में 


सर्वत्र पूरा पूरा समीकरण के संभाव्य प्रत्ञों का पता नही लगता 
जैसा कि १३१वे प्रक्रम के उदाहरणों से स्पष्ट है इसलिये श्र 
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स्टर्म (5070) साहब का एक सिद्धान्त दिखलाते है जिसके 
बल से निःसंशय संभाव्य यूल इत्यादि का पता ल्थ जाता है । 


१३१४--फ् (ब) का प्रथमोत्पन्न फल फ,(य) मान लो 
और कल्पना करो कि फ् (4)5८० इसमे अव्यक्त का कोई 
समान मान नहीं है। इसलिये ५६४वे प्रक्रम से फट ()) और 
फू ,(य) का महत्तमापवत्तेन- अव्यक्तात्मक कोई न होगा। 
इसलिये वीजगणित की युक्ति से यदि फृ (ब) और पे ,(य) 
का महत्तमापवत्तंत निकाला जाय तो क्रिया करने से अन्त में 
व्यक्ताडु शेष बचेगा | 

एफ (प) और फ , (४) में अ्रव्यक्त के एकापचित घात क्रम 
से पर्दों को रख लो। जो पद्‌ न हो उनमे शल्य गुणक लगा 
फर १ प्रकम की युक्ति से पूरा करलो | 

फृ (४) में जो सब से बड़ा य का न घात है उससे एक 
कम श्र्थात्‌ +- १ यह य का सब से वड़ा घात फट , (य) में होगा । 

फू (य) को साज्य, प्य,(ब) के हर मात कर महत्तमा- 
पवत्तंन निकालने की युक्ति से लब्दि और शेष को निकालो | 
शेष के धन, ऋण चिन्ह का ध्यत्यय कर फिर इसे हार और 
पहिले हार को भाज्य मान कर साग देकर दूसरा शेष निकालो 
फिर धन ऋण चिन्ह का व्यत्यय कर इस शेष को द्वार भानों 
और पहिले हार को भाज्य, यों घत आण का व्यत्यय कर 
प्रति शोष को हार सान और उचछ्तके पहिल्ले हार फो साज्य मान 
कर क्रिया करते जाश्रो जब अस्त में व्यक्ताड़ू शेष हो तव छोड़ 
दो । इस अन्तिम व्यक्ताडु शेष के भी चिन्ह का व्यत्यय कर 
अन्तिम शेष समझो। 
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करपना करो कि चिन्ह व्यत्यय किए हुए शेषों के मान क्रम से 
फ२(०), फ३ (४), फ,(य), ००० फतय) ये हैं। 
महत्तमापवत्तन की युक्ति से इंनसे नीचे लिखे हुएए समी- 
करण बनते है 
गुफ(य) 5 क (कफ , (प)-म २ फ२(य) ) 
गु.फ ,(य) +लरफेर(य) - म३फ३(य) 


| 
| 

गुत- ?फत-.5 (२) न लतफेद(य) - मत+ फीत+ १(य) (क्‍ (९) 
"०००० | 


गुन- फैन-२(य) ८ लत फिन-. ९(य) - मन्न फीज(य) / 

जहां गु,गु, गुर “* *'गुन-२, मे मं 8५ * मत+₹ ये घना“ 
त्मक व्यक्त संख्या हैं और ल,,ल२,ल३-* ल, ३ येय के एक 
घात फे खश्ड आय + का इस रूप के हैं । 

(१) समीकरण से स्पष्ट है कि य के स्थान में चाहे जिस 
'. संभाव्य संख्या का उत्थापन दो परन्तु य के पास पास के दो 
फल एक ही काल मे शुल्य के तुल्य नही हो सकते व्योकि 
ऐसा मानने से आगे सब शुन्य होते होते फ,(य) जो व्यक्ताडू 
ओऔर य से स्वतन्त्र है शल्य के समान होगा जो कि असंभव है। 

य के स्थान में किसी ग संख्या के उत्थापन से यदि 
फ(4) 5 ० तो फद-.. (3) और फ6, १(य) ये विरुद्ध चिन्ह के 
होगे | इसलिये 4 के स्थान में ग-च और ग+च के उत्थापन 
से (जहां च ऐला छोटा है कि ग-च और ग+च के बीच बीच 
फू८..,(५)-० और फृ6, ,(५)-० इसके कोई मूत्र नहीं है) 
फ5, /(१) और फ._ ,(य) अपने अपने चिन्ह को नहीं बदल 
सकते | इसलिये फृद_ (५) और फृठ, , (य) यदि ग से अ्व्यव- 
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हित पूरे और उत्तर य के मान में + भर - चिन्द्र के होगे तो 
फ,(य) यह चाहे पूव में +और उत्तर में- वा पूर्व में-,उत्तर 
में + हो, फृर-५(य), फीत(प), फ्द.. ,(3) इस तीनों पदों के 
आगे पीछे व्यत्याल की संख्या न घटेगी, न बढ़ेगी, ज्योंकि 
तद्यों रहेगी । 

यदि य>ग और फृ(य)> ० तो ग से अव्यवहित पूर्ष और 
उत्तर य के मान में प(५) ओर फू ,(य) क्रम से भिन्न चिन्ह 
ओर एक चिन्ह के होगे | (१३० वाँ प्र०) इसलिये य के स्थान 
में अधिक अधिक संख्या का उत्थापन देने से जब य के एक 
मान से आए संख्या चलेगी तब 


फ(), पट ॥। (य); फू (ब), फ्(य) 
इस श्रेढ़ी में एक व्यत्यास की हानि होगी । इस प्रकार 
य के प्रति एक एक मान में एक एक व्यत्यास की हाति होती 
चली जाया । इसलिये य के स्थान सेचअ का उत्थापत 
देने से जो 


फृ(ञ), फृ, (अ), फृ (७) - “प्ाआ) 
इस ध्रढी मे व्यत्याल संख्या होंगी और य के स्थान में ऋ 
से अधिक क दा उत्थापन देने से जो 
पद (क), पृ | (क), पट) पे पृ (क) 
इस श्रेढ़ी में व्यत्याल संज्या होगी वह पहिली व्यत्याखे 
संख्या से जितनी न्यून द्ोगी अर्थात्‌ इस पिछली श्रेढ़ी में 
जितनी व्यत्यास हानि होमी उठने हीअश्नौर कु के बीछ 
फू (ब)5० इसके संभ्ाध्य मल होंगे। - 
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, १३५४--ध्यतव्यास की संख्या के गणना करने में य के 
स्थान में किसी खंख्या का 'उत्थापन देने से यदि फ ,(य), 
फू(य), * “ इत्यादि में कोई शल्य दो जाय तो उसके पूर्व 
धन दा ऋण चिन्ह लगा देने से कोई भेद न पड़ेगा क्योंकि 
जो फल्न शल्य होगा उसके पूर्व ओर आगे के फल विरुद्ध चिन्ह 
के होगे । इसलिये शून्य के साथ चाहे धन वा ऋण चिन्ह 
हो व्यत्यास की संख्या में भेद नहीं पड़ेगा । 

१३६--ऊपर सिद्ध हो चुका है कि य के स्थान में चाहे 
जिस संभाव्य खंख्या का उत्थापन दो परन्तु पास के दो 
फल एक ही काल में शून्य नहीं हो सकते । इसलिये य के 
स्थान में किसी संख्या का उत्थापन देने से यदि पास के दो 
छोड़ अन्य फल्न शूल्य के तुल्य हो. तो उनमें यदि फू (य)८० 
तो स्पष्ट ही है कि बह सच्या फृ(य)८ ० इसका एक मूल ही 
हैं। इसलिये इसके आगे फ्ा(य), फ ,(य),. « पृ (य) इस 
अढी में एक व्यत्यास की हानि होगी । ओर यदि फृ(य) को 
छोड़ ओर फल्न शल्य होंगे तो ऊपर की युक्ति से उत्तके आगे 
ओर पीछे के फलों में विरुद्ध चिन्ह होने से व्यत्यास की संख्या 
में कुछ भेद द्वी न पड़ेगा । 

१३७--यदि फ् (ब), फ,(ब), फे२(ब), * फ/(य) 
इनमें प्रथम पद के गुणक सब धन वा सब ऋण 
हों वो फ (घ)5० इसमें अच्यक्त के सब मान 
संभाव्य होंगे। 

१३४वां प्रक्रम से स्पष्ट है कि पर (५)5० यह यदि न घात 
का समीकरण होगा दो स्टर्म के फल भी फू, (२), फ.(२)- 
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ये न होंगे । प्र (()5० इसमें सबंदा! समझो कि व के सब से 
बड़े घात का शुणुक घन संख्या है। 

यदि फू (२)-० इसमे अ्रव्यक्त के सम्रत्न संस्ाव्य मात 
कितने हैं यह ज्ञानना हो तो स्पष्ट हे क्षिय के स्थान में पहले 
--०० इसका उत्थापन्न देने से स्थम की रीति से श्रेणी में जो 
व्यत्याल होंगे ओर +०० इसका उत्थापन देने से श्रेणी में जो 
व्यत्यास होंगे उनके अन्तर तुल्यः अ्थांत्‌ य के स्थान मे +०० 
इसका उत्थापन देने से जितने व्यत्यास की हानि होगी उतने 
ही फू (१३८० इसमे अव्यक्त के संभाव्य माव होंगे। इसलिये 
यदि स्टरम के सब फलों के आदि पद के गुगक धन वा सब 
अर आव तो --०० इसके उत्थापन से श्रेणी में एक धत एक 
ऋण वा एक ऋण एक घन इस क्रम से पदों के होने से 
व्यत्यास होंगे और +०० इसके उत्थापन से एक भी ब्यत्याल 
न होने से न व्यत्यासों की हाति होगी । इसलिये फू (य)८० 
इस न घात समीकरण में श्रव्यक्त के न संज्ाव्य मान श्रर्थात्‌ 
सब मान सं प्राव्य होंगे | 

१ई३८--थदि एृ(ब), फ.,(ब), फ (२), “फ्‌आ(ग) 
इस शअश्रद्दी भें प्रत्येक फल्ल के प्रथम पद के ग॒ुणक 
सब धन न हों तो उनको धन ऋण के क्रम से लिखने 
से जितने व्यत्यांस होंगे उसने जोड़े फ(ब)-० इसके 
सूल असंभाव्य होंगे | 

कह्पता करो कि फ(ब), फ ,(य), फ,(य) ४ *- फल्‍॑य) 
इनके आदि पद्‌ को ल्लेने से म व्यत्यास हुए तो स्पष्ट है कि 
उनक्षी संख्या न+१ होने से न-म इतने खर होंगे। इसलिये 

१७ 
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य के स्थान में + इसके उत्थापन से म व्यत्यास श्रौर न--म सर 
होगे (४३१वां प्र० देखो) । इसलिये +०० इलके उत्थापन में व्य- 
त्यासों की हानि न-म--म >न- रम इतनी द्वोने से अव्यक्त के 
संभावय मान न+ रम और असंभव मान न + (१-० रम) ८ २ म 
होंगे, इसलिये फ(य) ८ ० इसके म जोड़े श्रसंभव घूल हुए । 


१३६--यदि स्टम के सिद्धान्त में फृत(य) यदद एक फक 
ऐसा आधे कि य के स्थान मे किसी संभाव्य संख्या का उत्था- 
घन देने से अपने चिन्ह को न बदले तो स्टर्म के सिद्धान्त मे 
फू, _,(य), फू८. २(य),."* फ,(य) इन पदों को छोड़ कर 
लाधव से फ(७) फ (७), फ(य),..* ० फृत(ग) इतने ही 
धदों को लेकर विचार करो क्योंकि फू.(य) इसमें य के स्थान 
में किसी संभाव्य संख्या के उत्थापत्र से एक ही चिन्ह होने 
स्‍े फ८(य), फः, (य) 50/2१/8४११ फ(य) इसमे स्चेत्र एक ही 
व्यत्यास की संख्या दोने से किसी संख्या के उत्थापन से श्रेढ़ी 
में उतने ही व्यत्यासों की हानि होगी जितने ब्यत्यासों पी 
हानि फ(ण), फ ,(१),- फत(य) इतने ही पदों के वश से 
होती है । इसलिये और पदों को व्यर्थ रख परिश्रम बढ़ाना 
डचित नही । 


१४०--यदि फा (०) यह ऐसा फल हो कि फू (२)>० 
इसमें जितने अव्यक्त के संभाव्य मान हो य के स्थान में सभा 
के उत्थापन से फू ,(य) और फा (ये) ये दोनों एक ही चिन्द 
के हो तो फ,(य) को छोड़ यदि कुछ लाघव ज्ञान पड़े तो 
डसके स्थान में फा (3) को लेकर पूच युक्ति से फ्‌(य) श्रौर 
फा (य) को ले स्टर्में के सब फलो को बना सकते हो। 
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१४१--स्टम के सिद्धान्त में श्रमी तक तो यदद माना भया 
था कि फृ(4) ८० इसमें अव्यक्त के समान मान नहीं हैं। शरद 
कठ्पना करो कि फ(५) 5० हसमें श्रव्यक्त का एक मान ञ, त 
बार और दूसरा मान क, थ वार है तो 

फृ(थ) > (प-आ)7 (य-क) (य-ख)(य-ग) 
और फू ,(य) 5(प- औए (य-क) ! [त(य-क)(य--ख)(य-ग) 

»»००९ थ(य-श्र) (4-ख) + श्जै 

इसलिये फ() और फ,(य) का महत्तमापवत्तेन 
(म-ओ एप! (य-क) ९ होगा । स्टम की क्रिया में यहां 
जितने फा(व), फ, (०) इत्यादि पद होगे सब को पृथक्‌ 
पृथक्‌ ((- आए (य-क)*! यह निःशेष करेगा। 
अब मान लो कि फि ()७(य-अ)(य-क)(य- ख) (य- ग) 
और फा (य)>त(य-क) (य- से) (य-ग)-**-८--०++-- 
+थ(य-आ) (य-ख) (प-ग)-- -+ -« 

ने टच] 2००००००8३8४००४०४००७ 

तो यहां स्पष्ट है कि फि (०) का प्रथमोत्पन्न फल फा (ये) 
नहीं है परन्तु यदि त+१७थ तो फा (ब) यह अवश्य फि (य) 
इसका प्रत्थमोत्पन्न फल होता | यदि य> श्र क, ख, ग 
तो फि (२) के प्रथमोत्पन्न फल का जो चिन्ह होगा वही फा (य) 
का भी दोगा। इसलिये १४०व प्रक्रम से फ्रि (५) इसमे श्रव्यक्त 
के संभावय मान जानने के लिये फ् (य) के प्रथप्ोत्पन्न फल के 
स्थान में फो (य) को रख कर स्टमे की क्रिया कर सकते है। 

परन्तु फ(थ) और फ,(ब) से स्टर्म के फलों से जो 
श्रेणी बनेगी घह वही श्रेणी होगी जो फि ()) और फा (य) 
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के वश से उत्पन्न स्टर्म के प्रत्येक को फल महत्तमापवत्तेन 
(य- अ)7-7१ (य-क)*-! इससे गुण देने से होगी | इसलिये 
फि (०),और फा (ब) से जो श्रेणी बनेगी उसमे के प्रत्येक पद के 
जो चिन्ह होगे वही वा उनसे उत्वदे (य- भर ! (य-क) * 
इससे गुण देने से चिन्ह होंगे । इसलिये दोनों भेणियों में व्यत्यास 
की संख्या एक ही आवेगी | इसलिये फू (२) - ० इसके समान 
मूल हैं. वा नही इसका बिना विचार किए फ (ब) और फ ,(य) 
से फि (५) और फा (य) को जान कर स्टमे की युक्ति से भ्रेणी 
बनाओ और उससे फ्ि (.)5० इसके जो संभाव्य मृल् होगे 
बही फू (घ)-० इसके भी होगे। इस प्रकार बनाई हुई श्रेणी 
में झन्त का पद शल्य हो तो समझ लेना चाहिए कि फू (२) -० 
इसके तुल्य मूल आवगे । 
इस प्रकार अर और क इन दो संख्याश्रों के भीतर फू (4) «० 
इसमें य के कितने संभाव्य मान पड़े हैं इनका पता स्टर्म के 
सिद्धान्त से लग ज्ञायगा | फिर श्र और क के भीतर की श्रनेक 
संख्याओं के उत्थापन से यह भी जान सकते हो कि क्रिस 
संख्या के बहुत द्वी पास कौन संभाव्य मान है । जैसे 
उदादरणु--( १) फू (य) ८ य* - श्य--५८ ० इसमे अव्यक्त 
के संभाव्य मानों की संख्या ओर स्थिति को बताओ | 
यहां मदत्तमापचत्तेन और १३४वे प्रक्म की युक्तियों से 
'एृ, (य) 5 रेय - २ 
फू, (य) 5 ध्य + १५ 
फू३(ए) ८ - ६४१ 


य के स्थान से --००, ०, +०० इनका उत्थापन देने से 


समीकरण के सूलो का पृथक्रण रहृ१्‌ 
पद फ 4 फ् डे फ् ब्वे 


(-०) ८ से न न 
(०) का हु कु $8 
(+००) + + + न 


-०० इसकी अपेक्षा +०० इसमे एक व्यत्यास की हानि 
हुई और ० की अपेक्ता भी +०० इसमें एक ही व्यत्यास की 
हानि है इसलिये अव्यक्त का एक ही धन संभाव्य मान होगा । 

फिर य के स्थान में क्रम से १,१९,३ का उत्थापन देने ले 


फू पट २ फल > प््ठ डे 


(१) - न- न हे 
(१) हड ्ः के हु 
(३) र्न- न हु न 


इसलिये अव्यक्त का धन संभाव्य मान २ और १ हे 
बीच मे है । 


(२) य -७ध्य+ ७८० इसके संभांव्य मूल्रों की संख्या 
ओर स्थिति को बताओ | 
यहां फ (ये) > यो - जय + ७ 
फू, (य) > शेय) - ७ 
फ, (य) > स्य- ३ 
फ७७)१ - 
यहां प्रत्येक फल के आदि पद के गुणक १, ३, २ और २ 
धन है इसलिप १३७व प्रक्रम से इसके सब मूल संसाव्य होगे । 


३. 


श्ष्२ खमकरण-मीमांसा, 
यके स्थान में -५, - ३, - ९, - १, १ और २के उत्थापन से 
फू फः हुँ फ़्‌ रे फ्‌ः ३ 


(-४) -८ नै- न न 
(-“३२) + न॑- -- हि 
(“२) + न न रनः 
(“१) + *न न न 
(१) + ध्द न न 
(२) + न न + 


यहां -४ और -३ के दीच एक ऋण मूल है और १ ओर 
२ के बीच दो धन मूल हैं । 

इस उदादरण में यदि फोरिभ्र के सिद्धान्त को त्भाश्रो 
तो उसका फ्(य), फू ,(य) इत्यादि लेने से और य के स्थान में 
१ और २ का उत्थापन देने से 


फः फ़,्‌ फर फ 

(१) + - न +- 

(१) + हब क॑ न 
यहाँ दो व्यत्यासों की द्वानि से फोरिश्रर के सिद्धान्त से 
यद्द सिद्ध दोता है कि १ भोर २ के बीच दो से अधिक संभाव्य 
मूल नहीं हैं परन्तु घ्टमे के सिद्धान्त से निश्चय हो गया कि 
१ और २ के बीच निःसंशय अव्यक्त के दो ही मान है।य के 
स्थान में १ ओर ९ के बीच के अनेक भिन्नों का उत्थापन देने 
से स्व॒ल्पान्तर से उन दो मूल्लो की संख्या भी जान सकते दो। 
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(३) फृ(घ) >य*- सर्प - श्य' + १०-४० ० इसके 
ंभाव्य मूलों की संख्या और स्थिति को बताओ । 
फ (०) में २ का भाग देने से 
फू, (य) ८ श्प - श्य - ३८ + ५ 
फू.(य)८ श्य*- २०य-- ११ 
फ्‌५(प) # > झय- रे 
फू, ७छ)5 - १४३३ 
यहां सब फलो के आदि पद्‌ के गुणकों के चिन्हों को ले लेने से 
+ + -+- इसमें एक व्यत्यास है इसलिये १३० वें 
अक्रम से फ(य)०० इसका एक जोड़ा असंभाव्य सूत्र होगा। 
स्टम की युक्ति से य के स्थान में -- ००, ०, + ०० इनका 
उत्धापन देने से वा २श्व प्रक्रम से यहां य का एक संभाष्य 
समान धन और एक ऋण होगा | इसलिये यहां केवल फूए(य) से 
धन और ऋण अ्रमिन्न संख्या का उत्थापन देने से पता लगा 
सकते हो कि ऋण पृूल्न-३ ओर- २ के भीतर और धन मूल 
० और १ के भीतर है। 
(४) य*-श्यर + ध्यो - ष्य+२८० इसके मूलो की क्या 
द्शा है। 
यहाँ फू ((य) 5 ध्य* - १श्यरे + १८य- ७ 
फू (ये) »य* - स्य + १ 
फ्‌,(य) में फू,(य) का पूरा पूरा भाग लग जाता है इस- 
लिये अब यहां पर स्टवर्म की श्रेढ़ी को रोक दो और फ ,(य) से 
समभ लो कि फू(य)-० इसके तुल्य पूल है । 


॥ 


घध्छ समीकरण-मीमांसा 


थ के स्थान में -०० और +०० इनका उत्थापन देने से 


फ्‌ः फृ ए फः रे 
(-००) ने -++ न 
(+००) न + + 


दो व्यात्यासों की हानि से जान पड़ा कि फ(य) 5 ० इसमें 
अव्यक्त के भरतुल्य दो मान हैं जिनमे से एक तीन वार 
आया है । 

(५ ) फु(य) ८ स्व" - १शेय + १०य- १६८० इसमे अव्यक्त 
के मानो की विवेचना करो । 

यहाँ फू ,(य) ८ ध्य* - १श्य+४५ ( २ के भ्रपव॑त्तन से ) 

' फू, (य) ८ १श्यर - १श्य+ ३८ 

यहाँ फू, (१) ० इसके असंभव पूल्र होने से फ, (य) यह 
य के किसी संभाव्य मान भें सबंदा धन ही रहेगा। इसलिये 

कि ही. किक ३ पे के 
आगे स्टम की श्रेढी को रोक देने से ( १३६ प्रक्रम से ) और 
य के स्थान में - ००, ० ओर-+-०० इनका उत्थापन देने ले 

पल फ, फ् 


(-००) + - + 
(०) | + न- 
(+००) + + + र्न- 


यहां पर अ्रव्यक्त के दो संभाव्य मान है जिनमे एक ऋण 
ओर दूसरा धन है | 


१४२--किसी धन अभिन्न संख्या से फ(थ) को 
गुण कर यदि फ,(य) का भाग दें तो अव्यक्तात्मक 


समीकरण के मूँल्रो का पृथकरण र्द्प 
े 

लव्धि अभिन्न आती है और शेष मी अभिन्न बच 
जाता है। | 

कल्पना करो कि फ(ब) > प,य कय(य ० *+प> 

ओर इसका प्रथमोत्पन्न फल संभव रहते कोई व्यक्त 
धन संख्या से पूरा पूरा - भाग दे देने पर प्र , (य) ८ बयां 
+ब,य् प+.. - ऐसा है। फृ(य) और फ, (य) का मह- 
चमापवत्तत निकालने के लिये कह्पता करो फि एक ऐसी छोटी 
धन श्रभ्निन्न संख्या इ है जिलसे फृ(य) को गुण कर यदि 
फू ,(ब) का भाग दे तो श्रव्यक्तात्मतक लब्धि और शेष दोनों 
अभिन्न रहते है । 

३ फ(य) में फृ,(य) का भाग देने से मान लो कि इ प(ब) 
के प्रथम पद के गुणक में फ (मर) के प्रथम पद के ग्रुणक से 
भाग देने से अभिन्न व्यक्ताडु ल आया तो 
इप, 5 बल, प ओर ब, का महत्तमापवत्तेन मे से साग देनेसे 

इप ल्व्ल 5४:३४) #%७ ढक के (१) 
जहां मप', >प५ और मव'३ नव | 

बीजगणित की साधारण रीति से इन्प(य) भें लम पट, (४) 
को घटा देने से शेष में य के बड़े घात का गुणक इप-लब, 
यह होगा | इसमें भी फृ,(य) के प्रथम पद्‌ के गुणक का पूरा 
भाग लग जाय तब लब्धि और शेष दोनों अभिन्न होंगे ऐसा 
कह सकते है। ग 

कल्पना करो किइप, ->लवब, में ब, का साग देने से 
लब्धि बज तो 

इप, ->लब, रच (ला 


श्र समोकरण-मोमांसा 
दोनों पत्तों को प, इससे गुण देने से 


इप,प, - लेप »ब ६ ८ प,च७० 
चा इप प,-लप ,/व, प /घब,ल 
वा (१) समीकरण से 
लब॒ १, -लप (व, प्‌ ०च०ल' 
ल(ब प,-प५/च,) लभा 
न्षे० ह्दा 
यदि ब(,प, -पहब | रूभा, पब, रहा | 
फिर यदि भाम,भा और हाम,हा' जहां म. यहद्द भा 
ओर हा का मदहत्तमापवत्तन है तब 


-, खरा 


हर का भाग देने से 
त्रन्ल (क्ञरः ) पक कर (२) 


अब यहां यदि ्ः पं सिन्नों के दरो के र गुणित लघुत्तमा- 


पवत्त्य तुल्य ल कल्पना कर तो ल' अभिन्न श्राता है। इसका 
उत्थापन (१) में देने से 


/ 2-2 क्र हु बट बा 6 
टू प्‌ का ब्‌ः जे ] ट्टू च्णक का, त्व श्र + । 


श्रव इस में -... जो दृढ़ हर दो उसके तुल्य इ, फो मानने 
से इ का मान व्यक्त दो जायगा | 


समीकरण के मूलों का पृथक्रण २६७ 


इस पर से यह क्रिया उत्पन्न होती है | 
फू (ऐ) और फ ,(य) के आदि दो पदों को क्रम से द्वाद 
और भअ्रंश कल्पना कर रः रं ऐसे दो भिन्नों को बना ऋर 


अपवत्तेन की युक्ति से उनका लघुतम रूप कर लो तब इनके 
हारो का जो ल्घुतमापवत्त्य आधे डससे फ,(य) के प्रथम पदू 
के गुणक को गुण कर अंश शोर फ (य) के प्रथम पद दे 
शुणक को दर कल्पना कर अपवत्तन की युक्ति से इस मिक्ष 
का भी लघुतम रूप कर लो। इसमें जो अंश का मान आके 
वही इष्टाइ का मान आवेगा जिससे फृ (य) को शुणु कर यदि 
फू ((य) का माग दिया जाय तो अ्रव्यक्तात्मक लब्धि और शेष 
दोनों अभिन्न होंगे। क्रिया करने में सत्र गुणकों का संख्या- 
त्मक धन मान प्रहण करना चाहिए । 

जैसे यदि फृ (र)->२१+श्चा र+जा ८ ० 

तो (२)>रोे+चा (३ का भाग दे देने से ) 

अब फू () में फ्‌ (२) का भाग देने से अव्यक्तात्मक लब्धि 

ओर शेष अभिन्न होते ही है तौ भी ऊपर की युक्ति से 


प५७१, प१ 5०, च७ ८ है, जे, 5० 
८०३०६ ४०. इनका लघुतम रूप भी >, - यही इुभा 


ओर हरो का लघुतमापवत्त्यं सी १ हुआ । इसे +५- रखे 


युण कर लघुतम रूप करने से अंश १ दुआ | इसलिये १ से 
फू (२) को गुणने से लब्धि भौर शेष दोनों अभिन्न झाते हैं । 


श्द्ट८ समीकरणुनमीमांसा 


फिर फ , (२, से फू २) में भाग देने से शेष 
श२चार+जा 
इसलिये स्टर्म का फू, (२) 5 - रचा र-जा | 
ईफेर यहां ऊपर की युक्ति से 
- फ,(२)-रो+चा ओर फू, (२)८ - स्चा र-जा में प, ८5१. 


पु ८-० व, ८ रचा, ब _न्न्जा | 


इसलिये - ५-5, रा +->>, दोनों लघुतम भिन्नों के हारों 


$ 
का लघुतमापवत्ये ८ शचा इसे -०----- इससे गुण कर लघु 


सम रूप करने से अश श्चा' यह इष्ट का मान आया । 
इससे फ,(ह) को गुण कर फ,(र) का भाभ देने से, 
फिन्ह को उल्लट देने से फू (२) - (जार + ध्चा*) | 
यहां यदि फू (२)-० इसमे यह विचार करना हो कि य 
के तीनों मान कब संभाव्य होगे तो ११७वे प्रक्रम से 
फ (२)७-र +श्चार +जा 
फ.()७ग+चा 
फ(२८ - श्चार-जा 
फ३(२-८ - (जार + श्चा*) 
इनमें प्रत्येक आदि पद के गुणकों को घनात्मक होना 


चाहिए इसलिये यदि या और जा'+श्चा' ये दोनों ऋण 
संख्या हो तो फू (८० इसमे अव्यक्त के सब मान संभाव्य 


समीकरण के सूला का पृथकरण श्द्छ 


होगे | यदि था ओर जा को ११श९व पक्षम्त के घवसमीकरख रे 
साथ तुझञवा करो तो यहां बात रेश्शेव प्रक्रमा से सी सद्धः 
होती है । इसों प्रकार 

फू ()८२६४ + ६चार + हजार + अप रा -- रे" ८ ० 


ऐप ०५ 


इसके प्रथमोत्पन्न फल में ४ का भाग दे देने से 
हि फू, नर्ै+भ्चार+ जा 


र* + श्चा र+ला २४ + इंच रो + इजार + अर का -- 8चा ९ 
२१-/-8चार' जार 


£-॥ 


रेचार + 3ेजार +अ का-- शचा 


हक 


चिन्ह बदल देने से 
फू.(२) ८ - शेचार - 3भार- (धर कच्चा) 
ररव प्रक्रम की युक्तिसे.... ग 


ए,(र) में प.८१, प, 5०, फै,(र) से ब, ८ रेचा, ब, ८ भ्णा 


 अ । इन भिक्रा के हे का 


ब, 3चा 


घुतमापचत्य चा हुआ | से (5 (६ इससे गुण देने से 


9 


ब्चारे गी यही है 
“पू7 यह हुआ | इसका लघुतम, रूप भी यही है इसलिये 


इसका अंश रचा” यह इष्ठ का मान हुआ। इससे फ , (२) को 
शु्य कर फू, (र) का भा देने से 


२७० समीकरण-मीमांसा 


“»वैचार * -« जन), 


-(अरका-बेचारे) रेचापुर! + चा* २ + रेचा जा है चार+ना 


शैचाऐर +श्चाजार' +र(अ"चाका - इचा*) 


“ रेचाजाररे +(६चारै + ३चारै - श्र चाभा)र + १चा जा 
“ गैचाजार -- रेजा २ -- अर जाका + रचा * जा 


शेष-  (१९चा' + जार -- अ्र"चारा)२+ अप जामा 

शे> (३(४चा१+जार - श्र चा का) + रेश् चा सार + भर जा का 
डे (-शेश्र' छा + रेशम चा का) +अपेजा का ( ११श्व प्रक्रम से) 

इसमें +अ' का भाग देकर चिन्द्र उलट देने से 


फ,(२)--(रचा भा - रेशरद्ा)२-जा भा (१४२खवें प्रक्रम की 
शुक्ति से ) फ,(र) में ५, ८ २चा, प, ८ रेजा; फे (२) में ब, ८ 
जा ब, जाभा 
! व, रचा भा- भला 
इनके लघुत्तम रूप के हरो का ल्घुतमापचर्त्य चा(र्चामा 
रचा भा -- रेअद्ा 


प्‌ 
न्च कान 2४८० 
नेचा का - रेअठा, व, > जा भा, स्लो ट 


--रेअछ्क) इसे के हखसे गुण देने से 


भिन्न 


चा मा - है प्रद्धा ) * 
अर इसका तलघुत्तम रूप भी यही 


हुआ | इसलिये इसका अंश (रचा फा-रेअबा) यही इश्ट का 
आन इओआ। 


इससे फ (२) को गुणा कर फ,(र) का भाग देने से 


समीकरण के मूलो का पृथकरण २७१ 


शेष ८ जा चारमा * + रेजा  का(२चाभा - श्शदा) 
“(अका-रेचो *)(रचाका- रेअछा)( २चाका- रे श्रद्दा) 
८ - रेचाजा “कार +(रचाका- रेअढछा)(३ना का - रेअ्र * चाका * 
+ रेअछाक्ा + ६ चा * का - ६श्रचा छा) 
८ -देचाजा* का + (रचाका- 8 अछा) शेका(जा रे + श्र* छा) 
- रश्म चाझा * + ६चा का - धश्नचा पेछ्ा३े 
है - रेचाजा का + (२चामा- रे श्रद्दा) [रेका(अ रेचाका - ४चा १) - 
| - रेश्नरेचाभा + ६चा का- ६श्नचा * छा) 
८ - उैचाजा का +(२चामा - रेश्रद्वा)(३अ पे चाझा ऐ 
“रचा का - रेश्र' चाका + दचा  का- €अचा * छा) 
ह “ रेचाजा मारे + (रचाका -३े अछा)(अ  चाममा 
- वा का - €अचा छा) 
# “रेचाजा रकापे + रेश  चा रेफ्वा ते -- ११चा * भा * 
- श्मश्रवा  छाम्ता -- रेश्ञ चाह्माका  + १८्श्नचा * दाका 
,. + शेण्ञ चा द्वाे 
# “रेचाजा रकाप + शञ्रचा पका -- १२चा * कार 
-रेञ् चाह्याभा + २७अपचा छा ऐ 
र रेअचा मा -रेचार्ा "(जार +-४चा * +- अर छा) 
+ र७पश्र चारेछा पे 
+ रेअचा मा -- रेआ था ' का +- २७अ' चाउदा * 
मे -अगचारेसार + २७ण्अपचारेछारे 
इसमे श्रचारे का भाग देने से ओर चिन्ह को बदल देने से” 
फ,(र) 5 का* - २७छा' (१२२ वां प्र० देखो) 


एड२ , सम्ीकरणु-मीमांसा . 


अब यदि चतुघतसमीकरण में अ्रव्यक्त के सब मान 

संभाव्य होंगे तो 
फा(९ 5५२! + ६चार + धजार + भर का -- रेचा' | 

फू (२) > २ +१चार +जा। 

पट, (९) ८ -रेचार -रेजार -(अपका- रेचा) | 

फू, (२) 5 -(स्वाका- रेशछ्ी)२-जामा |. 

फू,(र)-फा - र७्छा' , 

इनमें के आदि पद १३७व प्रक्रम से धन होंगे। इसलिये 

दि चा, रचारा- रेश्रडा ऋण ओऔर ऊरा* -- २०छार धन हो तो 

सब मान संभाव्य होगे | 


१४३--फ(अ) और इसके प्रथमोत्पन्न फल फृ,(ण) से 
महचमापव्त्तन की यक्ति से २ट्म साहब के फर्लों के मिका- 
लने में बहुत प्रयास करना पड़ता है, इसलिये छाघव से फलो 
को निकालने के लिये एक युक्ति दिखत्ाते हैंः-- 


,. ऋदपना करो कि फ(य)८प,यर+पयन ! +पयरे 
+“»+पतय +« *+पन ओर इसका प्रथमोत्पन्न फल 
फू ,(य) 5ब,य +बय * + *- *+वबत्य 7 +- -«- +बल 
फ(४) को व) से गुण कर फू, (य) का भाग देने से 
शेष | ब(-वप१+प०व२)+ व प२- वे /प०च३ )ये 
+[ब३(-वप/+प,व३)+ व प३ “व प,व, |यी * 
नई # 4 ६४० ९०१ ० ००३४० ७ 8१8०० ००७ ७ 3६ बम 
+ विल(- वे रप३ +प०च२) +बजपत- बे; प०बत. १) ये 7 
नै ३६८६ ०० ०० ३ 2३279 ७08१३ ३0३४१ ३४7 ३ययघ३यघघयघ 8७ ०१०१3७ 27०7३३० 


समीकरण के मूलों का पृथकरण श्र 


चिन्ह फो वदल देने से स्टम का पहला शेष 
फ.(य)- विरजे,प7-प,ब२)+व (प८ब३ - बंप ) ये रे 
+ बिन्‍(व,प११-प०ब३२)+ब,प०ब३, -व पक ये 
न ००११०७०१९५००५०० ३७७०७ ७००० ३१७ ७००७०५१ १० ३0३8 9०+ ०७०७ ७०७०००१ ७७७ _ 
न बित[चि;प१०प+च२):+ज | प०बत- श+बरेपकरय व: - 
नू- ९९ >ब००२«०*५५००३०+००८ ००० ००० « मा न 
इस पर से यह क्रिया उत्पन्न होती हैः 


(य) और फ, (ये) राशि में य के एकापचित घाते ऋषम- 
से ३ प्रक्रम की युक्ति से सब पदां को बना दो | ञ 
फू, (य) के प्रथम पद के गुणक से फ(य) के द्वितीय पद्‌ 
के गुणक को गुण कर उसमे फ(य) के प्रथम पद के गुणक से 
गुणित फ,(य) के द्वितीय पद का सुणक घटा कर शेष संख्या 
को पहली संख्या समझो । फ(4) और फ , (य) के प्रधम पंद्‌ 
के गुणका का घात दूसरी संख्या ओर फ ,() के प्रथेस पद्‌ 
के गुणक् का वर्ग तीसरी संख्या समझी । तीनों सँख्याओं में 
यदि संभव हो तो समान दी धन लंख्या का अपंचत्तेने देकेंर 
ओर तीखरे का चिन्ह बदल कर क्रम से पद्दिला, दूसरा और 
तीखरा स्थिर गुणुक समझो । 
फू ,(य) के द्विवीय पद-के-आरंभ-से सब गेदी के शुणकों 
को पहिले स्थिर गुणक से मुण कर एकन्‍पंक्ति में रक्सो । इसके 
नीचे एक के नीचे एक इस ऋम से फ ,(य) के ठृतीय पद के - 
आरंस से छूब पद के गुणका के दूरूरे स्थिर गुणक से गुण 
कर रकखो। इसके नीचे एक के दीचे एक इस क्रम से फाअ) 
के 
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' के तृतीय पद के आरंभ से सब पदों के गुणकों को तीसरे 
स्थिर गुणक से गुण कर रक्‍्खो | इस प्रकार ऊध्वोधर पंक्ति 
में ओ जो संख्या द्ोंगी उनको जोड़ लेने से और संभव रहते 
किसी समान धन संख्या का अपवत्तन दे देने से ये सब क्रम 
से फू.(य) के सब पदों के भुणक आ जायेंगे। इनमें ये, 
ये ९ इत्यादि त्गा देने से फू.(य) का मान निकल अआवेगा । 
फृ(ब) और फ ,(य) इनके स्थान में फू ,(य) और फ,(य) को 
लेने से ऊपर ही की युक्ति से फू ,(य) निकल आवेगा फिर 
फू. (ब) और फ,(य) को लेने से फ,(य) आवेगा । इस प्रकार 
सब आ जायेँंगे। 
उदाहरण--(१) फा(य) नय - जय +श्श्य' -- ४०यरे 
न मय-- १६ 

इसमें फ,(य) ८ हुय - रेश्य* +६०य* - ८०४ + ४८ 
फृ(ब) ओर फ,(य) को पूरा करने से क्रम से दोनों के शुणक 

+ १,-७, + १५, ०,--४०, + ४८, - १६ 

+ ६३“ रेश न ९०, ०,०८० +४८ 
पहिली संख्या- ६२८ ० ०७--१५ - ३५८ “- ७ 
दूसरी ” ८5१%६ ध्की्‌ 
तीसरी ” 5६5६ पट रे६ 


इन तीनो में किली धन संख्या का अपवत्तेन न ख़गने से 
प्रथम स्थिर शुणक ८- ७, दूसरा ८ ६, तीसरा -- ३६ । 

क्रम से स्थिर सुणकां से गुणित फ, (२) के छ्वितीय पद्ादि,; 
जा पी पदादि गुणुक और फृ(य) के ठृतीय पदादि गुरक 
क्रम 


समीकरंण के मूलों का एृथकरण श्र 
“७७५ & + २४५,-- ४२० , ० , +$४६०, -शै३८६ 
६४%  + ३६०५ ० “४८० , क॑ रेघ८ 
>बेई ४ ८ +-डे४०, ० ,+ै४४०,० १७रे८, न ४७६ 
योग +६५ ,-४२० ६६० ,«फ्८० +- रे४० 
१३ ,-८४, +१६९ ,+१७६ , + ४८, 
- ५ के अपवर्त॑न से 
इसलिये फरण्) न 
शशेय « मण्य + १६ रय१-- १७६य+ ४८ 
इसी प्रकार फू, (२) और फ़२(य) को लेने से 
प्रथम संख्या ८ १३% - ३५०६ »# "४ ८ ४६ 
दूसरी ” 5११४६ न्ष्य 
तीखरी ” ८5१३४ १३ 5१६६ 
अपवत्तेंन न लगने से प्रथम गुणक ८ ५६, दूसरा - ७८, 
तीखरा 5 १६६ | 
४६% ८ “४११६, +-६४०८,०- ८६९२४, +- २३५२ 
७४२८ 5८ + १४६७६, - २३७२४, 4 ३७४४ 
“६६७ ८-९१०१४०, ० $ + ऐ३५२०,-८११२ 
योग | न ७०२०,०- ४३२०, न ८१४०, ०- ४७६० 
७३० के अपवत्तद से और य के घातों को लगा देने से 
पृ(य) >य* - देय रे + १ृश्य-८ ८ (य-- २) * 
इसी धकार आगे भी सब निकाल सकते दो | 
(२) प(य) 5 य «ये + श्यर + ध्श्यन्न्ध रू ० 
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यहां फ(य) का प्रथमोत्पन्ष फल 
फू, (य) 5 ध्य! - श्ण्य + १०य+ १४ 
$ के श्रपवत्तन से 
फू, (ये ८ स्य' - ध्य + श्य +७ 
प्रथम संख्या ८२५४७ ०६-१४ -६-८ -३  प. यु 
दूसरी ” £२%१ + २८हिगु 
तीसरी ” 5२»२ ऋ एहेत,य 
“३३ 5 + २७, -१५, "२१ 
हे५ ८5 + १९०, +१४ 
“४9 ८ “२०, “५६०१६ 
थोग ८+है०, - ५७, -५ 
किसी घन संख्या का अपवत्तन न लगने से और ० के 
धात लगा देने से. 
फू,(य)८ १७य >शण्य-५ |, 
फिर फ,(य) और फ२(य) को लेने से । 
थ, से, 5१०३४ -६-२७ -५७८ - ३६ प्र. गु5-- २६ 
द्वि.शं, 5२१ १७ सः रेप हि. गु ८ ३४ 
तू छं. ८१० ८१७ 7 हक यह पते गु८ -*य८£ 
-बे&8& % ८ 4 २२२३, १६५ 
३४% ८ -- ९७० 
#- ग्यह & मे + ४४४३ “२०३३ 


प्त 


नजर 
3 
“४ 


योग र+ ६०८, “१८९८ 


समीकरण के झूरल्लों का पथकरणय श्क््फे 


९ का ्रपवत्तन दे देने से और य का घात लगा देने से 

फ ((य) 5 १४२प - ४४७ 
फिर फं२(य) और फ, (य) को लेने से 

पर, (ब) ८ ६७पों - धण्य - ५ 

फूज(ब)  ए्श्स्य- ४५० 

प्र सं, २१५२७ ०-४५०७<- ९७% -ए४श७ रू -पफ६४ 

फ७() में तीसरे इत्यादि पदा के न होने से इसरी संख्या 
का कुछ प्रयोजन नहीं ओर 
तीसरी संख्या ८१४९४ १५२ 
इसलिये प्र शु८ ८६४५ 

तू, घु - १४२२ १५२ 

दोनों गुणक ऋण हुएं इसंलिंये ५ 

फू ,(प)5-८६५ ४ --४५४०+ (- १५११ १५२१ --४) 

बय&४ ३४५७० + १४२१ १४५२४ ४. 

अर्थात्‌ फ ,(ब) का मान घत हुआ । 

ऐसे स्थानों में गुणन करने का परिश्रम बचाने के लिये 
फेषल गुण के सांकेतिकर्धचिन्द से इतना समर लेता चाहिए 
कि अन्त में जो फल्न य से स्वतन्त्र आता है अर्थात्‌ व्यक्त 
लंख्यात्मक है बद धन है वा ऋण । 

यहां प्रधम संख्या का भी छ॑ज्यात्मक मान -निहालने का 
कुछ प्रयोजन नही केवल अटकल्न से मालूम पड़ जाता है कि 
चह प्रथम सेस्या ऋण-दोगी इसलिये प्रथम गुणक भी ऋण 
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दोगा। इसलिये फ,(प) का प्रथम खण्ड धन ओर दुसरा भी 
धन होने से फू ,(य) का मान धन व्यक्त संख्या दोगी। इस 
घकार से स्टर्म के शेषों के निकालने म॑ बहुत ही लाघव है। 
भेरी समझ में जितने परिश्रम से महत्तमापवत्तेन की युक्ति से 
स्टम के शेष निकलेंगे उसके आधे परिश्रम में मेरी युक्ति से 
निकलेंगे और भमहत्तमापवत्तेन की युक्ति से क्रिया जितने 
स्थान को व्याप्त करेगी उससे आधे ही स्थान मे मेरी युक्ति से 
क्रिया पूरी हो जायभी। बुद्धिमानो को चाहिए कि इस पर 
विशेष ध्यान दें। 
अभ्यास के लिये प्रश्न | 
१।य*+ रेयर + छ्यरे + श्ण्य+ १८० स्टर्म की युक्ति से 
इसके मूलों की विचेचना करो । 
यहां दो संभाव्य सूत्न (-२, -१) और (-१, ०) 
इनके बीच में हैं और दो असंभाव्य मूल होगे। 
_२।य* -श्य* -श्य+ २३-८० इसके मूलो की विवेचना 
करो। 
यहां दो संभाव्य और दो श्रसंभाव्य मूत्र होंगे। एक 
संभाव्य २,१ और दूसरा ३,४ के बीच में होगा । 
३।य*+ र्य* +यर - श्य' -- श्य -५८० इसमे श्रव्यक्त 
के मानों की विवेचना करो। 
इसमे अव्यक्त का एक ही संभाव्य भान होगा | 
8।य* - रय* - ७्यरे + १०य+१० ८० इसके सूत्रों की 
विवेचना करो । हे 
इसके सब मूल संभाव्य हैं और -३ भर ३ के बीच में हैं। 


समीकरण के मूलों का पृथकरण श्डध 


ए। ये + शेय' + स्यर - शेयर -- स्य--२८ ० इसमें अव्यक्त 
के मानों की विषेचना करो 

यहां एक हो संभावय मान है जो १ और २ के बीच मे है। 

६। यर+ ११य - १० स्य + १८१८० इसके मूलों की विदे- 
चना करो | 

यहां तीनों मूत्र खंभाव्य हैं। दो मूल ३-२ और ३-३ के 
बीच होने से बहुत ही पास पास है। इसलिये उनके सीमाओं 
को श्रलगाने में बहुत प्रयास करने की ग्रावश्यकता है। 

७।य+यर+यरे - श्यरे +- रय- १०० इसमे अ्रव्यक्त के 
मानों की विवेचता करो | 

यहां एक ही संसावय मान ० और ९ के बीच में है । 

र।य*-हय + श्यर 3 १श्य--४८० इसके मूलों की 
विधेचना करो | 

यहां सब मूल संभाव्य हैँ। एक -२ और -९ के बीच, 
एक ० ओर १ के बीच, दो २ भोर ४ के बीच है । 

&। सिद्ध करो कि न्‍्यूटन की प्रधान धन सीमा जानने की 
युक्ति फोरिअर के सिद्धान्त के अन्तर्गत ही दै ( शेवां प्रक्रम 
देखो ) 

१० | य! - ६य* >३०य* -- १श्य- ६ 5० इसमें श्रव्यक्त के 
मानों की विवेचना करो। हैः 

यहां केवल दो संसाव्य मान हैं जो क्रम से - २ और -- १, 
ओर ६ और ७ के बीच में है। . - 2 

११। श्यर- श्म्य“ -- ६०य१ - १र०्यर -- ३०य- -|- १८य - ४. 
०० इसमे अव्यक्त के मानों की विवेचना करो। 
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बहां केवल दो संभाव्य मान है. जो क्र से-१ और « 
भोर ५ और ६ के बीच मे हैं। 

१२५॥ श्य१-- १शयों -पश्य- १६०८० इसके मूलों को 
परीक्षा करो । 

यहां सब संभाव्य घृत्न हैं। एक-०० और -७ के बीच 
शोर दो--० और ६ के बीच हैं । 

१३ । श्य* - इयर -- घय--३८ ० इसमे श्रव्यक्त के मानों 
को विवेचना करो । 


यहां दो संभाव्य मान हैं जो क्रम से-१ ओर ०, और १ 
और २ के बीच में हैं। यहां फू.(१)-(य--१)९ ऐसा होगा, 
इसलिये स्टरम की युक्ति से फ.(य) द्वी तक्त फल्नों को लेकर 
मानो की विचेच्ना करे | ( १३६8.वां प्र० देखो )। 


.१४। नीचे लिखे हुए समीकरण में स्टम के सिद्धान्त से 
दिखिलाश्रो कि अव्यक्त का एक द्वी संभाव्य मान हैंः-- 
(१) य* + हय 3 १०य- १८० 
(२) य*- ध्य' +८य+ ४०८० 
(३) य१- ध्य + ४०८० 
(७) यप* + श्य - शेय -- १०८० । 
१४५ । सिद्ध करो कि “को राशिद्विशतोछुणणो राशिवरगंयुतो 
इत:” इत्यादि भास्कराचाय के चतुर्घांत समीकरण में ज्ञो 
फू (4)5य* - रयरे -४००य- ६६६६ ० ० यह सिद्ध होता 
दे इसमें अव्यक्त के दो ही संभाव्य मान द्वोते दे जिनके क्रम 
से मान ११ भर - ६.है ' 


आखसतक्षमोनानयद श्द्व्र्‌ 


१६। ब१- १श्य१ + इश्यरे > ७वभ्य ०४२८० इसके सूलों 

को बुडन की रीति से अलगाओ | 
उ० सूल, (- ९ ४१) (२२), (४,४) और (६,१०) 
इनके बीच में खब संमाव्य हैं । 

१७। स्टम की रीति से किसी चतुर्घात समीकरण के 
उत्पन्न सब फल्नों के आदि पदों के चिह्ह ++-+ - ऐसाः 
नही हो सकते यह सिद्ध करो। 

१८४। यदि झ्िसी चतुर्धात समीकरण में था शोर भा दोनों 
घन दो तो सिद्ध करो छि ऋयक्त के सब मान अरंभाव्य दोगे 
( १४२वे प्रक्रम के चतुर्धघात लमीकरण के उदाहरण से और 
श्श्ख्ं प्रक्रम से चा, ना इत्यादि के मानों से सिद्ध होगा कि 
स्टम के फर्तनों के आदि खिल्ह ++-++दा++--+-+ 
छेसे होंगे )। 


१३-आअखन्नमानानय न 


१४४--फ् (3) ० ० इसपें स्वल्पान्तर से य का जो मान 
श्राता है उसे ऋष्यक्त का आसन्न मान कहते हैं।ये अआ्सन्न 
मान संभाव्य सख्यात्मक ही जाने जा सकते हैं। 

भारतवष के प्राचीव गणितज्ञों ने य* >अ इस समीकरण 
में य का धासन्न पान इस प्रकार ले निकाला हैः-- 

कट्पना करो- कि-भ का सूत्र म्‌ से-वड़ा. और म्‌+ १ से 
छोटा है तो स्पष्ट है कि य का मान म्‌ से बड़। और म्‌+१ से 
छोटा दोंगा। मान लो कि य >मू+र जहां र रू से अप है तो. 


श्र खसमीकरण-मीमांसा 
ये ८(मू+र)' ८मू + श्मर+र > श्र 
«« गेमूर+ररे८अ-म्‌र >शे 
दोनों पत्तों में र' के जाड़ने से 
र्मूर + श्र ८शे+ रे 


शे+ररे शे+१+रो-१५ शे+१-(१-र२१) 





श्मू+- २२ म्मू+२/-२२-२ श्मू+२-२(१-२) 
हर हो+२०(१०२) _शेन रे 
 शम+२ श्मू+५२-२(१-२) स्मू+ २ 

रे 


+ हे 0 तप | 


धन 


(१-२) | अकम्‌र -म्‌ । 
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_ शे+१ मू+ १) मू+१ 
श्मू+ १) बे ( कर 
मत 
श्र मूकर 
>_ शे+१ कि व, मू+ १ | 
२(मू+ २१) 47) 


मू+ २ 


__श+१ (१-२) | श्र ं | 
श(म्‌+ ३) (म्‌+ १)(म्‌+ २) 


दूसरे खण्ड का मान सब से अधिक होगा तब २८० 





अआखसबतमानानयनत श्द्३े 


० घनम न्मु 
मूरक+म्‌ म्‌ कम 

दि मा मी 

. श्म(म्‌ू+ १) 

इसमें यदि शेष का महत्तम मान जो कि स्म्‌ तुल्य होता 





तब दस सरााड 


५ सु १ 
- है मान लो तो दूसरे खएड का मचत्तम मान ८ राम कई 


रुपाल्य होता है । इसे प्राचीनों ने छोड़ दिया है। इसलिये 


स्वृत्पान्तर से र का मान यह हुआ और तब 


२(म्‌+ १) 
य५/झल्मू+ सम ३ इसरे खराड़ को नीची जाति बनाने 
६०(शे+ २ 
के लिये ६० से गुण देने से य ८ म्‌+ ज्पर' हु )। 
इस पर प्राचीनों का यह सूत्र है 
मूलावशषक सक॑ पष्टिप्तं विकलान्वितम्‌। 
दिगुणेन बियुक्तेन सूलेनाप्त॑ सु भवेत्‌ ॥! 
यह सूत्र परम्परा से सब करणुप्रन्थों में प्रसिद्ध है । 
जिस संख्या का निरवयव मूल नही मिलता उसके सूचछ 
मूलानयन के लिये कमलाकर इत्यादिकों ने पहले उस संख्या 
को साठ के वर्ग से गुण कर तब ऊपर की युक्ति से मूल छेकर 
मूल में साठ का भाग दे दिया है। उन लोगों का यह सूत्र है-- 


पष्टिवगंगुणादझ्ान्सूलं ग्राह्म॑ं याद्गतम्‌। 
सेकशेष॑ षष्टिगु्ं दियुकू-दिप्पदोद्धतम्‌ ॥ 


स्फडे समीकरणु-मीमांसा 


कम्ल्ाकर ने अपने स्पष्टाधिकर में ज्या पर से पञ्चमांश 
व्या के साधन के लिये यह विधि लिखा है कि समीकरण में 
अव्यक्त के पक घात को एक तरफ ओर और श्रव्यक्त के घात 
और व्यक्ताडू को दूसरी तरफ ले जाकर अव्यक्त के एक थांते 
के शुणक से दूसरे पक्ष में भाग देकर श्रव्यक्त का, भ्रव्यर्कात्मक 
मान जान लो । श्रव इस मान में अटकत् से जो व्यक्त, अ्व्यक्त 
का आसन्न मान आबे उसका उत्थापन देकर दूखरा आसफ्र 
मान मनिकालो फिर इसके उत्थापन से तीसरा मान निकातो; 
यो बार बार क्रिया करने से एक ही मान श्राने लगे तब उसी 
को श्रव्यक्त का सूद्म आसन्न मान कहो । जैसे 

उदाहरण--( १) य*-रय-५८० इससे श्रव्यक्त का 
मान जानना है। 

किस की क्रिया से अव्यक्त के एक घात को पक श्र दे 

जाने से 


३... 
शयन्‍्य-५ -. य८ न 





इसमें पहले य ८ ९ ऐसा मानने से य का दूसरा आसन्न मान 


य->५_८२-४५_ ३ 


य ८-7८. -८5-। य के स्थान मे फिर इसका 
्‌ न न 
डत्थापन देने से 
यब्ठ ( भर ) ५४/ “हे थर्ड जा ब8 ड़ रे 
भर ८२९२ १६ 


इस प्रकार से आसन्न मान आते जांयंगे परन्तु यहां यद 
कुछ नियम नहीं कि उत्तरोत्तर सूच्म 'आसन्न मान ही श्राता 
जायगा, हां यदि य के चांस्तवः मान के बहुत द्वी पॉँस वाली 


शासभशंसमानानयन श्ध्नः 


संख्या का उत्थापन य के स्थान-में दिया ज्ञाव तो इनके मत 
से आसक्ष मान आ सकता है | 

इसी उदाहरण में ऊप्ररः मूलानयन क्षी थुक्ति सेपंदित 
यह समर लिया कि 


प्फृ(प)>य- स्य-५८ -१ यदि य 5 ३, और फ(य) ८ + १४ 
बदि २८३ | इसलिये चिन्ह के व्यत्यास से जात पड़ा कि 


' और ३ के भीतर य का एक मान है। करपता करो कि 
[#२+च तो 


फ(२+ च) न्फ (२) हज फ्‌शशेच ने फ'शद ने फ़्श्‌ भ्ै्‌ 


उरन्‍तु फू (2)>य१- स्य-५ .. फे (९+-१ 
फू (य)>वेयो>२.. .. फ (२८ १० 


फ" (६१) ८ दय », फ/ (२८ १२ 
फ्र/(ब) रूप 7 हि फ(+ ) व्ड ह्ृ 
इसलिये व । 


रे ्जै 
फू(२+च)८ -३१+१०च+ कर + 
कम 
है नऋचने-- इंच + १०च -- १ घ-० 
अब कमलाकर की युक्ति से ५9 
२० 
अ्रव इसमे स्पष्ठ है कि च खबदा रुपाल्‍प है; इसलिये पहिल 


च के स्थान में शून्य का उत्थापन देने से च७ -५ | अब च के 
स्थान में >७ के उत्थापन से तीसरा च का असन्न मोल 


चप्ड 


स्प्रे समीकरण -भीमांसा 
ढै5“हुठ्छढ _ १०००-६० -१ _ ६३६ 
१२० १०७०० १०७०० 
फिर इसके उत्थापन से उत्तरोत्तर च के अनेक मान 
आवंगे | इनसे य के झआसन्न मान २२५+च 


5 आ -9+- आम 
१०! ३७००० हे 





३२+०, ३ “इत्यादि आवेगे। , 





इससे सिद्ध द्ोता-है कि जहां श्रव्यक्त का मान रूपातप 
होगा वहाँ कम्रलाकर की युक्ति से ठत्तरोत्तर आखतन्न पान 
सूदम होंगे । 


ऊपर २ के स्थान मे यदि ग रफस् तो 
'फू (ग+च) 5 फ (ग) + फृ/(ग)च + फ/(ग) ् नर रह "० 
-फ(ण) -फ(०)7 वह ३४०६ 





श्स च्चःड कला 
इसभे यदि पद्ििले च के स्थान में शत्य का उत्थांपन दो तो 
> _ | (ग) 40208 जद 
के फएणग) () 
इसलिये यग+ चझूग “का रा 
| ग _ कं (गण) ड्च 
ग दे स्थान में ग प्‌ इसके उत्थापन से (१) 


समीकरण से च॒ का दूसरा मान निकल्लेगा जिसे 


डर झआसचबमातानयन श्म्झू 


ब- व). 

फ्(ग) 
सान आधेगा | या बार बार क्रिया करने से (१) से य का चहुतठे 
ही सृक् मान आ जायगा। 

(१) समीकरण से जो श्रासन्नमान ले आने की थुक्ति 
वत्पन्न दोती है उसे व्यूटन सहाब ने निकाला है इसलिये इस्ले 
आसन्नमान जानने के लिये न्‍्यूटन की रीति कहते हैं । 

' ऊपर ज्ञो य*-स्य-५०० यह उदाहरण दिखाया है 
इसी बदाहरण को न्‍्यूटन ने भी अहण कर अ्रपनी रोति को 
दिखलाया है। 

यदि ध्यान से देखो तो कमलाकर ही की रोति का विशद्‌ 
रुपान्तर न्यूदन की रीति है। 


१९४४--ल्यूटन की रीति से जो बार चार आसन्नम्ान 
आता वह उत्तरोत्तर सूच्मे होता है वा नही यह उनकी रीति 
से स्पष्ट नहीं होता। श्सके लिये फोरिश्वर ने यह यौति 
निकाली है-- का 

कढपना करो कि फ(य)० ० इस समीकरण में भ्र श्रोर क 
फे बीच पक दी अ्रव्यक्त का भान पड़ा है ओर फ(ब)>०, 
फ/(पय)०० इनके भर और क के बीच कोई झव्यक्त मान नही हे 
दो न्यूटन की रीति से उत्तरोचर प्रूदम आसन्नमान छाते 
जायँगे यदि क्रिया का झआरस्स भ्र ओर क की भीतर की संख्या 
से की ज्ञायगी जिन दोनों संख्याश्रों के भीतरे य के स्थान में 
किसी संख्या का उत्थापन देने से फृ(य) और फृ(य) दोनों 
एक दिन्ह के होगे। 


ग, इसमे जोड़ देने से य का दूसरा आखछऋ 


श्ध्ष समीकरण-मीर्मासा 


ऊपर की कट्पना से स्पष्ट है कि श्र श्रौर क के बीच थ के 
मान में फ्‌(य) एक बेर चिन्ह बदलेगा परन्तु फ/(य) और 
फ/(य) दोनों एक ही चिन्द्र के रहेगे। यहां यह समभझ; लेना 
चाहिए कि क- श्र यद्द कोई धन संख्या हे । 

१४९--ऊपर की युक्ति से सिद्धि के तिये पद्विले कल्पना 
करो कि फा() - फ(०)- फ())-६- दर फि(क) - फाओ)) 
यह एक समीकरण है| इसमे यदि य+अ्रवा य>क दो स्पष्ट 
है कि फा(य) - » दोता है इसलिये नव प्रक्रम की युक्ति से 


फा(य)- ० इसमें एक अव्यक्त मान भ्र भर क के बीच अवश्य 
होगा । मान लो कि यह मान श्रा के तुल्य है तो (१०वें प्रक्रम से) 


॥(य) 5 फ्‌(ब) फ७)- का) इसमभ य के स्थान मे 


आ के उत्थापन से 
फ(ञ) (क)- फ(भ) 


“-फा(+)-फृ(/अ) +(क-ओआ) फे(आ) 
इस पर से सिद्ध होता है कि भर श्रोर क के बीच में एक 
थ्रा ऐसी संख्या अ्रवश्य होगी जिससे 
फ्‌(क)-फु(अ) < (क- श्र) फ(आ) ऐसा एक समोकरण 
बनेगा | 
१४७--कढ्पना करो कि अर से व बड़ा है तो यदि फ्(अआ) 
यह धन होगा तो फा(क) ,फ(अ) से बड़ा होगा। श्र यदि 
फ(आ) यद्द ऋण होगा तो फ(क) से फू(अ) बड़ा होगा। यदि 


आसत्ममानानयन श्घ्ड् 


अ और क के बीच प्रद्मेक य के मान में फ(य) हो तो स्पष्ट है 
दि फृ्ृ(आ) भी धन होगा ओर अर और क के बीच प्रत्येक य के 
मान में यदि फ(य) ऋण हो तो फे(ञ्) भी अऋय होगा। 

इस पर से यह खिद्ध होता है कि यद्दि किसी दो संख्यात्नों 
के बीच प्रत्येक य के सान में पद (य) घन हो तो उन दोनों 
संख्याओं के बीच य के मान भें फ(य) बढ़ता जायगा ओर 
यदि फ(य) ऋण हो तो पट्ट(ब) घटता जायगा। अर्थात्‌ उन 
दो संख्याओं के भीतर यदि फ्ी(य) एक हीं चिन्ह का रहेगा 
और पृ्(प) और फू/य) एक ही चिन्ह के होंगे तो उन दोनों 
संख्याओं के भीतर य जैला जैसा वढ़ता ज्ञायगा तैला ठेसा 
फ्(थ) का संख्याक्मक-मान बढ़तत जायगा। और यदि फ्/२) 
ओर फृ(य) विरुद्ध चिन्ह के होंगे तो फ्ृ(प) का सख्यास्मक 
मान घटता जायगा | 

१४८--अ्रव फोरियर की रीति की उत्पत्ति ऐसे करो-- 

पहँले--कल्पना करो कि य८अ तो फ(ब) ओर प्र/(य) 
एक ही चिन्ह के हैं। मान तो कि पहिला श्रांसन माल हे 


हि (अ) 
तो न्‍्यूटन की रीति से दूसरा आखन्न मान अ, 5अ- छा 


कहपना करो कि य का वास्तव मान > अ+ च तो फू(अर+च)> ०. 
अब १४६व प्रक्रम से फु(अ+च)- फा(अ)< उ फृू/(आ) 
( जहाँ अ और क्र+च के बीच में कोई संख्या आ है। ) 


इसलिये च- “काका झैर य्‌ का -वास्तव भाव- 


पुर) दैआ और त्यूटनःको-सैति-से-दूसरा आसन मान 
१& 
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अ-- को यह हुआ जिसको सिद्ध करना है कि त्र की अपेक्षा 


वास्तव मान के निकट है।च के धन होनेसे तह) इसमे 


भाज्य और भाजक विरुद्ध चिन्ह के होगे ओर कल्पना से फृ(अ) 
और फ(ञ) एक ही चिन्ह के है;इस लिये फृर (आ) और फ्(अ) 
भी विरुद्ध चिन्ह के होंगे । इसलिये य के श्र और क के बीच के 
मानों में फ्‌(य), जैला जैला य बढ़ेगा, वैसा तैसा घटता 
जायगा (१४७वां प्रक्रम देखो ) इसलिये फृ (अर) के खंख्यात्मक 
मान से फू(आ) का खंख्यात्मक मान अप होगा; इसलिये 
_फाञ) थ ट खख्या - फ(ञ) रे 
फूआ] “है धनात्मक संख्या - जूता धनात्मक संख्या 
से कम होगी; इसलिये न्यूटन का दूसरा आसन्न मान पह्िले की 
अपेत्षा वास्तव मान के पास वास्तव मान से अल्प है । अब 
दूसरे आसन्न मान को श्र, कहो तो ऊपर ही की युक्ति से 


सिद्ध दो जायगा कि अर, - का! “भर, यह तीसरा आसतन्न 
९ 
मान दूसरे आसन्न मान की अपेक्षा वास्तव मान से कुछ अप 


वास्तव के पास है | इस तरह से सब आसन्न मान एक से 
दूसरा सूच्म होतो जायगा | 


दूसरे--कहपना करो कि फृ(य) और फू (५) एक ही 
चिन्द के हैं। ओर पहिले य को क के तुल्य मांन लिया जो कि 
श्र से और वास्तव य के भान से भी बड़ा है तो न्‍्यूटन का 


दूसरा आसन्न प्रान *- कक यह होगा । मान लो कि 
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य का वास्तव मान ८क+च है जहां च ऋणात्मक संग्या है 
तो फू ((+च)5 ० और १७६ ।प्रक्म से फू (क+चउ) 
-फ (क) ८ चफू (का) जहां का, क+च झोर क के बीच में है । 
फ्छ (क) ६.4 ० ० 

काका ही च के ऋण होने से फू (क) 
और फ(का) एक ही चिन्द्द के होंगे और कल्पना से पृ (क) 
और फृ/(क) भी एक ही चिन्ह के हैं; इसलिये फ्रा[(का) और 
पृ-(क) एक ही चिन्ह के होंगे; इसलिये श्र और क के बीच 
जैसा जैसा य बढ़ता जायगा तैसा तैसा फ/(य) भी बढ़ता 
जायगा। (१७७वां प्रक्रम देखो) । इसलिये फू'(क) का संख्या- 
त्मक मांच फ्ृृ(का) के संख्यात्मक मान से बड़ा होगा; इसलिये 


प्ले यह धनातव्मक संख्या न इससे छोटी होगी । 





इसलिये च८-- 


इसलिये पहिले आरासन्नमान की श्रपेक्षा न्‍्यूटन का दूसरा आसंन्न 


मान वास्तव/मान के पास है। इसी युक्ति से दुसरे को अपेक्षा 
तीसरा आखसन्न मान वास्तव मान के पास होगा। इल तरह से 
एक की श्रपेज्षा दुलरा आसन्न मान वास्तव सान के पास, पाल 
होता जायगा। इसलिये फोरियर का विशेष इस खान में बड़ा. 
ही उपयोगी है । शअर्थात्‌ जिन दो संख्याश्रों के बीच य के बढ़ने 
वा घटने से जब फ(ग) ओर फ”(य) एक ही चिन्ह के. होंगे 
तब डन दोनों संख्याओं मे से चाहे जिसको प्रथम आसन्न मान 
यदि न्यूटन की क्रिया करागे तो आसन्न मान उत्तरोत्तर सूद 
आते जायेगे और यदि यह स्थिति न द्ोगी तो न्‍्यूटन की रीति 
से निश्चय नहीं कि उत्तरोत्तर आसन्न मान सृद्म होगे । 
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१४६--कल्पता कंरो कि न्यूटव की रीति से किसी बार 


का जासन्न मान ग॒ है तो ऊपर के प्रेक्मम की युक्ति से दास्तव 


मान लूग- फाएण यह होगा; इसलिये न्यूटन के ओसप्न मान 


अल + 0 क ह 
ग और वास्तव मान में अन्तर हुल(्धा +7 यह होगा। ओर 


ग़ ्छ 
स्यूटन का ग से आगे का आसन्न मान ग- दा यह होगा, 


पु ग्‌ 
इसलिये इसका भर वास्तव मान का अच्तरर कोण 


फण) _ फ(ग) - फ(गा) 


क्ल)7 - कूल, परत १४६ वे प्रक्रम से 


फ(ग)-फ(गा)८(ग-गा)फ/(णा) जहां गे और गा के 
बीच में कोई संख्या पा है। इसलिये इसके उत्थापन से अन्तर 
त(ग -गा)फ (था 
ले न ्क्ाा परन्तु ग और ग+च ८ वास्तव मान के 
बीच में कोई संख्या गा है। इसलिये ग-गा यह ठ से अहप 
तप 
होगा; इसलिये यद्द अन्तर - नक्ोण इससे अह्प होगा । यदि 
उन दोनों संख्याओं के बीच य को बढ़ाने वा घटाने से फ"(य) 
का महत्तम मान फ्ृ(य) के न्‍्यूबतम मान से विभक्त किया जाय 
और तल्न्धि को ल कही तो अन्तर स्चदा जत' इससे अल्प 
रहेगा। जैसे १४४वे प्रक्रम के य* - स्प--५८० इस उदाहरण 
में सिद्ध है कि वास्तव मान २ और २-१ के बीच मे है तों 
फ(ब) > थ' - २१-४५, फ्(य) 5 रथ - २, (२) 5 ६० 
इसमें य के स्थान में २१ का उत्थापन देने से २ और २१ के 
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बीच फू्‌"(य)८ य का मदृत्तम माव८ १२० और पे (य) 
सशेपर-२ का स्यूनतम यान य के स्थान में के उत्थापन से 
१० इसका भाग फ(यो के महत्तम मान में देने से जल ८ १२६ 
इसमें यदि स्वल्पान्तर से दशमत्व को छोड़ दे तो ल5 १; इस 
लिये स्वव्पान्तर से पहिले अन्तर त से दूसरे अन्तर लत «तर 
इसमें दूना दशसलब खान होगा । 
१५०--ल्याग्रांज (7-०४००४०) की रीति-- 
आसजन्न मान जानने के लिये ह्यग॒शंज ने यह रीति 
निकाली है । कल्पना करो कि अटकल से यह जान लिया कि 
(य)>० इसमें य का एक मान भर और अ+ १ के बीच में 
पड़ा है। स्टर्म के सिद्धान्त से यह भी पक्का कर लिया है कि 
अव्यक्त का एक ही मान अर ओर अ्+ १ के बीच में है। मान 


लो कि य--भ्र+ २; ईखका उत्थापन फ(य) में देने से दिए हुए 


समीकरण का रूप फ्(ञ + र) +० ऐसा होगा,इसमें छेद्गम 
से स्पष्ट है कि फा(२) ८ ० ऐसा एक समीकरण होगा जिसमें 
र का धनात्मक माव एक ही होगा क्योकि दिए डुए-समीकरणं 
में य का एक ही मान अ और अ+ १ के बीच मे है । 

इस फा(र)|- ० में अब र के स्थान में १,.२, ३ बट 


उत्थापन से समझ लो कि कोन दो पास की अभिन्न संख्याओं 
के बीच में र का मान पड़ा है। है 


कट्पना करो कि क और -क-९१ के बीच में जान पड़ा कि 
र का मान पड़ा है । मान लो कि २८क+-+ इसकी उत्थापन 
फा(र) में देने से ओर छेदमम से फ्ि (ल) 5 ० एक ऐसा समी- 
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करण होगा जिसमे ऊपर की युक्ति से ल का एक द्वी धनात्मक 
मान होगा । फिर इस फि७) में ल के स्थान में १, २, ३०० 
के उत्थापन से जांन खकते हो कि कित दो पास की संख्याशओं 
के भीतर ल का मान है। 


कहपना करो कि ग और ग+? के भीतर तल का मान है । 
फिर लब्ग+ ब कल्पना कर व इत्यादि के मान जानने से लगा- 


तार क्रिया करने से य का मान ८ भर + न्‍्प््- इस दि- 





तत भिन्न के रुप में ज्ञान सकते हो जिसे य के अनेक श्रासन्न 
मान उत्तरोत्तर सूच्म बनेंगे | 
उदाहरण-( १) य१-श्य-५८०० इसमें य का आसन्न 
मान जानना है | 
यहां ७शेव प्रक्रम से स्पष्ट ऐ कि सभ्य सात पक ही है 
वह भी २१व प्रक्रम से धन होगा | 
परीक्षा से जान पड़ा कि वह घनात्मक मान २ और १ के 
बीच में है । मानो य८२+ र तो 
फू (२)७२९१-२-१--५ 55- १ 
फू/ (२)-३-२९- ३२ १० 
४२ म/(६२)७३१० न 
इसलिये र के रूप में -२"९+ १०२९ + ६२+१८७०० 


आाउज्नसादा दंदन शहर 


चिन्हों के बदलने से र* -- १०९४ - ६९-१० ऐसा समी- 
करण हुआ जिले फ्ा(र) कहो। .ु 

यदि २--१० तो फ्ा(र ऋण और २७-११ तो फ्ा(र) धन 
होता है; इसलिये १० और ११ के बीच में र हुआ । 


मातो कि र-१०+ हु तो 
प्द्वा (१०)--१०* -- १० १०१. ६ १०-१८ - ६६ 
, फ्या/ (१०)७३-१०१-२०-१०-६ . न ६४ 
इ +(१०) 5-३ १०-१० न्‍ड. २७ 


इसलिये ल के रूप में समीकरण -६१ल'* + ६४क* + २०ल 
+१८-०, चिन्‍्हों के बदलने से ६१७१ --६४लरे -- २०ल- १७०० 
[4 
- फे(ल) 
यहां यद्‌ तः-२ तो फि (ल) धत और ल>१ तो फ्मि (ल) 
ऋण; इसलिये ल का भान १ और २ के बीच में हुआ । 
मारो कि ल-१ कद त्तो 


फ््ि (१ ) न्ू+६१ ११--६४ ११-२० १-० १८ “५४ 


कि (05ए८७३-९९- १८८१-३०. 5-३५ 
इफि/(१)८ १८३ १०६४ बी 
इसलिये व के रूप में समीकरण 


-“-४५४्वाँ - २श्वरे +्मध्व+ ६१--० ऐसा हुआ, चिन्दों के 
बदलने से श४व३ + र्श्वर - मध्व- ६१८० पद (ब), इसमें 
भी परीक्षा से जानेंगे कि व का मात १ शोर २ के बीच में है । 
इस तरह लगातार फ्रिया करने से - 
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र्‌ 


शक क 


0 हा हक 





इस पर से आसत्नमान ( हमारी शोधी भाश्करीय बीज- 
गणित की टिप्पणी ४३-५२ पृष्ट तक देखो ) 


हे देई नेरे देंगे रा 
१! १०! १११ २१ 


४४ अर 
5०% न्तर सरणम७०+म५०मकाआ०७ 
ये का वास्तव मान और रू | अच्चर 7र्र्प्ररत 


2 भें 
घर इससे कम होगा। 

फा(२), फ(२), इफ्म (२) इत्यादि के मान लाघव से जानने 
के लिये हानर साहेब की क्रिया करनी चाहिए ( रे5व प्रक्रम 
का विशेष देखो ) 


१४१--यदि ञ्र भ्रौर अ+ १ इनके बीच फू (4)5० इस- 
का एक से भ्रधिक श्रव्यक्त मान हो तो स्टर्म के सिद्धान्त से 
या किसी युक्ति से समझ लो कि श्र और अञ्र+१ के बीच 
कितने अव्यक्त के मान हैं और ञ्र से आगे किन किन भिन्नाड़ों का 
एक एक मान पड़ा है। फू(य)>० इस पर से ३६वे प्रक्रम से 
एक ऐसा समीकरण बनाओ जिसमे अव्यक्त मान, दिए हुए 
समीकरण के भ्रव्यक्त मान से उस भिन्नाडु के हरगुणित तुल्य 
ही जिस भिन्न शौर श्र के बीच में य का एक मान दों। यदि 
दो भिन्नों के बीच में एक य का मान पड़ा हो तो उन भिन्नों के 
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हसे के लघुवमापवत्य गुणित य के मान तुस्य जिसमे श्रव्यक्त 
के मान हो ऐसा नया समीकरण बनालो | 

अब इस नये समीकरण में स्पष्ट है कि एक एक भ्रव्यक्त का 
मान अवश्य दो पास की अभिन्न संखज्याओं के भीतर होगा 
अब १४०वें प्रक्रम से इस नये समीकरण में श्रव्यक्त का आसन्न 
मान निकालो | पहिले समीफरण के अव्यक्त मान से जे गुणितः 
नये समीकरण के अव्यक्त मान हो उससे नये समीकरण के 
आसप्न मान में भाग दे देने से पहिले समीकरण में अव्यक्त के 
झासन्न मान आवंगे | जैसे 

उदाहरण--(१) य* - ०७य + ७5८० इसमें ७रेवे प्रक्रम से 
स्पष्ट है कि सब मान संभसाव्य है और स्टर्म के सिद्धान्त से 
जान पड़ेगा कि एक मान १ और $ के बीच, दसरा मान है 


और ९ के बीच में है; इसलिये ३६ थे प्रक्रम से य८ र्‌्णेला 


० [ / ब०- 
मानने से नया समीकरण (६ ) की ण्य्‌ +७८० छेदगम से 
या - र८ य' + ५६८ ९ ऐसा होगा, इसमे अब एक मान २ और 
३ के बीच, दूसरा ३ ओर ५ के बीच होगा | 

दो और दोन के बीच जो मान पड़ा है डसके जानने के 
लिये मान को कि य+२+ तो ह 
फू (ब)८य/१ - रघमय + ५६, फू/ (२)  -: 
व श्य रे -रशेदध 4 फश(प ) श्य 
फूृ(२) ८ ९२९१ - २८०२ 4-५६ ८ ८ द् 


श्द््् समीकरण-मीमांसा 
फ((९) 5 १५१९ - र८ ८-१६ 
३ ३/((२)८३-१ रद 
इसलिये र के रूप में समीकरण ८र* - १६२९ + ६२+ १ 
#० ० फा (२), यहां यदि २८ १ तो फा (२) ऋण झोर र८ ९२ 
तो फू (7) ध्रन होता है; इसलिये २, १ और २के बीच 
में पड़ा । 


हे १०. 
मात लो किर८१+ क्षण 


फो (२)>८२५- १६२९ + ६२+ १ 
फा! (२) ८ २४२ - ३१९२+ ६ 
ह +% (२) २४५२-१६ 
#फा” ()<८ 
इसलिये 
फू (१)5८-११- १६-१९ + ६-१ + १८-१ 
फ्ा' (१)5 २४-१९ - ३२.१+ ६ दर 
| का! (१)८२४-१-१६ न्‍््य 
ह। की (१)८८ नल 
इसलिये र के रूप मे समीकर्ण 
“--ल* -रल' -- पल +- ८८ ० 
चिन्हां के बदलने से ल' +रलो - घल - घ८ ०८ फि (ष) 
यहां यद्‌ ल२ तो फि (७) ऋण ओर ज्ञ८३ तो फि (७) 
घन द्वोग है; इसलिये दो और तीन के बीच मेल इश्ना | 
आन लो कि हि 


फि (ल) ८ लग + स्लो - घल +८ 
फ॒ि(क) रेल + शल-८ - 

३ फ्ि/ (ल) + रेल +२ 

३ फ्ि/ (ल) ८ १ 

इसलिये 


फि (२)०२२१ + २०२३० ८ २- ८८+- ८ 
फ् (२)>३ २ + ४-२--८ १२ 

इ फि (२)२३-३+२ के 
है फ्ि (२5१ 


न 


॥ 


इसलिये व के रूप भे समीकरण 
-झसूव१ + १शवर + ८व + ३, चिन्दों के बदल देने से 
प्व१- श्शवरे « भव- श न फी (व)। 
यहां यदि १5२ वो फी (4) ऋण और व ३ तो फी (व) 


धन होता है; इसलिये २ और ३ केदीच में व-हुआ | इस प्रकार 
लगातार करने से 


पा८र की - 


३०७७ समीकरण -मीर्मासा 
इससे आसन्न मान 

२३ 

११३ 


इनमें २ का के आखन्न मान 


7? थे 


३ 
देने 
रे 
१ 


बह 4 नह 


भाग 
१३ 
१२ 


ै 
यहां वास्तव मान और (६ इसका अन्तर खह +६) + एक 
इससे अल्प होगा। 


३ और ५ के थीच में जो य' का मान है उसके जानने के 


सिंये मान लो कि य-३+-- तो 


फा(३)> ३१ - २८८३ + ५६ ८- १ 
फ्‌(३१)>३-३१-९२८४ . 5-१ 


३ है (३) 5 ३३ हा 
|, फू” (३) 5 + १ 
इसलिये सके रूप में समीकरण 
-र-रो+६२+१५ ४०, चिन्हों के बदलनेसे 
२१ +-र->६२-१ +२०+-फ्)ी (र) 


यहां २०२ तो फा (२) ऋण और २८३ तो फ (रो धन 
द्वोता है; इसलिये र, २ भोर ३ के बीच में हुआ । 


१ 
मान लो कि २-० २+ के चो 


आंलक्षमानावयन ३०२१ 


पफ्ा (२)>२ +र - ६२-९२ 
फा! (र) ८ ३६४ +3२- ६ 
$फा” ()-श्२ ३ -: 
इर्फा (२)०१ 
इसलिये 
पट (२) ८२१ +२१-६-२-१५८-७ 
फू (९)७१२१+३२-६ +> ७ 
ई फृा[/ (२|>३२२+ १ _ झ७ 
इसलिये ल के रुप में समीकरण - 
“ण्लर + छल +घ्ल+१८०, चिन्हों के बदल देने से 
उ्लरै- छल-७ल-१ >०-पफि (छ), यहां नल १ - 


तो फि (3) ऋण और ल>२ तो फि (ल) धन होता है 
इसलिये ल, १ और २ के बीच में हुआ । 


े १ 
_मातों किल5१+ तो 
६ फि (ल) » ७त्नर - ७ल रे -- ७ल -- १ 
- वि! (ह)८२१लऐ- १४ल-७ 
54982] // ( कु 
३ (फ्/ (रू)८ २१ल-७ 


फि (१)०७-११-७-१९-७-१-१ 
फ्ि()८२४११०१४३०७ * _ 
कि 6)०२११०७ : 5 र४ 


प् 
| 
| 


॥ 
4 
०] 


इ०२ समीकरण-मोमांसा 


इसलिये व के रूप मे समीकरण 
-म्वरे + १एव+ ७०८० | चिन्हों के बदलने से 
*+ रैशवत- ७४० फी (४) 
यहां 45१ तो फ्री (3) ऋण और व२ तो फी (व) धत 
द्वोत है; इसलिये १ और २ के बीच में व हुआ । 
इस तरह लगातार क्रिया करने से 


ये! ३ + 


इस पर से आखन्न मान है, $, ?, ४५ “इनमें २ का भाग 
देने से 
य के आखन्न मान 
हैक आर 
२ ४ ३! १० 
हि १ 
यहां वास्तव मान श्रोर -- का अन्तर टच 
इससे झरटप होगा | 
ये -ज्य-० ८० इस समीकरण मे ७श्व प्रक्रम से 
सिद्ध है कि एक अव्यक्त मान ऋण होगा। इसलिये य के 
स्थान में -य के उत्थापव से जो नया समीकरण बनेगा उल्मे 
घन अव्यक्त माव के जो आसन्न मान ्थागरांज की क्रिया से 
आवंगे वे आदि समीकरण य के ऋणात्मक मान के आसत्न 
मान होगे | 
अथवा यहां द्वितीय पद्‌ य* के शुणक के शुल्य द्वोने से 
स्पष्ट है कि तीनों मानों का योग शत्य है; इसलिये ऊपर के दो 


आखनचमानानयन ०३ 


धनात्मक आसच्न मानों के योग को शुन्य में घटा देने से शेष 
अाणात्मक मान के आसचन्न मान दंगे । इस प्रकार यदि पहिले 
धनात्मक मान के आसन्न मान मा; और दूसरे धनात्मक मान 
के आाछन्न सान मा३ तुल्य बनाए गए हो तो इच पर से अड्डु- 
पाश की युक्ति से ऋणात्मक मान के आसन्न मान मारमार 
इतने बनेंगे | 


१४२-- ह्यागर्राज्ञ की क्रिया के लगातार करने से कर्मी 
ऐसा भी होग। क्वि कही पर बने हुए समीकरण का शब्यक्त 
मान कोई अभिन्न धनात्मक संख्या हो । ऐसी स्थिति में उच्लीं 
स्थान पर क्रिया रुक जायगी और अव्यक्त का मान एक सित्र 
परिचिछन्न मान के तुल्य होगा | परन्तु पहिले ही परिच्छिन्न माना- 
नयन की युक्ति से यदि परिच्छिन्न माव जांन कर द्ए हुए 
समीकरण में उस मान सम्बन्धी जो अव्यक्त खण्ड का शुरुय 
गुणक रूप श्रवयव हो उसे अत्षग कर ऐसा समीकरंण बनो 
लिया ज्ञाय जिसमें परिच्छिन्न मान न हों तब इस समीकरण में 
आखसन्न मान के लिये ल्याग्रांज को क्रिया में ऐेसा कोई समी- 
करण न ब॒नेग जिसमे कोई परिचिछुछ माल आवे । 


११३--ल्थागरांज की क्रिया करने भे ऐसा भी संभव है 
कि क्रिया करते करते कही पर एक ऐखा-लमीकरण बन-जाय 
जो कि पीछे बने हुए समीकरण में से किसो एक के स्वरूएः 
फे तुल्य हो जाय, केवल अव्यक्त का कोई भेद हो तब स्पष्ट हे 
कि वितत भिन्न को त्ब्धि फिर फिर वही आवंगी ओर आज न्न 
मान करणी रूप होगा। ऐसे वितत सिन्न का मान एक दर्गे 
सप्तीकररण से द्विविध वर्मात्यक्ष करणी के रूप में आधेगा। 


३०४ समीकरण-मीरमांसा 


और ये द्विदिध मान दिए हुए समीकरण में सो अव्यक्त के 
मान होगे। (मेरी शोधी भास्करीय बीजगणित के ६०--६५ 
पृष्ठो को देखो ) | 


१४४--आखन्न सान जानने के लिए हार 


साहेव की युक्ति--कल्पता करो कि फ(ब)-० यह एक 
समीकरण है तो फट (अ+य) ८ “यह एक ऐसा सम्रीकरण 
होगा जिसमे जितने श्रष्यक्त मान होगे थे पहिले सप्रीकरण के 
भ्रव्यक्त मानों से श्रतुल्य 'खंख्या मे स्यून होगे । और 
फू (अ+य)> ० का रूप रे७्वे प्रक्रम से 


फ&७)+पफ/(हनय शतक + ०0 
कया मज 5० ऐसा होगा। 


इस पर से दानेर मे यह रीति निकाली है कि पहिले दिए 
हुए समीकरण में जान लो कि किन दो संख्याश्ं के बीच में 
शव्यक्त का एक धनात्मक मान है, जैसे मान लो कि भर से 
अधिक श्रव्यक्त का मान जान पड़ा दब थ और दिए हुए समी- 
करण से ऐसा एक समीकरण बनाशो जिसमे अब्यक्त मान 
पहिले के श्रव्यक्त मान से अतुल्य न्यूद हो फिर इस समीचरण 
में जान लो कि किस संख्या से अधिक अ्यक्त का धवास्मक 
भान दैे। फिर इस संख्या का और नये बने खमीकरण पर 
से दूसरा एक समीकरण ऐसा दनाओ्नो जिसमें के श्रव्यक्त 
मान पिछुले समीकरणों के श्रव्यक्त मानों से तुल्य स्यून हो 


झीसन्नमोवानयन च्ेणपूः 


फिर इस दूसरे स्ीकेरण में भी पूरवत्‌ वास्तव अव्यक्रमान का 
पता छगाओ फिर उस मान से तीसरा नय| समीकरण बनांश्ों 
इस तरह श्रन्त में सब संख्याश्रो के तुस्य फ(य)5० इससे 
य का धनात्मक मान होगा । 
ये /., प (७) 
इस क्रिया में लाघव से पु (अ), फृ(ञ,, - शु्‌ (आ) प्वा * 
इत्यादि के मांत जानने ही के लिये द्वानंर ने सुगम रीलि 
निकाली है जो ३७ प्रक्रम में विशेष लिख आये हैं । 


फू (घ)5० इसमें पहिले यदि इसका पता लगाओ कि 
अ१०१ (आ+ १) १० के बीच मे मान है दो वास्तव मान के 
अन्तिम स्थानीय अड्डू का मान श्र होगा। और पहिले नये समी- 
करण में अव्यक्त का मान ० और १०४ होगा । मान लो कि 
१०१-' और १०४ के भीतर इसका अव्यक्त मान है तो मुख्य 
समोकरण में वास्तव अव्यक्तमात की उपान्तिम स्थानीय संख्या 
क हुई और दूसरे नये समीकरण में अ्रव्यक्त मान ० और 
१० ->क१०४ १ ८ १०४-१ (१०-क) के बीच मे होगा फिर 
इसमें जानो कि अ्रव्यक्तमान ग१०४- और १०४-११०-क) 
के बीच में है। इस तरह से लगातार किया करने से वर्गघूल 
वा धनसूल के आनयन के ऐसा अन्त स्थान से वास्तव अच्यक्त 
मान के सब अंक विदित होते जायेंगे। जैसे 

उद्हरण-- १) रपरे -पश्य  --२४श५य +- २६६ < ० 

इसमें परीक्षा से जान पड़ा कि अव्यक्त का एक मात ४० 
और ४० के बीच में है तो द्वानंर की रीति से फ ७), फू! (७9) 
शत्यादि के पान जो कि नये समीकरण में पदों के शुणक होगे। 

२० 


३०६ समीकरणु-मीमांसा 
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१५१ ' रेपण८ ० 
सिल मिलन २०.० अमन 
दि ३०३३४ 
२ छ्८ 
१५७ ३११२ 
कक. 
श्श्प 


सीढ़ी के ऐसी जो जो रेखाये हैं उनके नीचे प्रत्येक नये 
समीकरण के द्वितीयादि पदों के गुणक है। प्रथम पद्‌ का 
शुणक प्रत्येक समीकरण में वही होता है जो सुख्य समीकरण 
में प्रथम पद का शुणक है। जैसे यहां पिला नया समीकरण 
श्यर + १५१यरे + २७२श्य-- १५५६ ८ ० यह होगा जिसमें १ औ्रोर 
२ के बीच में अ्रव्यक्तमान है फिर इससे दूसरा नया समीकरण 
श्यर + सह +३०१श्य- १५५६ यह होगा जिसमें ठोक ठीक 

+'४५दटे। 

यदि यहां दूलरे नये समीकरण में य का समान ठीक ठोक 
*« न होता तो फिर ५ पर से ओर इस दूसरे नये समीकरण 
से तीसरा नया समीकरण बनाया जाता है और फिर इसमें 
पता लगाना होता कि किन किन दो दशभल्नवों के बीच में 
इसका श्रव्यक्तमान पड़ा है। 


आखसप्रनमानानयन झड़ 


(२) २०य* - ६७थ९ - १५४य-३२१०० इसमें अन्यक्त 
के धन मान को बताओ | 

इसमें परीक्षा से जान पड़ता हैं कि धन श्रव्यक्तमान « 
और ६ के बीच में है । इसलिये द्वानर की रीति से | 
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यहां पर पहिला नया समीकरण २०य* +र२३शयरे + ६७द्य 

-० जिसमे अव्यक्तमान ३ ओर «४ के दीच में है-फिर 

दूखरा नया समोकरणु २०यर +- २५१य  4- ८२१०२य - ४१ ६६८ ० 
जिसमे ठीक ठीक य ८-०५ 


ऊपर के कम भें दशमल्लव को यदि हटाना हो दो जिस 
नये समीकरण में दशमत्नव का संभव हो उसके अव्यक्त मानों 
को दशगुणित कर कर्म करना आरंभ करो अर्थांत्‌ ऊर्घांधर 


बेब समीकरण-मीझांसा 


प्रक्तिओं में जा नये समीकरण के पदों के गुणक शात्ते. हें उनमें 
प्रथम पंक्ति वालों को १०, दूसरी पंक्ति वाल्नों को १००, तीसरी 
पंक्ति वालों को १००० इत्यादि से गुण कर कम करना 
चाहिए। जैसे 


(३) श्य* - १श्य' -१श्य-२०५०० इसमें ऊपर की 
सुक्ति से यदि क्रिया की जाय ओर पहिले जान लिया जाय कि 
ग॒ का वास्तव भान $ श्रोर ७ के बीच में है तो हानर की रीति 
से फू (॥) , फृए' (अ) इत्यादि के मानानयन के लिये और नये 
समीकरण के बनाने के लिये ३७ प्रक्रम की युक्ति से पहिल्ले 
दृशमलव लेकर झमे 





- रै३ है “ २७५ 
२४ _६६ २१० 
११ ३५. | हे (६ १५ 
रेड २१० | चर्रेधरि 
शेश २४५ -१३ ६०८ 
हे _११-६६ १३ ६०८ 
५६ २५६ ६६ जय 
नम १२० १० | 
हप न्छ ब्श्ण्य...... 
ब्द्ध __३शम 
हम २७२५१ ६ 
६१४ 
-३ 
६१५६ 


यह इुशा 


आंखन्नमानानयन है: 




















और दशमलब हटाने की युक्ति से 
-- १३ ++ह १ +रेएश -. (# २४ 
२४ 8६ २१० 
११ श्र | >६४००० + ६५००८ 
“२४ २१० | शभ१5६२ 
३५ | २४५०० *ै३६०८००० 
२४ | ११६६ ;$ _२३६०८००० 
४५६० २५६६६ ० 
| १२५१५ | 
श्ध्द | २६६०४८०० 
प्र । ३०८०० 
६०६९ | २७२१६०० 
६१४० 
२० 
६९६० 


यह लाघव से कम हुआ । : 
१४५--हवानंर की सैति से जो फ(ओ), फ्(भ्) इत्यादि 
के मान आते हैं वे शी प्रत्येक सौढ़ी वाली रेखा को अन्त 
वाली सीढ़ी के उत्नटे क्रम से संख्याये हैं। इसलिये अन्त वाली 
सीढ़ी के नीचे की संख्या फृ(अ) और इसके पीछे बाली सीढ़ी 
के अन्त की खंझु्या फृ/अ) होगी । इसलिये जंहों पर कैम 
करते करते फ (थ) यह फ(अ) से संख्योत्मेक मान से छोटो हो 


“२१० समीकरण-मीमांसा 


तहां न्यूटन की रति से फो यह बड़े लाधव से आगे के 


समीकरण में श्रव्यक्त का आंसन्नमान वा मुख्य समीकरण में 
अव्यक्त मांन का ओर अवयव आ जायँगे; जैसे पिछल्ले प्रक्रम के 
(३ ) डदाहरण में पहिले वार कर्म करने से फू (अर) 5-६५ 


हि फू (श्र) 
और फू(भ४) 5२४५ हसलिये कूल सफर २ स्व॒ल्पान्तर 


से यह पहिले नये समीकरण में अव्यक्त का आखन्नमान 
ओर मुख्य समीकरण में अव्यक्त मान का दूसरा अवयब 
था जाता है। इसी प्रकार दूसरी वार क्रिया करने में जो 
फ(४)८ - १३-६०८ और फृ/(ञ) ८ २६६ ०५ ये शाते है इनसे 

कफ (अर) _ १३ ६०८ 

फ्‌(भर) ३६६०८ 
समीकरण के अ्रव्यक्त के आ्रासन्नमान श्रोर मुख्य समीकरण के 
अध्यक्तमान का तीसरा अवयव श्वाता है। इस प्रकार से दो 
तीन बार कम करने के अन्तर ( कभी कभी एक ही बार के 
अनन्तर ) न्यूदन की रीति से खहज़ में नये समीकरण के 
अव्यक्त के श्रासन्नमाव का पता लग जायगा, व्यर्थ दृढहने में 
समय,न नए होगा । 





८ ०५ स्वल्पान्तर से यद्द दूसरे नये 


१४६--यहदि अव्यक्त का मान किसी नियत दशमत्व 
स्थान तक शअ्रपेक्षित हो तो आधे दशमलव स्थान से एकाधिक 
स्थान तक तो द्वानेर की क्रिया पूरी करो फिर प्रत्येक नये 


झाखन्नमानानयन ३१३ 


' समीकरण के पदां के जो सीढी के नीचे गुणऊ है उनमे 
उपान्तिम लीढी के नीचे जो गुणक है उसकी एक स्थ'नीद 
संख्या काट कर झवशिष्ट संख्या को गुणण लमझो। उनके 
चौह्े वाले ग़रुणक में एक और दश स्थानीय दोनों खंख्याश्नों 
को काट कर शअचशिष्ट को गुणक समझो। इसके पीछे वाले 
गशुणक में एक, दश ओर शत स्थानवाली तीन संख्याश्नों को 
काट कर धवशिष्टठ को शुणक समझो | ऐसे ही एक पक अधिक 
स्थानवाली संख्यात्रों को काट काट कर गुणुकों को बताकर 
क्रिया करो | क्रिया करते में इसके अनन्तर जो दूसरे समी- 
करण के गुणक हो उनमे सी ऊपर की युक्ति से लख्यातओं को 
कार कस कर छोटे गुणक बनाऋर क्रिया करते जाओ | क्रिया 
करने में जहां गुणा ह्वो तहां श्रन्तिम काटी हुई सख्या को भी 
असिए्ट संख्या से गुण कर दशमत्व के संक्तेप शुणव की युक्ति 
से केचल हाथ लेकर उसे पक्क स्थानीय सबन्धि शुणनफज्ञ में 
मिला कर श्रागे पू्वचत्‌ गुणत करते जाओ । जैसे-- 

. डदाहरण--( १) यौ+शेयरे -*प-५०० इसमें आड़ 
दशमल्लव स्थान तक अव्यक्त का आसन्नमान जानना है तो 
पहिले पांच दशमज़्व तक हानेर की पूरी क्रिया करने से 


३१२ समीकरण-मीर्मांसा 
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यहां तक तो शूल्य बढ़ाते क्रिया करने से श्रन्‍्त के 
भुणका से-- 


 आंखन्मासनानयन ३१३. 


ये 4 ६६६० १५ ये +- १५२८७३६६००७५य- ६८३४७५२४८४७५ 
5० ऐसा समीकरण होगा | इसमें स्पष्ट है कि य के स्थात 
में कोई एक स्थानीय दशमलव क के उत्थापन से और दश- 
मल्व को भिन्न वनाने से 
है ५४ ग ६६६०१४५ गे १२८६७३२६६० हा _ ६८६ ४७४२ ४८४७४ 
२००७० १० 
ऐसा होगा जहां हरा के भाग दे देने से स्व्॒पान्तर से 
६६६० के 4 ११४६८७३६६००७ व -- ६८४६४७५२४४७४ 
ऐसा होगा इस पर से शुणको में स्थानीय शअ्रड्डू काटने की 
युक्ति उपपन्न हो जाती है| अब ग्रुणकों के स्थानीय अंकों को 
नियमालुसार काट काट कर क्रिया करने से । 
११२८७३६६००७५- ६८६४ ७४ शे४८३9५ (१ श३००शन७३ 
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5० यह हुआ जिसमें य ८ १ ४६६८८० ३ 
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३१४ समीकरण-मीमांसा 


यहां दशमल्व के संक्तेप मागाद्वार को विधि से लब्धि 
-६५६०८२५ आती है | इसे ऊपर के मान के आगे रख 
देने से मुख्य समीकरण में अव्यक्त का एक धन मान 
१३३००५८७३६५६७६८२५ थद्द आता है | 

इस प्रकार हानर की रीति से बड़े ल्ाघव से बहुत दश- 
मल्व स्थानों तक आसन्नमान श्राता है । 


आअध्यास के लिये प्रश्ष । 


१ | यर -- ध्य-- १०८० इस जो धन श्रव्यक्तमान २ और 
3 के बीच में है उसका आसन्नमान न्यूटन वा कमह्ाकर की 
रीति से निकालो | 


२। यर-- धयो - ०्य+२५०० इसका २ भर ३ के बीच 
का आखन्नमान न्यूटन को रीति से निकालो | 
३।य५ -पयरे + १२य 4 ८मय- १३८० इसमें जो धन मान 
' ० ओर ९ के बीच में है उसका श्रासन्नमान न्यूटन की रीति 
से निकालो | 
४। नीचे लिखे हुए सर्माकरणो में न्यूटन की रीति से एक 
भ्रन श्रव्यक्रमान का आरन्लमान निकालो | 
( 4 ) ये +शेय - ४८०। 
(२) य* + रेय* - भय + १६८०। 
५ । नीचे लिखे हुए समीकरणों म॑ ल्यांगराज की रीति से 
अनावथक्त का आसन्नमान निकालो 
(१) रेय' - रयो - श्य--२८०। 
(२) य१- श्श्य-५८००। 


आसपत्रमानानयन ६५९ 


(३) ११-ध्य-११८०, यहाँ य> ३+ पन्प पे 
शक - सर 


६। हावर की रीति से नीचे लिखे हुए समीकरणों में 
शव्यक्त के मान निकालो | 
(१ ) श्य -- ६४० ८घए + भ्य- १६२७ ८०, 
य-रे२० ४! 
(२) य१- श्स्यर + १र्य-३ २०, बे ७ २ पश्८ ० ८रे । 
३) एय१-- १८ण्यरे + ६८६ शिय-- ४५७ ८०, 
य८न्य ५११२७७रे८ | 
(४ ) य१-- ८€थो + ६शपय-- ६३३७६ ८०, 


(६ ) यरै+यर-श्य- ३, ने ०,ये८०-४९१८०१६४दा 
न्चडरडेशणवत्रा 
श्ग्ध्ध्ध्द 

७ | हानर की रोति से ६७३३०३०६७१२५ इसका घनमल्ल 

निकालो ] उ० ८5७६४ | 

८। हानेर की रीति से ५३७८२४ इसका पश्चचात यूल्त 

निकालो। उ० श्४ ३ 


&। यर +य*- एयर - रेय' + रेय+ १८ ०, इसमे जो मान 
-१ ओर ० के बीच में है उसका आखसन्न मान पाँच दशमतव 
स्थान तक निकालो | ि उ०--रपए६३ | 





३१६ समीकरण भीमांसा 


१० | य*--११७०७य +- ४०१८५ ८ ० इसमें दो संभाव्यमान 
_निकालो | उ० ३-४५५६२, २१-४२०६५७ | 
_.. ११ | श्श्य* + १श्यरे - ध्य-१० ८० इसमे घन अश्रव्यक्त 

मान का शासन्नमान बताओं । ड० ०*८४५६०६॥ 

१२ | ७छय* + २०यए + श्यरे - १कय- ८-८ ० इससे घन , 

अव्यक्रमान क्या है | ड० ० ६१३३६ | 

१३६ य + १ रथ -- शश्य + १५०य + २० शय-० २०७ ८० 

इसमे दश दशमलव स्थान तक घनाव्यक्त का आसन्नमान 
निकाली | ड० ६३घ८६०४५८०३३ | 

१४ | ये + रे०य - ४००य+१०००८० इसमें धनाव्यक्त 

के आसतन्नमान बताशो।. ४० ३ ५६८६५८७, ६:६२०२१४७ | 





१४-मानों के तद॒पफल 

१५७--दो वा अधिक व्णा का फल यदि ऐसा 
हो कि किसी दो वर्णा के परस्पर बदल देने से 'भी 
फल के मान सें विकार न हो तो ऐसे फल को उन 
वर्णा का तद्र॒पफल कहते हें । 

जैसे यदि फे (य,र) लय +रा तो यहां य के स्थान मेंर 
ओर र के स्थान में य के बदलने से भी फू (य,२) रो #यो 
य+र* ऐसा होता है; इसलिये ऐसे य और र के फल्न को उनका 
सद्रपफल कद्दते हैं। इसी प्रकार फ(य,र,ल) नय+#र्रो कर्ता , 
इसमे किसी दो को परस्पर वद्लने से फल्न के मान में विकार 


मानो के तद्॒पफल ज्ज्श्क 


वहीं होता । इसलिये इसे और फ् (य,यल) ८ यर+ यल + रल 
इसमें भी किखी दो वर्णों को परहपर बदलने से फल में विकार 
वहीं होता । इसलिये इसे भी उन बणों के तद्॒पफल कहते 
हैं। इस प्रकार ओर भी तद्॒पफलो का उदाहरण जान लेना 
चाहिए। 

१४८--किसी समीकरण के पदों के शुणक 
अव्यक्तमानों के तद् पल होते हैं । 

च्योकि र५व प्रक्रम के ५वं प्रसिद्धा्थ से 

ये | प्‌ ये ६१ + पन्‍्यत २ « » +प्नस० इसमें 

-प५ 5 सब मानों का योग | 

८३२ ८दो दो मानों के घात का योग | 
-पह३ > तीन तीन मानों के घात का योग । 


७७ ०००७ +००००७०००० 


इनमें किली दो मानो की परस्पर बदलने से भी स्पष्ट है 
कि फलों के मान भ॑ भी विकार नहीं होगा। इसलिये ये सब 
गुणक मानो के तद॒पफल हैं। 


इस ध्रध्याय मे यह दिखाया जायगा कि समीकरण मे हो 
अव्यक्त के माच है उनके किसी ऋरणीगत तद्रपफल को समी- 
करण के पदों के भुणको के रूप में प्रकाश कर सकते है| इसके 
पहिले नीचे लिखे हुए संकेतों से परिचय करवा आवश्यक है। 


(४६--फ्र (य) 5 यौ+प यो +पयती  + - प.ल# 
इसमे यदि श्रव्यक्त के मात श्र, क, स, ग- - -*- इत्यादि हो तो 


क््श्द्य समीकरण-मी मांसा 


(१) स, 5भ्र+क+ख के ग.।। ८*** «० 
स, ८श्रर+- के नखरे -- गन .-. ०«-० 
स॥ ८ +क' +ख+ गए -- |; 
सम >श्री +की की यो ... *+ | 
( २) यदि फृ (आ, क, ख, ग, “** “)-श्री +करोो +खीं + या 
+ - तो (जिनमें प्रत्येक पद में एक दी अब्प्रक्त का घात 


है ) ऐसे फल को प्रथम क्रम का फल्न कहते हैं। 
(३ ) यदि प्रत्येक पद में दो दो मान के घातों के गुण 
फल्न दो तो उसे दूसरे क्रम का फल कहते है । जैसे 
फू (ञ, क, स, ग, १ ) ६ अक्षरा -- अत +कखा ५. 
इसे दूसरे या द्वितीय क्रम का फल्न कहते हैं। इसे लाघव से 
यौ अक" ऐसा लिखते है। इसका यह अथे है कि अ,क,ख, * * 
मारना से दो दो मानों के लेने से एक का म घात और दूसरे 
का ५ घात कर परस्पर गुण देने से भिन्न भिन्न जितनी सं॑ख्याय 
होंगी डनका योग 5 यी अ्रकर 
(४) तृतीय क्रम का फल वह है जिसमे प्रत्येक पद में 
तीन मानो के घातों का गुणनफल हो । जैसे 
फ्ी(भ,क,ख,. - )-शभ्रोक खा + भख गे + भरकर + 
इसे तृतोय क्रम का फल कहते हैं श्रौर त्राघव से इसे यौ 
“अदारत्र! ऐला लिखते है। इसका भी (३) के ऐसा यह श्र्थ 
है कि मादो से अकबर ऐसे जितने पद बने हैं उन्तका योग 
न्‍्यो भ्कप्खत | इसी प्रकार चतुर्थ क्रम इत्यादि फल और 
इनके लाधव से संकेतों का! समझो । 


मानों के तद्॒पफल रे१8 


द्वितीय क्रम, तृतीय क्रम इत्यादि के फलों में यह भो जानना 
चाहिए कि प्रत्येक पद में मानो के घात संख्यात्रों का योग 
स्थिर है | जैसे द्वितीय क्रम के फल में सबंत्र हेर फेर से म और 
पके होने से म+प खिर है और तृतीय क्रम के फलों में सच 
हेर फेर से म, प और व के होने से म+प+द स्थि० है। इसी 
प्रकार चतुर्थ क्रम इत्यादि के फर्नों में भी जानो । 


१६०--४५ भव प्रक्रम में त, थ,द-- * को एक के समान 


मान लेने से 
कण, पाल, पा 


से फू (य) में ८ प्रक्रम से भाग लेने पर लब्धि (जहां प, ८१ 


त्‌ फ्(ब) 


' मान लेना चाहिए) अथ 
+अ+पञ्र+पर)य  + - - 
+ (अर +प,आओं ! +परर्आ * + +पश यम 7! +. .«« 
इसी चाल की लब्धि फू (य) में -ऋ, य-ख, इत्यादि 
के भाग देने से आवेगी | इसलिये सव लब्धिश्रों के जोड़ने से 
फ(य) 5 नयती! +(स, +नप,)य 7 + (सर्कपरस, - 
कनण्,)यर ३ २. -- - 
(स+ंप सम्र॒_३ +पश्स/न_ २ + - +नपपश्नेवी मे 3 + ०« 
परन्तु फृ(य) >नयी! + (न-- १)प , यी * 
+(न-र)पर्यो  + - * +न-म)पक्यतीम-) 4 
दोनों सभीकरणों में य के समान घाता के गुणक समान 
करने से 


प्रत्येक हर 


यन 3? +(अ+प, ) ये 


हैं. लमीकरणु-मीसांसा 


से नन (प८+(न-१)प, वास: +प, ८० 
सर+प,त+ंनप्‌+_ ८(न+- २)प३ डा स,+प,स, + रेपए ८० 
साधारण से-- 
सप्न ने प/सप्- ३ नी एससेम्र-२ 7 +नप ८ (न - म) पू 
बा सप्न+पसप्र..ै +कंप,स-३२ न ** कमपप्नस ० 
इसमें यह मान लिया गया है कि म<न | 
इसमें पिछले का उत्थापन देने से स,, स,, इत्यादि के 
मान समीकरण के पदों के शुणकों के रूप में आजायगे । जैसे 
स,+प, ०. स, ८+>प, यह शव प्रक्रम के ५ वे 
धर० सि० से भी सिद्ध है। 
सरकैप,स, + रेपर नस३२०प), + रप२ ८० '. स. ८ 
१९, - रप३२ यह रेरेवच प्रक्रम मे भी सिद्ध हुआ है। 
सा +प/स+प/स, + रेप३ ८स॥ न पर, -- रेप, प२ 
-प,प९ + २५३ 
पंस॥+प*, - रेप, प. +- रेप,८० 
“. स३ ८ रेपपप३ ७ प९-रेप३, यही दूसरे श्रध्याय के 
श्रभ्यास के लिये जो प्रश्न हैं उनमे प्वे प्रश्न का उत्तर है।इस 
प्रकार आगे के समीकरण में पिछले स,स, इत्यादि के उत्था- 
पन से स्पष्ट है कि स,, सर, स, इत्यादि के मान समीकरण 


के पद के शुणको के रूप में आवंगे। 
यदि म >न तो फू(4)-० इसे य-7 इससे गुण देने से 
यो +पहर्योा-' +परया |. «.. ««- +पन्नया ८० पेसा 


होगा इसमे य के स्थान में क्रम से य के मान भ्रुक|,स॒ इल्यादि 
के उत्थापन से 


मार्क के. तदपफल- देश 


थर+प,ञञो ९ --प.आओं २ क॑ पुयो ८ ० 
की + प्‌ की 4 पके - +पशको न ८० 
सब को जोड़ देने से कं ; 
सप्नक प (सप्न-..? पी परत्तय्ु-२ पे नी पेक्नसस्ा-न _२१ - ६ 
अब इस पर से म के स्थाव में न+ १, न+ २, इत्यादि के 
उत्थापन से और स,, स. २ इत्यादि के मातों से “से, ५प 
सत+२ रईव्यादि के मान समीकरण के पदों के गुणुकों के रूप 
में आजायँगे, ऊपर जो रीति मानों के घातयोग जानने के लिखें 
द्खिलाई गई है उसे न्यूटन ने निकाला है इसलिये-इसे 
न्यूटन की रीति.कहते है | 
- व्यवहार भे नीचे की व्युक्ति से छुभीता पड़ेया ! 
यह सिद्ध हे कि 


पृटृ(ब) - प्ट(ब) + फु(य) फू(ब) न 


य-श्र' य-क य-ख 
इसलिये 

य पफ(य) न हल क-.0ह08[] ६ ०*०००: 2९० 
फूय) प+ञअ य-क यनख 


८-3) ५-३: ५ (-ह* 


स््स 





ब्ब्नन- और सा मुँब् ००००००००० 


इसलिये यफ/(प) इसमें बीजगणित-की साधारण रीति से 
फ्रा(व) का-भाग देचे से लब्धि में-जो क्षय इत्यादि के गुणक 


दंगे चेस,,सर इल्घादि के म्रान ओ जायेंगे 
श्र 


£ 344 समीकरण-मीमांसा 


१६१--फ(य) - ० इसमें भानों के ऋणात्मक घातो का 
थोग जानना हो तो फृ(य) में य ८ पर ऐसा मांचने से जो र के 


रूप मे समीकरण बनेगा उसमे र के मानों के वही धनात्मक 
घातों के योग का जो मान होगा वही य के भावों के ऋणा 


चमक घातों का योग होगा क्योंकि य८ न और 


सा ८-फन्य+। अथवा ऊपर के प्क्रम में जो 


सर नप,स,... ९ नैः प,स--२ न 02:04 22 नै पत्ते; .तत घ्509 
यह सिद्ध हुआ है इसमें म के स्थान में न- १, ब--२, न-३ 
इत्यादि के उत्थापन् से पूर्वेथुक्ति से स_,,स_« इत्यादि के 
भाव आ जायगे। 
१६२--को अ्रकप, इखका मान जानने के किये उपाय 
पूृवासच्ध है क्कि 
स्र्स श्र +- कम +- खरगी .. .. ०००००० 
स्ईनश्रोक +ख .. .. .. «० 
दोतों के गुणन से 
सर + 0 पझर्मे*प न मकप खरप न 
का | अस्त  द्वमशप .. ... ... ८ 
८सपक्‍्प ग यो घक 
यो अक्षण सम्रसप -सप ***« (१) 


इसमें यह मान लिया गया है कि म श्ौर प पररुपर अतुल्य 
हैं। यदि म८प तो थी अंक इसमे दो दो तुल्य-होगे। इसलिये 


मानों के तदूपफल ३१३ < 


थी अप्कप ८ २ यौ (अक)" और तव (१) से रयो (अक्ोम 
सूस,ऐ -सश्प् | 
१६३--इसी प्रकार तृतीय क्रम फल्न यौ झकास इसका 
मान जानना हो तो 
यौ अंक ८ अंक +- कर्मख +- आंख ५. « «० 
सद+ अर + को + सी +. 
दोनों के शुणन से 
सब थी झक ८अमावकर + कम खा + खम+ वह ५. ५... «० « 
+अंक्षिव .. क्वरखिप-त .. खम्झपरवे _. ... ....- 
+भकोतो-- - 
दक्तिण पक्त में तीन प्रकार के समूदद है जिन्हें १५४व॑ प्रक्रम 
की संकेत युक्ति से क्रम से यो श्रगक्षप, यो श्नँक्रः“व और 
यौ अभकखव एन संकेतों से प्रकाश कर सकते हैं। इसलिये 
स यौ भ्रक्षए ८ यो अगवक्प + यो अमकप+व + यी अ्रमक्षखखत 
श्दृश्व प्रक्रम के (१) से यो अंक, थौ अगक्रए और 
यो असकप+व « यौ अप क्रम के सान रखने से और समशोधन से 
यो असकरपस्त « सप्मसपतव - संकतम्+प+ सेम+वर्तए + संझ्न..प+व 
“ सकल व भी संस +पन्‍व 
८ससफ्सव्‌ - संक्सस+प्‌+ संभवत - संस न रेसय+पथव * (९) 
यहां भी यह मान लिया है कि म,प और घ अतुल्य है । 
यदि म८प ठो १६२वे प्रक्रम से | 
२ यो (अरक)गस « सपेसद- सश्मसव - सम+वर्सप + सप्+व 
+- रस स+व 
लसपम्ृसेव - सश्मतेदा रेस +बर्सप पी रेस २ २3 व) (रे) 


25] समीदरणन्पीसांसा 


यदि म>पर-ब तो यौ अकसर इसमें ६.६ पद समान 
दोंगे; इसलिये थी अंक खा ८ १-२ ३ यौ (ञ्रक खो 

तब ६ यो थक ख)'" > सै -रेस, पतन ऐेस३ २" (३) 

इसी प्रकार यो अकसर के मान से ऊपर ही की युक्ति से 
यौ श्रकपसर्भ इत्यादि के मान थी जान सकते हो । 


यदि म>पन्‍्व+ भ,*** “ इत्यादि त संख्याये परस्पर 
समान हो तो अद्डपाश की थुक्ति से १:२३-----त, इतने पदों 
में सम्मान ही होगे। इसलिये तब यो अगक खरे... - 5१०२-६३ 
**०५-- त थो ( थक ख ग:**--)१ ऐसा होगा। 


इस. प्रकार से: सिद्ध हो गया कि मात्रों. के द्वितीय, तृतीय 
इत्यादि क्रम के फ्लो, के मांनों का योग समीकरण के पदों के 
शुणको के रूप में आता है। 


१६४--१६०वें प्रक्रम में मारना के वर्णादि योग फे ढिये 
जो स्यूटल की रीति दिंखद्वाई गई है उसमे पिछुछे-योगों के 
बश से तब अगले योग का भाद निकलता है; इस प्रक्रम में 
बिना पिछुछे योगों के जाने इश्धघात संबन्धि योस आनने के 
लिये रीति द्खिल्ाते हैं। 

मात्र को कि फू (य)८० इसमे य-क्ते माल अ,कद्ख;ग, है। 
और समीकरण न घात का है तो 


फू (य)८5(य- अं) (य-क) (ब-ख) (य-ग)« ० 
'दोनों में य"-का भाग्र देने से 


. आ0-0-३)(-)-$ 6-१ 





(/ 


मानों के तद॒पफल है) 


री 


दोनों पत्तों का लघुरिकथ लेने से 
ला)... बकक+ल+ ०) 
य 


जन (अ करो +खरे+- ») 


<> ज्ञ्ः (ञ है न-क है खरे |. « - ) 


_ स, सं स३ सी: 
ये रया रेय' भय 


इसलिये ला ह) इसमें य के म घाव का जो शुणक गु. 


हो तो-गु ८ जन सप्नत्-मगुड। 


बे कराए के पर इं व दकी ए 
न न्य कप (ध न्- कहे) इसलिये 


ह्ला है मी त्षा | १० (६ न ज) | . 


हि हल: 2 6 अरे 
ये यरे र(काप न यो 


सब पदों में से चन छेने से -- का मुणक अच-जान सकते 
हो। ऊपर के मान को उल्तटे क्रम से लिखने से 


३२६ समीकरण-मीमांसा 


/प व | १ 
मष्यय ये म न ये 


श्‌ प्‌ म-२ 


नै काया है 7पा ++ 


य॒यो 
१ 2. 
इसमे उन गुणकों को इकट्ठा करने से ज्ञ का गुण॒क 
गुल उप - 5 पं बे 


३ (म-२) (म-३) 


पंमनकिदरि। 35६ ड्ू 
आप पं पथ्च सब्तिये 


नै 


सर ८प -मर्पा व -- 

त(- १)म(म-त बज पम / रेत- ३) पर-स्तबत 4. ..- 
त़ 

१६५--फू(य) > य +प ,य* +प.यत रे + पुन 


5(य-अ) (य-क) (य-ख) «०० “० 
जहां फू (य) 5 ० इसमें अव्यक्त के मान अर, क, ख,- है। 


ऊपर के सरूप सभीकरण में य के शान में रे का उत्धापन देने 


से १ +प,र+प,र के प३रर के ० **« ***०००००१०००९०* *+ पर 
<:(१-अर) (१- कर) (१-खर) .---- “(सरूप समीकरणों की 
समता दिखाने के लिये > चिन्ह लिखते है। जिम दो श्रव्वक्त- 
राशिओं के बीच ऐसा चिन्ह देखो समझो कि सरूप समीकरण 
हैं जहां दोनों पत्तों के अव्यक्त के स्थान में चाहे जिस संख्या का 


मानो के तद्रपफल्न 2] 


दो सर्वदा दोनों पक्ष सम रहेंगे।) ऊपर के सझूपसमीकरण 
, से उत्यापन दोनों पक्षों का लघयुरिकृथ लेने से और 


(च-छु+ज+ “)२० +छ र ऐसे संकेत से लिखते से 
नज' 


पशश्कप३ रक+प, रकप रभे+पढ५ जे * + पात्रों 
“हे “>प,प५७ “पश/प३, “प२प३ न- 


कक उाह  ्कप पे | 
। 
+परोप,| +परेप३ ! 
। । 
“- हपर ! “५१११४ | 
$ ् 4 
ना कद ॥ च्न्प पु । 
| #ड्प 
ज्ट “सर ह््स रा +>बच5>प१9- डरे न्न ह न बवणज ते तर - *ण०च 
दोनों पक्षों ऐ रो का गुणक समान करने से 


सत्र “तपा: जहाँ पाह, बार एड ( )) इसमे र को 
शुणक है। न के स्थान में म को रख देने से इस दक्ति से भी 
सम का शान जान खक्ते हो ) 

१६९--लमीकरण से पदो के झुणको के मान अ्रव्यक्त- 
मानों के एक छ्विउ्यादि घातों के झूप में ले आने के लिये युक्ति। 
ऊपर के प्रक्रम में सिद्ध है किला (१ +प .र+प<रो +प/ररे 

+ प्र 4 “>स,२-इुत२र हलक तर 5४250 47 

इसलिये 

१+पररकप३र + पर + ***«०+ पत्र 


डर -स,२--इंसश्र रे इतर -- «*०+*००७ 


इ्श समीरकरण-मीमासा 
जिसका विस्तृत रूप दर्धचृत्त लक्षण से 
१०-स,र२- हस३| २ -हस, रा - इस, 


शें ०३8० 
१ स्स 
+-- सर ् र्‌ 
श् कर + दस न्‍सन 
सर ९२ 
दर --- “-सप्स 
३! ४ 
न _ रे 
२४ 
ही 
४] 


अब दोनों पर््ञी में र के समान घातों के गुणक समान 
करने से प;, प३ ईत्यादि के मान स |, स३ इत्यादि के रूप में 
आजायंगे । 

१६७--इस प्रक्रम में इस अ्रथाय में दिखाए हुए प्रकारो 
की व्याप्ति के लिये कुछ उदाहरण क्रिया समेत दिखल्ाते हैं। 

उदाहरण-( १) फॉा(अ,) + फ(अ, ) + फीझ,) + - * 
ने फी(आ,) इसका भाव निकालों। जहां फू.य)5:० इसन 
घात समीकरण में अव्यक्त के मान क्रम से भर, , भर, भर ** * 
अत हे | 








(लिंद्ध है कि 
220. । महल 
फू (य) य+श्र, य->थ, यर-्रह ८ यन्त्र 


और + “) का) _ फ्ा(घ) | फाए) फा(ब) ,........ 
द(य) य-अर ये>अर यं+आ३ 
फा।) 


य- भरद्र 


नै 


मानों के तद्रपफल इ्श्ड 


हरो से वष्ट कर देने से 
फ(य) ह यप-शन्न; 
फ्रा(अ, ) फालो) 
य-अ य- अं 
छेद्गम से 
न्तान्य - +ता,य पक ०५. कताय-३२ ८ 


यो फ् (अ,)(य- अ२)(य-०अ३) बा (य-अश्न) ये * के 
शुणक के दोनों पक्षों में समान करने से हे 
ता फरी(अ,)+ फॉ(अ२)+ * +र्ीजछ) यो प्(अ, ) 
(२)सिद्धकरों कित न ते फा(%) _ , यदि तल्ल न इससे 
* प्(थ्रद) 8 कल 
यह समझा जाय क्ित के स्थात में, १,९,३,० ** “न डत्था- 
पत देते से जितने पद्‌ होगे खब का योग है। और फ्ा (य) 
ऊपर के उदा० में अकरणी गत अभिन्न-ण का फश्न है जिससे 
य का खब से बड़ा घात < न है। 
यहां चल्लराशिकलन के १५४ प्रक्रम-ले 
फ्ला(य) ₹__+ आर ५५ आय 
फूप) बज"अ, य-अर कफ 
फ्ाः १) १ न- (अ२) १ या न 
फ(अ,) बज, फीचर) य-अर - 
फाञ,) 
फू (भय) प- भ्न 























३३० समीकरणु-मीमांला 
).. बगे > रफा(बह) 
«यप्धा(य) _त अत अत , अत 
"का कण (व बा ० 7) 
जब फू (य) में य का खब से बड़ा घात न-२ होगा तो 
य से शुशने से य फृ[ (५) इसमें सबसे बड़ा घात १-१ 


होगा; इसलिये - कोण 280 » इस रूप 


ये फ (ब) 
फ(ब) 


इसका पिस्तृत रूप जो _ इसके घात बुद्धि में होगा उसमें 





का होगा ओर यदि सब से बड़ा घ्रात <न- २ तो 


+० इसके वर्गादि रहेंगे। व्वक्ताडू वा -- वही र दृह्तिने 


पक्त में जो व्यक्ताडु हे यो के कार यह है; वह अवश्य 


सर्वेदा शुत््य के तुल्य होगा । 

एव, यह अकरणी गत अभिन्न, न-२ घात से झहप य का 
फल है; इसलिये फू (अ,) 5 रे, अत: ३, अत-४,,..... श्र” 
मानने से ऊपर की युक्ति से' 

ध्र्पेट रे झ्ुर्तू०१ श्र 
वे कृछ0  “गैक्लाज) "7 क्ुहत ० 

यो सी घ्रव्ण्व 
फृ (अर) 

(३) जिन वर्णों के घातो के गुशनफल्न में घात संख्याश्रो 
का योग स्थिर रहता है ऐसे गुणनफल को घ्वशक्तिक कहते 
हैं। और इनसे बने हुए समीकरण को धवशक्तिक समीकरण 


मानो के तद॒पफल ३३१ 


कहते हैं। जैसे, य*, यपर, ये, यर*, २५" इल सब को दो 
बर्णों का अवशक्तिक शुणनफज् कहते है। ओर १५ +यरैर 
+यपरर >यर* +- र२*+क ८० इसे दो बणों का अऋ्रषशक्तिक 
समीकरण कहते हैं जहां घ्रवशक्ति का प्रमाण ४ है| 

- ए्(ब) ८० इसमें जितने अव्यक्तमान है उनके ध्रवशक्तिक 
शुणनफलो के येग शत की बताओ जहां त भुवशक्ति का प्रमाण 
है अर्थात्‌ घात संज्याञ्रो छा योग है | मात लोकि ध,, 


अर -« अ, अव्यक्तमान हैं तो र > मानने से 
यन है १ 
छ(य) (१-अ,२)(१-भर२र) *"(१- अर) 
न(कअरकअर्रो+ )१+भरर+अज्रोऐ+- --) 








कल (१+अन्ञर्क अ देर रे +- **-) 
सश्कशारमशरर +शहर +* * +शत्री के “*०«« 
द्य्ं १ झ्र्ग डरे १ 
हा पथ) गे फोड़] ब-त्र,.. (७ ज्दादरण से; 
झ्रतर य्च 
इसलिये ह्ूृ'्ु "पी कूछ्ा,) ' प-, 
ख् १ 
४५ फ्ात्र,) की अर 
[758 
न्थो फटा ) (१ +अ,र२+आअ तर न ०« ०००५० 
-... « क्र +नल) 
आझंगेग्ते- | 


गो का 


“३३२ समीकरणु-मीमांसा 


दोनों सरूप समीकरण में रण का शुणक समान करने से 
आरपकत- १ 


तु यो फ्ाहञ) ॥ 


“(४ ) मानो के भ्ुवशक्तिक गुणनफल्त के रूप में समीकरण 
के पदों का गुणक बताबो। और इसकां विपरीत गुणकों 
के रूप में भानों के भ्ुवशक्तिक गुणनफलों को बतावो | एल 
उदाहरण से 


(१-अ,२(१-अ३ २) *(१-अ,र) ८ १+ प,र 
+ परे के ०" >पुर 


र्‌ (-बकह-्छूठ नश्न॑श/रक-शन्‍रो + * -* 
-- १०(१+ प/र-+परर +** +परर)(१+श,र 
| - +शररो 4-०० «) 
गुणन करने से सरूप समीकरण की युक्ति से 
पशकेदा, | ८० 
प्र:/+श, +पश, कत० 
पश्+॑श३ +प/श३+प,शर॒ - -कू० इत्यादि 


इनसे श, श, हधत्यादि के रूप भें प,, प,, इत्यादि और 
पे,, प,, दत्यादि के रूप में श,, श, इत्यादि आवचेंगे। इनमें 
यदि त<न तो प,,प, -** और श,,श, इत्यादि को परस्पर 
बदल देने से भी समीकरण ज्यों के त्यो बने रहेंगे। इससे और 
पिछले उदाहरण से समीकरण के पदों के गुणकों के रूप में 


मानो- के तद्र प फल डेरेहट 


अप ४] _आ रे धन तद 
य्पे फ्ृज्न 'गै फ्ट्टाध््र )! यौ फृत्र,)! हर तद्गरपफन्नो ष््े 
मान निकल्न आवेगे। 


(५ ) शत को अव्वक्तमानों के वर्गादिकों के योंग के रूप 
में ले आावो | 


यदि ((--अ,२।(१-अ,२)---(१- असर) ८ 
दोनों का लघुर्किथ लेने से 
ला(१-अ(र)नेला (१-अर२२)+" +ला(१-अशर) ला स्व 
चलनकलन से र के वश से तात्कालिक संवन्ध दिकालने से 


आए आर 


' हआर इजआर 7 * गे 





+सखररे हट झा न न्नननटड 
और पिछले उदाहरण से स+ १+श,र+शर्रे + -ह«-- 


इसलिये क्र रश्ष, + रेश ,२+रेशइ रे + ,..... ..-»- इनके 
उत्थापंन से (स, +सरर+सइरर + ...)१+श,र+शरस्रर +«) 
रश, + रेश३२+रेश३ए + ......---अब र के लभान घातो के 
शुंखकों को खम करने से स, ,स, ......के रूप मे. श, शर्‌ ...... 
आ जाय॑ंगे। इस प्रकार अनेक चमत्कार उत्पन्न होते है । 


ऐवण--इस पंक्रम में कुछ और सदज युक्तिआ्मां उदाहरण 
करने के लिये द्खिलाते हैं। 


३३४ समीकरण भमीमांसा 


उदाहशश-न १) फय)र० लय +पय+ ......... 
+प५ इसमें जो धरध्यक्त के मान भर, ,अ३ ...-- अत माने जाये 
तो यो श्र, औ३ इसका भाव निकाली । 
यहाँ यो भ्र, +-प, 
यो झ, अर भ३. २-१३ 
इनके गुरनफल में थ,अ, ३ यह तो एक बेर आयेगा। 
अअर्आ३आ५ यह चार बार आवेगा। एक्र बार श्र ,अरअ्३अ 
दूसरे बार भर,भ( आ३भ,, तीसरे बार भर अर भरअ ७, और 
बार अ, अरअशभ ३) से इसलिये योअ *, अरआ न ध्यौश् (३ १३ भर 
ल्‍प,प३ 
,. यौश्नेअरन्, ८प/पह- ४ेयो श्र भअ३ न प!१६ 
+ध्यो भ्थर्अइआ ५-८ प१प३- ४प, । रदेरेवे प्रक्रम में मरे; 
पल्यर१ मानने से 
-- रयोश्रोअशअ३ नसरस १ --रेस;स३ “से + रेस, 
इसमें स,,स, इत्यादि के भाव समीकरण के पदो के शुराको 
के रुप में ते थाने से ऊपर ही का माव बड़े परिश्रम से तिक' 
लेगा जो ऊपर दी युक्ति से बड़े क्वाघव से आया है। 
(२) यौशञ अरे इसका साल निकालें । 
- यहां दौभ्र,भर #प० क्र 
चर्ग करने से | 
गौ ग्रे, + स्पोझ | अर ३ + सैयो अअ/ ३ भर पे ३ वे 
करने में झछर्थइअ३ यह पद्‌ भर भर।भइक्र व । अ(्भे३) २१४ | 
और भ्रभर,,अरञण३ इनके मुणन से उत्पन्न होगा। इसलिये वन 
करने भें दो बार आने से कर, भरथ॒३५५ यह छः बार खआवेगा | 
इसलिये । 


मानो के तदपफल श्श्५ 


“जौ(ब,अ२)पेटपछ३ -श्योअोअरअ३ - पैयो अशश-अब्अ ५ 
८पर>८ रेप, प३ + ठप ३ “ रैप५ 
पर - रेप, प३ + रेप, | + 
(३) थी अर अर, इसका मान निकालों । 
यहां यौतर, णै श्र, भर लयोभअ२ +यो अर अ२ भर ३ पिछुले 
मानों छा उत्थापन देचे से 


यो अप, अ; नपोप.-रेप -प प्‌ न ४प,, 
(४)यौश्पेअ भर, इसके मांव के लिये यो भ, तर 
योञअ, अन्‍्अ, 


नयोधशो,अस्थ३अ, + रेयो अप अ, अ ३ भ, 
+ रै०योथ्, अ, अ३अ, और 
गीश्नरे, प्र, अ, अ५ इसके मान के लिये 
यौश्नअपोशञ् घर, प्रइञ्न, सूयोध ३ आइ अर ३ + श्योध अर्अ३ आ ४ अर, 
इस पर से और दो पिछले मानों से 


योश्रोअरभ. ८++पर्प३+रेप,प९ “शेप, - 
3५.“ हे रु 

यही १६३व प्रक्रम के दूसरे समीकरण से भी बड़े प्रयास 
सेशावेगा जहां न ०२ और प"१५है। 

(५) योच्रेअ, अत, इलके मांन के लिये योअ,अ, और 
योझअ,अर योअअ, अ, थ, इसका शुटुनफल निकालना छाहिएं। 
योझअ,अश्योञ्य अअअ, न्‍्योज पे अरे आन च॒ + ध्योप पे अर अ | अर भ्र 
+ श्श्यो अभ भद्न थ, ओर यो अई श्र, चर ७०, थ, इसके लिये 

यौचञ,योजरअंअछ,आ, लयौद्यॉय- शा ३च,. |“ 


: +ध्योअ, भ्रशञअइ श्र, भर, आह 


३३६ खसमीकरणु-मीमांसा 


इनके उत्थापन से 

योभ्ोअरेश्नअ, ८प>प/-४प,प, + ६प 

(६) यीभ्ररे अप भर इसका सान निकालो । 

यहां यो श्र, अर भर, इसके दर्ग से 

योभ्र,अ, भर यो श्र, अर, अ 
स्यौञोअररश्रर + स्यौश भरे श्र, + धेयो भरे अर भ अ भर 

न श्थ्यो अल, जर्श भले, तरह 

.. इस पर. से 
-यौश्रपुअप्अर >प३:-रेप२प६ + रेप प्‌, - २५६ । 


इस- तरह लाधन से सैकड़ों उदाहरणों का उत्तर निकल 
खकता है । 


१६६--ऊपर के उदाहरणों से स्पष्ट है कि जिस तहूप- 
फल्ञों भे जो शुवशक्ति है उसी के तुल्य, उच्चर के प्रत्येक पदी 
भें समीकरण के शुणक संख्याओं का योग होता है ओर तदूप- 
फत में जो सब से. बड़ी घात संख्या है उससे अहप वा उसी 
के तुल्य उत्तर के प्रत्येक पद मे समीकरण के गुणकों के घात 
संख्या का योग होता है। जैले--योअर्चञ्न, - ४प, - पर प५ + 
परेप१- २पर, इसमें योश्र)ेआ, धुवशक्ति ३+१८४ है श्र 
सब से बड़ा घात ३ है (इस बड़े घात को सोएान कहो ) तो 
-उत्त र-में, पहले पद्‌ में प, है इलमें शुणक संख्या ४, ध्रुव शक्ति 
के तुस्य है, दुसरे-पद में भी ३+१०५ शुणक संख्याश्नों का 
योग धुवशक्ति ही के तुल्य है। तीसरे पद में भी पपर 
पशप(प+-शुणकों के संख्याकायोग शुवशक्ति ही के तुल्य दे 


मानो के बदपफल ३३७ 


इसी प्रकार चौथे पद्‌ १,5१५ में घात संख्या एक सोपान 
से अल्प, दसरे पद्‌ प,प३+प+प०*, में भी घात संख्याश्ा का 
योग १+१८३ सोपान से अढ्प, तीसरे पद्‌ पप३ परे प* 
में घात संज्याओं का योग २+१०३ सोपान के तुल्य ओर 
चौथे पद में भी घात खंख्या २ यह सोपान से अहप ही है । 
यही रीति सब भ॑ पाई जाती है; इसलिये ऊपर जो अद्भुगम 
लिखा है वह सत्य है | 


उदाहरण--( १) यौद्र, भरे श्र भ्र ५ इसका समान वताओ | 
यहां घुव शक्ति २+२+२+२०८ और सोपान ९ है 
इसलिये ऊपर के अन्ुुगम से 
यौ श्र श्र अप अर नटभप,कंटप/प५ कटरपरपढ पट३प३प५ 
कंदशप | 
जहां ८०, 5; इत्यादि व्यक्त शुणक हैं। यहां प,प,प५८ 
परेप५, प,प३प,, पत्प,प,प, 5 प', प, इत्यादि पद्‌ न आवगे 
क्योंकि इनमें गरुगकों के संख्या का योग तो ध्रवशक्ति के 
समाद है परन्तु घात खंब्याओं का योग सोपान से बड़ा हो 
ज्ञाता है; इसलिये दोनों घम के न रहने से वे पद्‌ नहीं लिए 
गए, इसी प्रकार प, , पर, प| इत्यादि पद भी केवल लोपान 
सस्वन्धी एक ही धर्म के रहने से नहीं लिए गए । 
१७०--१६६वे प्रक्रम से 
ला (१+परर+पररो के --कपप्नरी )८ 


सर हु हब नल. हे स्तर ५ ३ ब्टे बमन्‍_ ज्स ञ्‌ श्‌ इ्‌ #७क ०००७ नन्‍न्‍ रस शो ३००५ 


चलत्रवकलन से सत के वश से तात्कालिक सम्बन्ध निकालने से 
श्र 


>नैबे८ खमीकरणु-पमी मांसा 





त्ता 
नस पु,र+-पृ-२ २ ०० ० ०००००० प्‌ हा] पट 
न पर + +पत्र 
शो 
(१ कपर+पशर न * ** +पतर) हर 
र के भिन्न भिन्न घातों के शुण॒कों की तुलना करने से 
ताप: 
दे चब<त्त 
ता सठ्‌ 320 220. 
तापत _ _ ९ तापत+जु _ _ १५ 
"का “/-) “7 ८&- -पत्र 
ताप्तत. ता तासत ते 


इस चलनसमीकरण को ब्रीओशी (377090)/) ने निकात्ा 
है| इस -पर से समीकरण के पर्दा के गुणकों के कोई फल्न का 
तात्कालिक सम्बन्ध उ के घश से निकाल सकते है फ़्योंकि 
यदि शुणक्कों का फल्न रफ[ ( प., पर, प३ ....--पन्र ) हो तो 
ऊपर के समीकरण से 


ताप, तापर त-९ 
तास। तासत ..... तास ये सब शल्य के तुल्य 
होंगे; इसलिये 
ता 
क्ञक्त ो(प छ २9787 पत्र ८ 
ताफी तापत हे ताफी तापत+९ 40 के ताफी ता पत 
तापत तासत तापत+२ 'प्ोसत ता पय पासत 


ऊपर क्रे चलनसमीकरण से _ न्ज्ञा ६ इत्यादि के 
त 


मानो का उत्थापन देने-्से 


मानो के तदुपफल श्डष 








त्ता 
27205, फ्री (प्‌ कि पत्र) दि 
ता फ़ी ताफी त्राफी ताणजी 
60. कप * +पद-न 
तष्तापत . -तापत+३. ता प॑त-.. तापन्न 


इसके बत्न से प्रायः तद्रपफल के मान बड़ी खुगमता से 
आ जाते हैं; जैसे १६४वं प्रक्रम मेज्ञो यो झ्ोशश्रेच्रर श्र, ८ 
टक्प+दभप७्प 7 +दरपच्प३+वइपचप३+ट५पे, यह समी>£ 
करण दिखाया है जहां अ्रनुगम से लिख किया है कि ट,,४,, 
इत्यादि स्थिर व्यक्ताडु है तहां यदि इन स्थिराहों के मान जानना 
हो तो चतुर्धात समीकरण से यह तो स्पष्ठ हां है कि 

श्रश्रञो अरे, ८प, इसलिये द, ८१। 

ओर के मान जानने के लिये १६३वं प्रक्रम के (१) समी- 
करण से स्पष्ट है कियोअपअअपे श्र, इसके मान में स२, 


स,,स$स« ये दी भागे, इसलिये _ को . , और 7 फी 


ता स५ 

इनका मान, ना इसके जानने के लिये जो ऊपर समीकरण 

लिख आए हैं उसमें ०१ और त>७ मानने से ु 
डेप, कदेरप/प, नै ट/पहप३ + द३(परुप३ + प..) + स्ट /प | प७ 

नन्पश(ठ५ + 5३) कप रपेशटि के रेट ३) ने पशप२(८२ कद) हे 
ओर ट,प7+टतप१८० रूप((ट३+ट५) 


ये सप्रीकरण पक इत्यादिःके भिन्न प्िन्न मानों में स्वदा 
सत्यह; इसलिये 
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३४० समीकरण-मीमांसा 


हट नट, ज्ू०, ट ५ नट३६चयत०, दर न रेट, -+द ५ "२८८० 
८२+८३ 5० इन पर से ८, 5६-३२, 2५ ८२, ८६ 5०-- २, ८३८२ 
४५ का तो मान पहिले ही १ सिद्ध कर आए हैं। इनके उत्थापन 
से योअपश्र धो भर, +- रेप, - २प०प३ न २ प३प२-२ प,प५ 
न-प', 

(२) यो अर, अप भ, इसका सान जानना है। 
. यहां शवशक्ति-३ +२+ १:०६ और सोपान ३ है; इसलिये 
१६७व प्रक्रम से 
योश्रअ्ररेअइ >- 5०प5+ट/प,प, + ठ/प,प३ + ८३प५प) 
कट,पो +ट,प/परप३+ठ 6१ ओर १६३वं प्रक्रम से 
योश्नश्रे,श्र, त्ससरस३-स(स, >स | ->स, स, + रेस 
प्रीओशी के समीकरण से स; के वश से तात्काल्रिक सम्ब- 
नध निकाहने से 
ताप ठ५ ५ 
ग्ण्ज्ष कस; 20 के 25 
स, के पश दात्कालिक सबस्तध निकालने से 
टप. +टदपएुरुश्स ८ >भश्पर «द/८७। 
स, के वश तात्कात्रिक सस्बन्ध से 
टकप३+द पु न ठप न-ठ पी ८ एस, ८ ४(प -- २१२) 
प ओर पे के शुणकों को दोनों पक्षों में समान करने से 
व५+ट८ ८5०८, 2५ +ट२ 5४ । 
५» 8६ मर ++ रे ब्रू५०। 
और ८५८० होगा क्योकि यद्‌ न--२ इतने मान समी: 
करण में शत्य दो तो यो अ्र॑भ्र ०। और यदि ८ 


मानों के तदपफल रे 


इतने मान समीकरण में शुत्य दो तो यो अप चपेअ३ ८ 
झट, यो अेअ, --प३ (-प,प३ + रेप३) रू प/प२प३ 
“- रेप 
, 8५ & +- हे, ८, कर 
इनके उत्थधापन से 
यौञ्ोअपरेश्न, ८ -ररपह+७प,प,+ध्पर्प३७-रेप७पर - 
-- रेप, +- प,प३प३ 
इस प्रकार झनेक उद्ाहरणों के उत्तर सहज भें निकल 
सकते है | 
१७१--फा(य) ८ ० इससे जो श्रव्वक्त मान हैं उनसे से दो 
दो के अन्तर को पर्ग के समान जिल समोक्तरण में अव्यक्त- 
प्रान होंगे उस समीकरण को वनाना है । 
कल्पना करो कि दिया हुआ समीक्षर्ण न घात का है: 


और उल्लमें अ्व्यक्त के मान क्रम से 
असक्र,३. *भ+ हैं| तो साध्य समीकरण में अव्यक्त 
साथ जो (अ -अ्र,)', (ञ्र्‌ -अ)', ह्न (अर -आ ३)" #. ००७३ 


ये होगे, उनकी संख्या एक द्िव्याडि भेद्‌ की युक्ति से - नस रे 


इतनी होगी; इसलिये साध्य समीकरण सजा सम घातका 


होगा | मात लो कि साध्य समीकरण ह 

यो +बयगे! +बयम-रे + .«.-- +बप्च5 ० ऐसा है और 
इसमें अव्यक्त मांनों के व घात का योग सा८ है तो यदि इसमें 
सा(, ता३,*“*')साप्न के भान यदि व्यक्त हो जाय॑ तो 


३४२ सपीकरण-मीर्भासा 


१६०वें प्रक्रम से सा, +ब,८०, सा, + बसा; + रच, ८४० 
इत्यावि समौकरणों की सहायता से ब,, ब२ इत्थादि के मान 
घ्यक्त हो जायैँंगे। 


कद्पना करो कि 

फी (४) 5 (य- अर) 7 + (ब-अर)  + (य-अह) फ + "० 
तो य के स्थान में भर, , भर , इत्यादि के उत्थापन से और उनके 
थोग से 

रणात न फी (अ,) + फी (अ२)+ फी (ब,)+ * ०० । 

दिए हुए समीकरण में अव्यक्त मानों के एक हित्यादि 
घातों के योग दो पृर्वचत्‌ स;, स३,० “*- सर मानों तो ऊपर 
फी (य) के भान को टियुकूपद सिद्धान्त से फैशा कर योग 
करनें से 
फी (य) > नये - स्तस _यरेत-१ २. बट सश्ग ऐ रे 


- +*« » +सरत 
-थके स्थान में क्रा से अर, , तर, इत्यादि के उत्थापन और 


: योग से 


श्सात 5 नस _त- रेतेस | स त--६ ५. 


्> 


श्त(१त-- 

श्र 
«“»+नस३त इसके दहिने पक्ष में आदि पद्‌ से श्रागे 
अन्तिम पद से पीछे तुल्यान्तर में'पद समान हैं; इसलिये 
इनके इकट्टा करने से और ९ के भाग दे देने से 


मानों के तद्र॒पफल शछ३- 


रताभ्त- 
मा 


रत(स्त- १) “(त+१) २२ 
त्त! ० 
स,, 5५. इत्यादि दिए रुण समीकरण के पदों के सुणको 
के रूप में पिछले प्रक्ररों से आज्ययंगे कर इनसे ऊपर के 
समीकरण की सहायता से सात का मान भी आवेगा जिससे 
साध्य समीकरण के पदों के गुणक भी त के स्थान मे १,२, 
इत्यादि के उत्थापन से व्यक्त हो जायगे । 
१७३--ऊपर के साध्य समीकरण मे अच्तिम पद बन. 

का मात इस प्रकार से भी जान सकते हो | 
दिए हुए न घात समीकरण को मान लो कि फ्ा(य) ० हैं तो 
फ (प)5(प-अ() (प-अ२) (प-भ३) * ' हे 
फ्ा(य)5(प-अ२)(य-अ३) * *+(य-अ,)(य->झड) “ +े 
अ(,भ३; इत्यादि के उत्थापन से 
फू(अ्र)८ (अर -अ२)(अ२- ३) 
फू(अ,)5(अर->अ) अर: अ३) ५ * 
इसलिये बन्न + फ(अ,) फाजर) फच,) ५ ४* 

. श्रब-कह्पना करो कि फ(य)८ ० इसमें अव्यक्त मान क्रम 
से आ;, आर; आ३; ईत्यादि है तो 
फ्ृ(य)5न (य-आ,)(य-आ २)(य-आ३) ४ * 
इसलिये फ॒(अ,) फ(अर) फ(अ,) ८ 

ने (्ञ्र श्ाओं १३ हु आर२) (अर ह्ाओं ३) कल 

(अर: आ२)(७२-आ २) 


“रकडर +$(“ )ठ 


३४४ समीक्रणु-मी मांसा 


परन्तु (अ, “था; )(अ, “आओ )(अ३-आ,) 
८-१) फआ,) 
(अ१ ० आर) अ३ “आ३)(अ३- आ३) “*“ २ (- १) फ(आार) 
इसी प्रकार से आगे भी जानना तो 
फ(ओ,) फिर) फेज) ० ४ 
“नो(- १४-०७ फूआ, ) फू(आ,) फी(आ,) -- 
+भग फआ,) फआर) फ्वा(आ,) के 
क्योंकि न चाहे विषम वा सम हो १(न-१)ल्‍ मर -न यह 
सवेदा सम्त ही रहेगा। 
१७३---मानों के शझन्तर-वर्ग-मान जिसमें है उस 
समीकरण में यदि सब शव्यक्त मान धन हो तो स्पष्ट है कि 
दिए हुए समीकरण में असंभव मान न होंगे | और यदि 
उसमे ऋण मान हो वो दिए हुए समीकरण से अवश्य असंभ- 
व मान होंगे । और यदि उस नये समीकरण में असंभव मान 
, 'हो तो दिए हुए समीकरण में भी असंभव मान होंगे। 
१७४--प८्य +प.र्यो! +प. या हे + -«*»** कंपश्न ८ ९ 
बल्य +ब, ये बलयत हे + »«««*- कघत्तत० 
इन समीकरण में चाहते हैं कि य न रहे । जहां प ,प),पर 
००० *- ब&,ब,,च३ “अकरणीगत अभिन्न र के फल है।मान 
लो कि पद्िले समीकरण से य के मान र फे रुप में किसी युक्ति 
से अ्रक,ख,*-*“**आ गए तो दूसरे समीकरण में य के स्थान में 
आक,स,-*-के उत्थापन से 


बभ्भ+ब, अर 4 बश्अ +- ... ... + बन्न ना २ 


माना के तद्रपफल ३४४: 


बक +ब(क १ -बरक ७ + कवक्ञस ० 
ब्ख +-ब,ख। +- बजे |. ०» कंबच्चसत ० 


इन समीक्षरणां में जो अव्यक्त के मान हैं सब र के अ्रव्य- 
क्तमान होगे। मान लो कि इन सभी समीकरणों में से पहिलने 
समीकरण में एक र का मान के; है और इसका उत्थापन 
श्रम देने से अका मानअ, हुआ तो य>पभ्,, र८क, यह 
ऊपर के दो मुख्य समीकरण को ठीक करंगे। क्योकि ये दोनों 
दुसरे समीकरण को तो प्रत्यक्ष ही में ठीक करते हैं और पहिलते 
में चाहे र के स्थान में ज्ञिसका उत्थापन दें परन्तु लबेदा 
समीकरण सत्य रहेगा यदि य८ भ्र। इसलिये र के स्थान में 
क, के उत्थापन से भी पहिला समीकरण सत्य रहेगा। इस 
पर से यह सिद्ध होता है कि ऊपर जो अ,क,ख,- -- के वश 
से समीकरण हैं उनके वाई शओओर के पक्षों के परस्पर श॒ुण 
देने से गुणनफत्न शून्य के तुल्य होगा उसमे प्र|क,ल, नर -- 
इनमें किसी दो के परस्पर बदल देने से भी शुणनफल में 
विकार न होगा। मान ज्यों का त्यों रहेगा । इसलिये शुरन-- 
फल्न अ,क,ख, का तदपफत होगा | तब इस सुणनफल का मान 
प,,प१,प३ ......के रूप में भा सकता है। जैसे 


उदाहरणु--( १) 

पण्य*+प/यो+पश्य+प३८० और वयर + व ,य+-घ३ ८० 
थे ढः सप्ीकरणु हे जहां प५,प,; ब्‌ृ५००७०० रत 9 शत हत्र ०० न्न्न्दरे के फल द 
हैं तो ऊपर के प्रक्रम के सड्ेत से 


(बअर+-बअो+बन्‍अ्र+ब३) (व,क*+वरकरे+वरक+ब५) 
+(ब/स+व खरे +बस+ब,)० गुण देने से 
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वर, +वो,अकख + बई, अर क खरे +वपेब, यो अ्रकरे + 
बरे ब,यो अपकरेख-+- बे, बन्‍यो श्रक + ब व यो अ+ 
ब,बोयो भरे + ब&ब, यो भ्रेकेस + ब,ब/ब३ यो अ्रेक ८० 

प३ (स्करेखर > पे 
झौर भ्रक्ख८ --)ै, भ्रोक खरे ८ -े- 
प्‌ प 


२ 
श्प 
योभ्रोकरेश्रेकअर यो -६८ परे ( 5 आ 23, ) 





प्‌ प॥ 
यौ भरकरेख-अ्रकलज यो अक८- 5 यौ अकर८ - ३ 
प५ रु 
रे 
यौअर८ -- ६, यो भरे पे हक 
प्‌ पी 0 
यौश्रोक्ख-अकखयो अत ही 
पथ & 
दौश्रोक > भ्रकल गौ >> ( टप-३) 
पं +प७प३ 


(१६७वं प्रक्रम के उदाहरण की युक्ति से ) | 

गुणनफल में इनके उत्थापन से एक ऐसा खमीकरण 
बनेगा जिसमे य न रहेगा। 

१७३१--ऊपर गुणनफल - रुप जो समीक्रण बना है 
उससे र का सब से बड़ा घात म, न से बड़ा न होगा। यदि पहिल्ले 
समीकरण प,य +प,र्यी १ +प.र्यी १... - . - इसमे प्रत्येक 
पद में प,प,, इत्यादि में जो र का घात द्वो और जो य का घाव 
इनका योग मे से अधिक न हो और इसी प्रकार दूसरे'समी- 
करण में भी प्रत्येक पद्‌ मे र भर य के घातों का योग न से 
अधिक न हो अर्थात्‌ प८ और बट में र का सब से वड़ा घाव 
द तक हो परन्तु द से अधिक न हो । 
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कहपता करो कि १७४व प्रक्रम की युक्ति से य को उड़ाया” 
तो शुशनफलों में जो पदों की श्रेढ़ी होगी उसमे किसी पद 
का रूप चल्ञतेत ४ बुक थे ४ बन १ २ ..... ऐसा होगा 
जहां गुए्य शुणक रूप खंडो की संख्या म तुल्य होगी । और 
यह भी जानते हो कि पदो की श्रेढ़ी में अ, क, ख, का तद॒पफल 
होगा; इसलिये ऊपर किसी पढ़ का जो रूप दिखाया है वह 
बल्ब ब4 . ...योअन तकन पैद्वत- व ऐसा होगा। इसमे 
कल्पना ले स्पष्ट है क्वि०+थ+व+, ...इ्से बड़ार का 
घात, बल्ब... .. इसमे नही है ओर १६०व प्रक्रम से- स्पष्ट 
है कि छत में रका सब से बड़ा घात द से बड़ा नहीं होगा 
ओर १६२वे शक्रम से स्पष्ट हे कि यौ अत तक्न-पद्चन व... 
इसमे जो प्रत्येक पद में गुण्यगुणकरूप इत्यादि आधखेगे डन- 
की संख्याओं का योग न->त+न-थकन-घ+ - * नयही 
होंगा, इसलिये यो अप कन-शखन-प ,, इसमे र का सबसे 
बड़ा घात 

न-तकनं-थ+न-व+क -....त्नम-(त+थ+घध+ ०) 
इससे बड़ा नहीं हो सऋता, इसलिये 

बतुब,वध .... यो अं ऐकत-थख्धते-व, , इसमें र का सब 
से बड़ा घात 

नम-(त+थ+चब+...... 3+(तक्थ+घ+ ......) वन 
इससे बड़ा नहीं हो सकता | 

१७६--जितने रूमीकरण हो उतने ही उनमें अज्ञात वर्ण हों 
तो ऊपर की युक्तिसे ऐसा एक समीकरण बच सकता है जिसमें 
एक वण को छोड़ और सब वर्ण उड़ जायेंगे। और बने हुए 


2 समीकरण-मीमांसा 


समीकरण में जो भ्रज्ञात वर्ण दोगा उसका खबसे बड़ा घात 
(दिए हुए समीकरण जितने जितने घात के होंगे उन संख्याओं 
के गुगनफल से बड़ा नहीं हागा। इस अ्रध्याय भें जितनी बातें 
लिखी हैँ डनसे अनेक नये चयत्कृत सिद्धान्त बन सकते है। 
इसलिये अब व्यर्थ श्रन्‍्थ बढ़ाना नहीं चाहते। 


अभ्यास के लिये प्रश्न । 


१। सिद्ध करो कि य- १०० इसमे सप्त० यदि म, न 
का अपवर्त्य न हो और स८न यदि म, न का अपवत्य हो। 


(१६४७ प्रक्रम की युक्ति से सिद्ध करो) 

२। वि की (ये) ८ अर अ(य + अर ये + ०००००००***** ०० 
तो इसमें 

अयों + अप / तय +अ  इ्नयो पे +- ०० "०-०० +०० 


' इसका मान बताओ | 

परी (य) और इसके विस्तृत रूप दोनों को यरो-१८० 
इसके मान भ्रा;,का ;; इत्यादि के न-म घात से अर्थात्‌ भर, 
काम इत्यादि से गुणकर ओर य के स्थात में श्रासयका,य 
श्त्यादि का उत्थापन देकर जोड़ लो तो (१) उदाहरण की 
युक्ति से 

धआयर्यों न्‌- श्र तय न्‌- अप. श्न्य पं नून *«*०*** न- 0०0 


४ 
न्‌ 


आए “फ्री (आ ,य) + का * फी (का ,य) +- 


मानों के तद्॒पफल ३४६ 


३। फौ(य)८>१कय+ (“यम नी ५ ५० पी 00+ईय 


| 
या यह 

इसमे य +- शुगर ४ +००इसका मान बताओ | 

ड० ३ [आए फी (आ,२)+का | फी (का ,य)+ खा + फी (स्राय)) 


-य लय मर व 
पद रिज्डुद (कोच्या - - » ३३ ज्या -४-) 


४। लि करो क्लि (4+र)गें -यीं -- री » प्यां (य) यह 
यरे + यर- २ इससे नि'शेष होगा यदि न, धन अभिन्न हो और 
इ का अपवस्ये न हा और फा (य) यह (य +यर२+र२)९ इससे 
निःशेष होगा यदि न धन अभिन्न ६म+ १ इस रूप का हो। 


यदि यर - १८० इसमे शअ्रव्यक्त मान १,श्रा ,,का,, मानों तो 
ये +यर+रर ८(य-आ, २) (_-का, २); इसलिये इसमें य> 
आर और का, र,य के स्थान में आ,र ओर का, २ के उत्थापन 
से फी (२) ० यदि न इनका अपवच्य न हो तो फ्[ (4) अवश्य 
थे + पर + रो इससे निःशेष होगा ओर उन्हीं के उत्थाएन से 
फीा (4) 5० शोर पा (प)>० यदि न क्म+ १ तो दो समान 
मान होने से प्य (य) बह (यरे+ यर+ र)” इससे निःशेष 
होगा। 

५)य+रप 4 (-य-र)” इसका मान यों +यर+रपे 
और यर (य+ २) इनके रूप में लाओ । 


माच लो कि अन्‍्यों+यर+ रो, क >यर (य+ २) और 
5-य-रतोय+२+लर ०, यर+- रल + लय॒ञ्यर | ल(र + यह 
नयर०(य+- रो ८» अ और यरत २-क 


*शेपृ० - सर्मीकरण-मीमांसा 
इसलिये य,र और ल ८९- अ्रट + क ८ ० इस घनसमीकरण 
में ८ के मान होगे । 
> ि (ये + रगे +लगे) यह १६४ प्रक्रम से -ला (१ - पर नः हल) 
इसके विस्तृत रूप के जज के गुगक के समान द्वोगा। परल्तु 
बनता (१ हु के नै दर 


न हे /अझ- ते नन् >> हे 
न्ट्ब पा ४) न अल के र्द्धा ५ ;) फ 


अब इस पर से सहज भे त् इसके गुणक का पता लगा 


सकते हो। यदि न सम हो तो यं+र+(-य-रशो ८ 
ये 4 २ + (१+ रो" और यदि न विषम हो तो चिन्ह के उलट 
, देने से (य+२)"- या -र इसका मान भी जान सकते हो। 


६। (य+२)" -य* - २० इसका मान ये +यर+र'* और 
यर (१+२) के रूप में निकालो । 


यहां ५वें उदाहरण से -८ का गुणके -अस्क यह है; इस- 
लिये चिन्ह उल्नट देने से ई ([य९ +२० +(य-२) ] यह्द श्र 

के खमान होगा तब (य+२)९-य"-२" > ७श्ररेक ८ 
७ (ये +यर +- रऐ)  यर (य+र) 


-७। सिद्ध करों कि (य+र२)"+य* +०र* 
८३ (यरे +यर + रर) ((यरे + यर-+ रे) +-श्य)र (य + २) *)- 


मानों के तद्॒पफल न्श्प१्‌ 


८। ४५वें उदाहरण भें न के स्थान में रम और श्म+१ के 

उत्थापन से खिद्ध करे कि 
पक) पय ली आओ मर 
श्म म २! 


+(7-३) ध् प पप ० लक रे के 7 


कं (पम-त- १) (म-त -- २)**(म-- शेत +- १) झ्रमे-बित-क्कूरेत _. ,,... 


श्त | 
और 


(ये नर शेसयन १९ न्ब्शू मत श्र श्पेन+९ 
र्म+ 
५ अर अदा, शी ३) , घन-धक ३ 


अभी डे कृ श 


भ्ञ्ञध्कन- 


+मि-त_ मत, २) * (मा रेत) ,( ड्रम-श्त-शक्रेव+ १ ० 
(रत + १) ! 


&। सिद्ध करो कि फ्ल(य)>०, इसके यदि सब मूल 
संभाव्य हो और सबसे बड़ा अ हो तो 


८ मर? जहाँ घ८ ०० 


म् 
१०। खिद्ध करो कि यदि सप्रसप्ु+२०स्म+३ तश/ तो 
फ(ब)-० इसके यदि सब मूल संभाव्य हो ओर उनमें भ,क 
ये दो और सबसे बड़े हो तो 


+/ के 
नए प्रूफ जहाँ म ८.०० 
झा ड़ 


॥४२ समीकरण-मीमांसा 


११। यदि श, यह १०वें उदाहरण का संकेत मान और 
सप्नतप्ु+३+ स५+ २सम्र+२ | फेम तो यदि फे(य)-० इसके सब 
संभाव्य पूत्र हो ओर उनमे सबसे बड़े अ और क हो तो 

-+ बश्वन के, जद्दों मे 5 ०० 
स्र 

१५ य१+प,य | पश्यन १,८5० इसमे यदि अब्यक्त 
मान अ,क,व हों तो सिद्ध करो कि 
(१) (अ+ क+ अरक्र) (क 4 सन कख)(स + अ + अख) 

न्ू(प३०-प२)' ने पर (प३- १२) न १३ 
(२) (अ+ क-- २ख)(क | ख-१ञ)(अ 4 ख--२%क) 
ननरेपर, - ६प,प३ + रे७प३ 
(३) यो (अ+क) (थे +ख)>२प*ै, +प/प३ - शेप३ 
(४) (क-ण)* (ख्र- भर) (अ-क)* 
(रेप१ ८ प१))(रिप प३०प३२)- ई(प२प५- ६१६) 

१३। खिद्ध करो य +य+ १७० इसमे स्_ | स्तर १। 

१४। या +प.य ९ +पन्‍यो २ + -+पत_ य+यत््‌ ८० 
इसमे यदि अव्यक्त मान, अ,क,ख,ग,प' “ठ हो तो 

यो (अ+क्र) (अ+ल) “““(अ+द) इसका मान बताओं। 
यहां फृ(प) > यो +पय ० “पक 


(य-अ)(य- के)” “(य-८); बरर - अर मानने से 
फू(-अ)-(- आओ +प.(-झ)गे  + ।। ० + पतन न 
(-२अ)(«> भर “-क) न्न्न्ल्न्न (-अ-०) 


« फै(-त) जज नेट ले नेक 72:2८ 
श 'इऋ- एज ३ जि -प, अपर _. न 
(7 १) पत्ञन्न ३८ (ध्र+क)(अ+सख) ०7“ (अ+र) 
पी(-क) _ न 5 तो मं 5 
इसी प्रकार झा >पत़ ३ कि 7 -पए,करगररे. 
+(- ९) पनक *)०(क+%) (क+ल)०+०(क+र) 
लब जोड़ लेने से 


यौ (अ+क) (अ+ख) «.« (अ#ट) ८ $ सिन-२-“प३सत्त-.३ नं 
पशसन-३ ४ * *+(-१)पनस_,) 


ग्श रे 
१५ | ऊपर के समीकरण में गौ कक का मान क्‍या, 


होगा । 
डरे रे ञ्ज ह्न्रे 
यहां यो (अ+क)* ड्ड यो अ +पेभ्दरके+कर प्् थो ( अंक! नै 
अक अक 


अ 'क+२) 


उयौ(झ पक) क २) परपन-६ +नरे-- रन | 
२ पत्त 


ञ्ररे बे 
१६ । यो ह्व सका मान बताओ । 
हू श्र 
यहां यो कल >यौ भप्क-* इस पर से 


मान ८प, गसुनकर अयोकि १६२ वे प्रक्रम से 
न 
श्हे 


३५४७ समीकरण-पमीर्मासा 


यो भ्रामक - यो अपक ' ८स,स(-सप्म+घ 
ऋअसश्स >+स, 

स्सस_ “+स, 
प-- 
प्न 
१७। यश +प,यर +प ये -पशय+प५ ०० इसमे यदि 
व्यक्तमान आ,क,स,ग हो तो यो (अ+- क) (व + ग) इसका मान 

बताओ | 


न्प - स३ 


उ, यो (अ्र+क)(स +ग) ८ रेपर 
श८ । य*-य* - ध्य' +य+ ६८० इसमे दिखलाओ कि 
स, ८१, स३ २१५, स३ 5 १६, स, ८६६, स, ८२११ 
१६ । ऊपर के समीक्षरण में दि्लाओ कि 
स३८०>प* + रेप, प३ - बेप॥ 
स 5 प.--४प* प. + ४१, पह + रेप -- ४१७ 
२० | ऊपर के बतुर्धात समीकरण में यदि श्रव्यक मान 
अ,क,ख,ग हो और 
६ ६ (अक + संग), का ८३ (अख + कग) और खा ८ 
ई (अग+कर्) तो सिद्ध करो कि 


आ+ का +- सा ८ नि $ आओका +- काखा 4 साझा ८ 


ई (संस, -सप -श्स,स| + २त५) 
२१ | अय* + एकय* +- ६सय रे + 0गय + घ ८ ० इसमे अ्रव्यक्त 
मान यदि भर ,भ२)भ३,भ५) हो तो दिखिलाओ कि 


कनिष्ठफत् ३१५० 
(अर; “अर ) (अ३- ४३) (अ३ -“अ५) (अर, - भ३)* 
# (अ, - ५) (प्र - भर) 


् ॥ (अप - शक +- रेख १) ३ -- २७(अगरे +घकर -- खरे 


“* अर्तधघ -- शकेसग।| 


(१२९ प्रक्रम के भन्त में जो अभ्यास के लिये प्रश्न लिखते है 
उनमे १०वां प्रश्न देखो) 

२२ | या +प,र्या! + -+पन्न5० इससे बदि कऋष्पक्त 
मान अ,क,ख,--- -- हो और 


यो (अंक) _परपत- ९» २५ तो न का प्रमाण यताओ ) 
डप 
२३ | नीचे लिखे हुए दोहे से कया समझते हो । 
जर जोरत जरिगे चतुर डार पात छितिराय । 


राय निकारत हार गे पार मे से दितिराय॥ 
बड़े समीकरण में अव्यक्त मान | 


११-कनिष्ठफ़ल 
१ ७9०७ ९फे२ २०७० यहें जा चार बस का जत्लन हू 7 


जिसमें अ, , क, । ये चार वर्ण हैं यह अ और 
श्र) कर | के के आगे अद्अपाश युक्ति से १, २, के 
- जो भेद्‌ २१ ओर २, १ होते है. लगा देने स्रे ओर उनके 
शुरान के जोड़ देते से उत्पन्न होता है । - 


श्पदे समीकरण-मी भाँसा 
इली प्रकार 
- अशकेशख३ +अरक सना अरक इस | + अरके से 
न भ्रइर्के ,खर्‌ +-अ३फरसे "९ (१) 


यह फद्ध 
श्र हट के ११ सर रु 
अर १ कक ह। ख़३ 
ञ्र ३१ के ३१ सर । 


. इन नव घर्यों का है जो कि झ्न क स इस शुणशनफल्ष में 
१, २, ३ के भद्बुपाश युक्ति से जितने भेद छोते हैं. उन्हे क्रम से 
श्र, क और ख्र के थ्रागे त्रगा देने से और सब जोड़ लेने से 
उत्पन्न दाता है | इसलिये चाहो वो ऐसे फल्न को ल्ाघव से 
(अकछ) इस सखड्डेत से प्रकाश कर खकते दो जहां यह खमभ 
लेना होगा कि १, २, ३ के छश्नो भेद्‌ क्रम से भर, क शोर व के 
आगे लगा कर सब गुणनफल्नों को जोड़ लेना है। 

* ऊपर की युक्ति से (अर, क, स, ग) इससे यह समभेगे कि 
१, २, ३, ५ के जो २४ सेद्‌ होंगे उन्हें थ्र, क, ख श्रोर ग में लगा 
कर सब गुणनफल्नों के जोड़ लेना है। 

इसी प्रकार यदि्‌ (श्र क सत्र ग.----) इसमें यदि न अक्षर हो 
तो १, ९,--न के जो न ! भेद्‌ होंगे उन्हे क्रम से वर्णों के भागे 
लगा कर खब ग़ुणनफलो के योग के समान (अ क ब ग... ..-) 
इसका मान कहगे। 

१७८--ऊपर के सट्ढेत से (अक)८ भ,क३ + भशक ९ यह जो 
फल होता है वह नीचे लिखे हुए चार वर्णों में कर्णंगत दे। दो 
चर्यों के गुणनफक्न के योग के तुल्य है । 


कनिश्ठफत्न ३५७ 


अर?) कर 
झ३ फे २ 
ऐले कर्णणत वर्णो के गुणन को हमारे यहां भाश्कराचा- 
याँदि वजाभ्याक्ष कहते है और ऐले बजाभ्याल के योग वा 
अन्तर झुपी संख्या को कनिष्ठ कहते हैं; इसीलिये हमने भा 
ऐसे फल की संज्ञा कनिष्ठफल छिंखा है । 


१७६---ऊपर जो कनिछ्फल्ल द्खिताया है उसमें स्पष्ट 
है कि प्रत्येक पद में यदि न अक्षर होगे तो सब पद्‌ न! इतने 
होंगे इसमें न का शान दो से अधिक होने से न| यह्द स्लमसंख्या 
होगी | इसलिये कनिष्ठ फल्न भें सपंदा लव पद्‌ खम दोगे। : 


जिस कनिष्ठफल में आधे पद धन भौर आधे ऋण छोते 

हैं उन्हीं कनिप्फलो के लेकर इस ग्रन्थ में कुछ विशेष कहा 

जायगा। इसलिये जब तक कि इसके पिरुद न कद्दा जाय 

सबेदा कनिष्ठफल से चह फल समझो जिसमें आधे पद धन 
और आधे पद ऋण ह। । जैसे 
अ्यककेर ८० 
अश्यक+क,र ८० 


इनमें पहले से य ८ इसका उत्थापन दूसरे में देने 





श्‌ 


श्र 
से क.र- हू ० छेदगस श्र र के अपवत्तत से 
र्‌ 
इसी प्रकार 
आअभयन-क,रन खस,ल्ञ>८० 
अर्य +- करन खत ० 
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अशयक+कफक,र -+-सल ८० 
इनमे पहिले दो से य श्लोर र-का मान ल के झूप में ज्ञान 
कर उनका उत्थापन तीसरे में देने से और छेद्गम और ७ के 
अपवत्तन छे 


अ,फेस; “अफसर, नअश्क सं, न अर ले ॥ -अक,खर 
-अशक,ख २ ८०९ ** (२) 
इस फल से ओर १७७ थे प्रक्रम के (१) से भेद्‌ इतना ही 
है कि (१) में सब पद धन हैं (२) में आधे पद घन और आधे 
ऋण हैं श्र्थात्‌ तीन पद धन और तीन पद ऋण है । 
इसी प्रकार चार अज्ञातचर्ण समीकरण मे भर, ,क , ,स ,ग९; 
झरक़र२,स२,ग३, इत्यादि सारह वर्णों से ऊपर (२) के ऐसा 
एक कनिष्ठटफल २४ पद का होगा जिसमे १९ धवन ओर १२ 
ऋण होगे। 
ऐसे कनिष्ठफल के काशी ( ०४८४९ ) ने 
अश 
अर 
संकेत से समस्पेगे कि यह अ्र.क३- भश्र; इसके तुल्य है। 
इसी प्रकार (२) कनिष्ठ फल्न को 





हि | इस संकेत से प्रकाश किया है। जैसे यद्दां इल 








मा केश ख्रु 

श२५ कर; सर 

मर है फ ड़ स्ल ्‌े 
इससे प्रकाश करते ह। 


और साधारण से न धर्यों मे जहां व्यू 


कनिठ्ठफत् शेप 


कनिष्ठफल 
अ/, ३, से ९, न्डर्‌ 
चर; कर) भर) 7 अप्टके 
अं, ह8$ सै ३६३ * ** ६३ । 
। अत) फैस3 सैज) ।  * ब्द 


इसले प्रकाश करते हैं। इस कनिष्ठफ़न्न में घनणें प्दो-के 
लानने फे लिये इस लक्केत में अ,,क,, स,,  ““श्व्यादि 
अक्षरों को भुवा कद्दते हैं। श्र,,.क भव; “* इंतल्यादि जिस 
पंक्ति को षनाते हैं डसे तियंक्त्‌ पक्ति और अर, ,भर,अ३ *** 
इत्यादि जिल्त पंक्ति को बनाते हैं उसे ऊर्ध्वाधर पक्ति कहते 
हैं। बाम भाग की ऊर्ध्ांधर पंक्ति के शिर से लेकर दक्षिण 
भाग की ऊर्ष्यांधर पंक्ति के पाद्‌ तक करण पंक्ति मे जो 
अर कर; ले, * यम ये चर्ण हैं इनके गररानफल अ, करस३ /* सन 
को धन पद और प्रधान पद्‌ कइते हैं। कनिष्ठ फत्न के रूप से 
स्पष्ट है कि कति- छफक्त के प्रत्येक पद में प्रत्येक्त ऋध्वांधर 
पंक्तिथ एकही ध्रव और प्रत्येक तियेक्‌ पंक्तिस्थ एकहो भव 
हैं, इलतिये ऊर््धांधररथ एकही ध्रुव और घसियक्रुथ एकही 
अब लेकर जितने न अक्षरों फे गुणनफल खंभव दोगे वे ही 
'क्निष्ठफल में सव प६ होगे। इसमे कौन भन और झौन ऋण 
हांगे इसके लिये ऊपर प्रधान और धन पद बनाया है| प्रधान 
“पद भें देखो चर्यमात्रा फे क्रम से तो अक्षर है और संश्याओं 
के कम से १, २,.---** न संथ्या हैं । 


प्रधान पद्‌ में झत्तर्र के आगे झो संस्वाय लगी हैं उनमें 
मे दो संख्याव्रों फो उक्चर कर इम दो अक्षरों फे धागे लगा 
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देने से जो पद्‌ बनेगा वह कऋणात्मक होगा। जैसे भ्र,, क,, 
ख, ग।) घ१,भ२--- रैत्यादि २५ शाक्षरों से पू सड्ढेत से 
प्रधान पद्‌ अ, क, स| गए घ, यह होगा इसमे क के आगे जो 
२ है उसे घ के आगे त्गा देने से और प के भागे जो ५ है 
उसे क के आगे क्गा देने से जो भ्र .क , स | ग ५ घर यह 
पद्‌ बनेगा बह ऋणात्मक होगा। इस क्रिया से स्पष्ट है कि 
दो दो अक्तरों की संज्यात्रों का एक घेर परिवत्तेन से ऋण, दो 
बेर के परिवर्तन से धन, तीन बेर परिवर्सन से ऋण, चार बेर 
परिवर्शन से धन इस प्रकार सम बेर परिवत्तन से धन और 
विषम बेर परिवर्तन से ऋण होगा | इस क्रिया से प्रधान पद्‌ 
के बल से पदों के चिन्हों का श्ञान हो जायगा। जैसे 
अर, पी १5 से 
2 फेर, ख़्‌ 
अं; फे३५ जे 
इसमें प्रधान और घन पद्‌ श्र,करस, यह हुआ । क,ज़ की 
संख्याओं के परिवत्तन से भ्र,क,स, यह ऋण हुआ । इसमे भ,षत 
की संड्याओं के परिषत्तन से भर ,क , यह धन हुआ | इसमें 
फ,ख् की संख्याओं के परिवत्तन से अजक /ख३ यह ऋण हुआ | 
इससे भअ्र,ख की संख्याज्रों के परिपक्तोंन से अ,क, सम यह धन 
| इुआ। इसमे क,ख की संख्याओं के परिधत्तेन से अरक्ररख९ 
ऋण हुआ | इस प्रकार 
कनिष्ठफल ८भ्र(वारख३ “-अ,के _स२ + अर, कस , - अर के एस ६ 
+अशक (७३० ग३क २ख ३ यह वही पद है जो (१) है। 
श्यू०--पद के धन, ऋण जानने का सहज 
उपाय 








कनिष्ठफतल श्६१ 


जो दिया हुआ पद्‌ हो उसमें प्रथम जो संख्ण हो उसे 
देखो कि प्रधान पद में कहा है और जहां है वहां से कितने स्थान 
पीछे हृथाने से प्रथम स्थान में आती है | उस दहृदाए इुए स्थान 
की संख्या को अरकृण लिख छोड़ो । और प्रधान पद के पह्चिले 
दिए हुए पद्‌ की प्रथम संख्या लिझ इसके आगे क्रम से इस 
संख्या को छोड़ और प्रधान पद्‌ की सब संज्यातो के लिख 
कर इसे अब प्रधान पद मानों | इसमें जहाँ पर दिए हुए पद्‌ 
की दुसरी संख्या हो उसे देखो कि कितने स्थान पीछे हटाने से 
नये प्रधान पद में दूसरी स्थान की संख्या होती है। इस 
हटाए हुए स्थान को भी अलग क्िख छोड़ो और अपने इस 
प्रधान पद में दिए हुए पद्‌ की प्रथम संख्या के ओर उसके 
आगे जो संख्या है उन्तके बीच में दिए हुए पद्‌ की दूसरी सख्या 
रख शगे क्रम से इस संख्या को छोड़ और सब सख्याश्ों को 
दिख कर इसे नया प्रधान पद लमझो। इसमे दिए हुए पद्‌ 
की तीसरी संख्या को देलों कि कितने स्थान पीछे हटाने से 
तीसरी संख्या होती है। उस स्थान संख्या को अलग दिल 
छोड़ो भर इस पर से फिर पूवचत्‌ नया प्रधान पद बनाओ । 
यो बार बार कर्म करते जाशो जब तक कि दिया पद्‌ न बन 
जाय | फिर सब स्थान संख्या जो अलग लिखी हुई है उनके 
जोड़ने से यदि योग सम हो तो दिए हुए पद के घन समस्‍्ो 
और यदि योग विषम हो दो ऋण जानो । 


जैसे उदाहरण--( १) जहां पंक्ति में लात सात वर्ण हू 
वहां भ्रशक,त ग,घ, व, च, यह पद धन वा ऋण होगा । यहां 
पदों की यथा क्रम संड्या लेने से ३०६५१४२ यह संख्या हुई 
और पूर्व युक्ति से प्रधान पद्‌ की सख्या से १९३४५६७ यह्‌- 


शेष समीकरणु-मीमांसा 


खंस्या होती है। इसमें दिए हुए पद की आदि संख्या ३ दो 
स्थान हटाने से आदि में आतो है; इसलिये दये प्रधान पद्‌ की 


लंख्या ३१२४५६७, इस प्रकार ऊपर की क्रिया से 
१२१४५६७ । दिया पद्‌ २३७०६५१४२ 


प्त 


१ प्रधानपद 
२ 9 प १३१२४५६९७ 
३७१२४५६ 
५ सर २७६१२४५ 
३७६५१२४ 
गे से मे७६५१२४ 


है ८: २३७६५१४२ 
३७६५१४* 


ड। 6 +_#ऋ # < # ह॑ ० 
॥ 


। धद्दे श्वान की खंख्यार 


| 
। 
| 
| 
| 


9 





१५ 
१५ के विषम होने से दिया हुआ पद्‌ ऋणात्मक हुआ | 


(२) १७६ प्रक्रम में जे कनिष्ठफल नर अ्वरों से बना है 
उसमे जिस कर्ण पंक्ति में प्रधान पद्‌ है उसे छोड़ दूसरे कर्ण 


पंक्ति का झत्त कं. संत-२** 


चिन्ह का होगा। 


यहां ऋम से हटाए गए जानो पी संख्या 
(न- १)+ (न- २) +(म--३) + ****** 


इसलिये पद्‌ का चिन्ह (-९१) 0 यह ह्ोगा। 


+१+१ नए 


४, यह पद बताओ किस 


१८१--किसी दो तियक वा ऊध्योधर पंक्तिशों 


'के बदल देने से कनिष्ठफल का चिन्ह बदल जाता है। 


ते 


कनिष्ठफत्न हेद्ईे 


१७६ प्रक्रम में जो क्रिया छिखी है उससे चार छत्तरों की 
पंक्ति में यह प्रधान पद्‌ भर, क, स३ ग, धन होगा और २,४ के 
बदकनने से अ,क,स॥ग३ >झ,गश्स,क, इसलिये ज्िल तिरय॑क 
पंक्ति में क, और ग, हैं. उन्हें परस्पर उञ्नट पुलठ दें चा जिस 
उर्ध्याधर पक्ति में क& और ग, है उन्हें परस्पर इत्र पुल्रट 
दूं, पद्‌ का मान भर, गए स| कऔ यही रहेगा जो कि प्रधान पद्‌ 
के वश से ऋण होगा । इस प्रकार तियक्‌ वा उर्ध्वाधर दो 
पंक्तिश्नों के परस्पर बदलने से सब पदों के चिन्ह उल्लट जायेंगे 
इसलिये कनिष्टफल का चिन्ह भी बदल जायगा। इस पर 
से किसी पद्‌ फे चिन्ह जानने के लिये नीचे ही युक्ति उत्पन्न 
होती है । 


उर्ध्वाधर वा तियक पंक्ति के क्रम से हटा हटा कर तया 
वर्गाकार ऐला कोष्ठ बनाओ जिसमें दिए हुए पद्‌ के सब 
अक्षर क्रम से प्रधात पद्‌ रुप होकर प्रधान कर्ण पंक्ति में आ 
जायें, तब जै जै बार पंक्तिछं हटाई गई हो उन हटी सख्याओं 
का याग विषम होने से अस्नीए दिया हुआ पद ऋण और सम 
होने से घन होगा। 


उदाहरण 
झ, के, गे, ये 
त, थ, द, छ' । 


[ता, था, दा, «| 


इसमें ता का द य इस पद का चिन्ह बताओ । यहां चौथी 
तिंक पक्ति को तीन स्थान इरामे से 


३३६७ खमीकरण-मीर्गांसा 


ता, था, दा, ० 


अर, के, गे, ये 

गुर घहय हात्र ३ 
ञा, का, गा, ९ | 
।त, थे, 4, ले 


इसमे जिस पंक्ति भें का है उसे एक खान हटाने से 


त्ता | था ॥ [| दा यू | 0 
आ, का, गा, ?२ 
का दृदा स्थान ९ 
ञ्र, क, गे, य॑। 
त,. थ, द, ले 


इसमे जिस पंक्ति भे द है उसे एक स्थान हटाने से 
त्ता, था, दा, ० 
आ, का, गा, २ 
ते, थ, दे, ल | हद शाम है 


ञ्, पं ग, य | 


इसमे दिए हुए पद्‌ के सब अत्धर श्र प्रधान करण पंक्ति 
में हे गए भौर हदे खानो का ये ५ विषम है; इसलिये दिया 
डुआ पद ऋण हागा। 
१८२--किसी कनिष्ठफल में यदि दो तियंक्‌ 
पंक्ति वा दो ऊध्योधर पंक्ति आपस में तुल्य हों 
अथात्‌ दोनों पंक्तिओं के थे ही अक्षर हों वो कनि- 
छफल शुन्य होगा। 


कनिप्ठफल श६५ १ 
4. द्यौकि १८१ प्र० से दो पक्चिओं के परस्पर बइल देने से 
कनिष्ठफत का चिन्ह बदल जायगा। परव्तु ऐसी जिति में 
दोनों पंक्तिआओं के बदलने से फल्न ज्यों का त्यों रहेगा; इधलिये 
कफ्चनच्कफ 

*, रकफ+>० श्रर्थात्‌ कफ ० यह सिद्ध हुआ । 
१८३- किसी कार्निष्ठदन्ष भ्र यदि सब लियंक 
पंक्तिओं को ऊध्योधर रूप में वा सब ऊध्योधर 
पंक्तिओं को तिथक रूप में लिखें तो कुछ विकार 
नहीं उत्दन्न होता, कनिष्ठ फल ज्यों का त्यों रहता है। 
क्योंकि दोनों श्थितिश्रों में प्रधान पद तो ज्यों का दो 
रहेगा और जो प्रत्येक पद ऊर्ध्वाधरस्थ ओर तियेक्रुथ एक 
एक ध्रुव के वश से होंगे वे भी दोनों स्थितिओं में एक ही 
रहेगे | १८१ प्र० से पद्‌ के चिन्ह ज्ञान के लिये प्रथम स्थिति 
में प्रधान करणुपंक्ति मे दिए हुए पद्‌ के अक्षरों को ले झाने के 
लिये जितनी बार पंक्तिश्नां हुदाई जायेगी उत संज्याओं का 


डतना ही योग होगा जितना कि दुसरो स्थिति में उर्ध्चाधर 
पंक्तिश्नों को इृटाने से येग हेगा--जैसे 


अर; के; जछ गए अ१, अश अब ओह 
अर किए जझठ पर। _ किए) पशठ भी३इक किए 
अ३) के३) जे॥; ग३। | [सी सर; लइ। सं६ 


अछ४५ क१ सच, गए गे? गए) पड गर 


यहां देनों स्थितिश्रो में प्रधान कणुपंक्तिश्नों में कम खे 
अछरो को ले आने से पंक्तिभो की दृदी इुई संस्याओं का येगग 


भर 


३६६ . समीकरण-मीमांखा 


३ है; इसलिये अ्र,फ,स हि इसका चिन्ह देनों में एक ही 
होगा-। 

१८४--किसी एक पंक्ति के प्रत्येक प्रवाह को 
यदि एक ही शुशक से शुण दें तो अब जो नया 
कनिष्ठफ़ल होगा वह उसी गुण शुणित प्रथम कनि- 
छफल के तुल्य होगा । 

क्योंकि प्रत्येक पद्‌ में उस पंक्ति के अब गुण गुणित घुषाड़ 

होंगे। इसलिये अब प्रत्येक पद्‌ के योग वियोग से जो नया 
कनिष्ठफत्न-होगा वह पहिल्े कनिष्ठफल्न से गुण शुणित होगा । 

अनुमान--( १) किसी पंक्ति के भुवाकू एक 
गुण से शुशित यथा क्रम दूरी पंक्ति के ध्रवाह्ु 





हों तो कांनछफल शून्य के तुल्य होगा। 
क्योंकि 
मञ्अ/, अ९, जज अ(, अ, स 
मेअ, , अ२, सर (+म अर, अ२, सं (८5०, रै८७ ओर श८र२ 
मश्, , ४३, सं अ॥, ३) से ३ प्रक्रम से । 











अनुमान--( १) यदि किसी पंक्ति के शवाह़् के 
चिन्ह को उलट दें तो कमिष्ठफुला विपरीत चिन्ह 
का हो जायगा। 

फ्योकि १४८ प्रक्रत से 





मञ्न,, क., स; आर; के; ख 
मझर) कैसे जर | हम अर, फेर; सर 5 मनकफ 
मश्न ३, के ३, स्त३ कं, फि ३; ले३ 











कनिष्ठफक्ष शेद्छ 


इसमें यदि म>-१ तो प्रथम रेलाहयान्तगंत प्रथम 
ऊर्ष्वाचर पंक्ति के ध्वाड्ों का चिन्ह परिवत्तत हो आयगा झोर 
धह म-कफ इसके अर्थात्‌ --रफ इसके तुल्य होगा। 
उद्दाहरण--( १) सिद्ध करो कि 
२ २ है | 
४६ ६$ ७ ८ 
६ १० ११ १३ 
१५ १८ ३११ २४ | 


जहां अन्तिम वियंक पंक्ति के ऋूषाड़ों मे यदि $ का साग॑ 
दो तो दूसरी नियंक् पंक्ति के क्रवाडु हो जाते है इसलिये १४७ 
प्रक्रम के ९ अनुमान से कनिए फल शून्य होगा। 





घ्ट्० 

















(२) सिद्ध करो कि 
कस अ्र श्र १्अरे अर 
खथ्च क की [5 | १ करो क॒ते 
झिक ख खरे | [१ खरे खरे 
(३) सिद्ध करो कि 
६8 एि ३ ६ 
३ १५ ७ है ३।३ ४५ ७ 
४ र७रे 3४ ६ २ 
(४ ) सिद्ध करो कि 
।अकख श्र अरे | क्र अ अरे 
अकस करे करे सञ्म क करे 
अकसर खरे खरे अछ खरे ख़रे | 
५ ) सिद्ध करो कि 
२ + ७ १५३१ ७ 
>-ऐ४ +>रे ८5८८5२।६४९ऐ मे ४ 
६ झशे _६ | हे भें 8 











इ्द्ट८ समीकरणु-मीर्माला 


(६) खिद्ध करो कि 























थ्रफक ख १ १ १ र्‌ 
श्र के स्व £/---. | भ्रकख कखआ खंग्रक 
क्र को पा। अफेय  आादाख का दश्य दर श्रक 
(७) सिद्ध करो | 
४ २४१९० २० २० २० २०।|१ १ १४१ 
११६ +; > ४ ३१० २४ ६६४५ ९० ३२४ ६ 
७ म३े० ४ | ५६१०-४२] ३४ २० ० १०।७ ६ ०० 
० २५ ए ० २० ३२०७ १६| ०0 ४ ४५४ 
(८) सिद्ध करो कि 
श्‌ 
झ्र्क व्ू( क-सख) (ख-शअर) (अ-क) 
श्र" को खरे 








इसमे यदि क के स्थान भे ख्र का 


उन्थापन दो तो दो 


पंक्तियों के श्रक्षर समान होने से क फ 5 ०; इसलिये क फ, 
कप इससे निःशेष होगा। इसरो युक्ति से कफ, ख-अ, 
झोर श्र-क इनसे भी निःशेष होगा । इसलिये तीनो के घात 
के किखी स्थिर संख्या से गुण देने से कफ होगा। परस्तु 
दोनों फल में ध्रुव शक्ति ३ है; इसलिये वह स्थिर संख्या 
कनिष्ठफल के प्रत्येक पद्‌ में हेगा। परन्तु कमिप्ठफ्त्न का 
प्रधान पद्‌ क स* है जिसमें स्थिर शुसुक+ ९ है। इसतिये 


ऊपर का सरुप समीकरण सत्य छुआ । 


(&) ऊपर को युक्ति से सिद्ध करो कि 


श्र 


श्र को खरे गए > (अ-क) 
घ्य्र्रै क्र खत गे 


ञझ्रफ न गा ८«(क-ख) (अ-ग) सु अर) (क-ग) 
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कस [6० किक 8 ही, चुप न्न्ज 

१८४--किसी कनिष्ठ फल भें थद्‌ जिलना ऊष्चो- 
घर पंक्ति निकाल जी जाथ और उत्तना ही दियंक 
पंक्ति निकाल ली जाव तो अवशिष्ठ पंक्तिओं के 
घथाकूम भवाड्ों से जो अब नया कनिष्ठपुल होगा 
उसे लघु कमिछठ्ठफल कहते हैं । 

यदि एक ऊर्ष्वांधघर और एऋ ही तियक्‌ पंक्ति निकालो गई 
हो ते अवशिष्ट पंक्तिश्नों से बने लघु कनिष्ठफल को पहिला 
लघु कनिष्ठफत् कहते है। यदि दो ऊर्ध्वाधर और दो ही तियक 
पंक्तिआं के निकाल कर भ्रवशिष्ट पक्तिश्रों से लघु कनिष्ठ फत्ष 
बना हो ते। इसे दूसरा लघु कतिष्ठफल ऋहते हैं। इसी प्रकार 
आगे भी जानना चाहिए । 

निकाली हुई पंक्तिओं में जे उमयनिष्ठ ध्रुवा हैं उनसे सी 
पक कनिए फुल उत्पन्न होगा। अवशिष्ट पक्तिओं के ध्वाड़ों से 
जो लघु कनिष्ठ फल होता है वह निकाली हुई पंक्तिआं फ्रे डभय- 
निष्ठ ध्वाह्लेरव कनिष्ठफल का पूरक कटद्दाता है। यदि प्रधान 
भव अ, सस्बन्धे पूरक दो तो इले प्रध्रात प्रथम लघु कहते 
है। श्रोर इसका जो प्रधान प्रथम लघु होगा उसे झ्ादि 
कनिष्ठफत का प्रधान छ्वितीय लघु फहेंगे। 


एक एक ऊर्ध्वाधर ओर ठियक पंक्ति के निकालने से 
जो लघु कनिष्ठफ़ल बनता है उले कफ, इस संक्षेत से प्रकाश 
करते हूँ । दो दो पक्तिश्नों के निकादने से को कप कनिष्ठफल 


होता है उसे कफण,क ईस संकेत से प्रकाश करते हैं| इसे 
प्रकार आगे सी जञावना चाहिए। 


श्ड 


३४० समीकरण॒-मी मांसा 


इसी प्रकार कफ, इससे प्रधान प्रथत छछु कनिष्ठफल को 
श्रौर कफद,,क, ईससे प्रधान छ्वितीय लघु कनिष्ठफल को 
प्रकाश करते है । 
संक्तेप से, किसी कनिप्ठफल्न को प्रधानपद्‌ लेकर 
यौ+ऊभकरख॥३ ० व्यू इल संकेत से प्रकाश करते हैं । 


यह संकेत दिखलाता है कि अड्डपाश से १,९,३०-० न 
इनके जितने भेद हो उन्हे अ,क,ख, *- “व इनके आगे रख कर 
खब के गुणनफल्न से जितने पद्‌ बनते हो डनके १४०वें प्रक्रम 
से जो चिन्द्र हों उनके सद्दित सर्भा के योग वियेग से जा 
संख्या हो वद्दी इस संकेत से समझो | 

शद्ध६--पिछले प्रक्रमों से सिद्ध है कि कनिष्ठफत फे 
प्रत्येक पद्‌ में ऊर्ध्वाधरस्थ और तिर्यक्स्थ प्रत्येक भरुवाडु एक 
ही बेर आते है। इसलिये 

कफन्ओ , आ | 4 अ,आ ३ +॑- अआ। +- *९* ९००० 
कफनण्क | का | +ं फेक, नै के (का | ++ १९९ *** *** 
था, कफफजश्र आरा; +फशका, न ख खा, + २० *०*००*- 
कफन्अआर आए न फे २का २ न सेखा, नैंड ००००००००«० 

यदि श्र(, क १, ख;, ग;,- चार अत्तरों की पंक्ति भे पूर्व 
रीति से कनिष्ठफल के बनाओ ओर अ्र', भ्रस, ४३ और श्र, 
के गुगकों को अलग कर उनसे नये कनिष्ठफत्ञों को बनाओ 
तो ऊपर दिए हुए अरभा, कश्र,आ, + भ्र/आ३ +- ******" इस 
कऋनिष्ठफतमे 
क, सर गर 
के स॥ ग३ 
क, स, गई 


क, ख, गए 
आ३८| के, ख्७ ग, 
के ख गए 


कर. ख ग 
क॥ स३ गई 
के सत ग 


झा८ आर 




















कनिष्ठ फल रे७ १ 
ये झाते हैं | 


और झा, ० कि: ख ग; 
क॥ ख्३ ग३ 


क३ लए ग३ 








ऊपर स्पष्ठ है क्रिक फल झ, आ+अन्‍आ३ + अइआ३ +- 

+अतआ, यहाँ ऊपर ही की युक्ति से स्पष्ट है कि श्रा,, 

झा, आन ये न-१ श्रक्तर सम्बन्धि पक्तिओं का कनिष्ठफत 

होगा | इसलिये १, २, ३, * “न इसके भेद में यदि १ के 

प्रधान स्थान मे सबंदा स्थिर रख तो जितने सेद में १ प्रथम 

गे रहेगा उनकी संख्या अकपाश से (न- १) | इतनी होगी 
शोर 


अर आरन्‍्भ यो हद करा कस; 0४००७ ००००७ व्यू इस लिये 
कर लर दर 
क्.ख *०*९*टें 
आव्पो-:क ३ ख ३ बव्यल के हे हर ७३७ ००० ७०० हु 
४ कन्न सतत द्त् 


और यह कतिष्ठफल १०४वे प्रक्रम से श्र, भ्रव सम्बन्धी 
प्रधान प्रथम लघ होगा जो कि कफशञ्न, इसके तुल्य है। इस- 
लिये झ्रा कफ, | 

आ, के जानने के लिये जिस तिरयक्‌ पंक्ति में प्र, है उसके 
एक बेर ऊपर हटाकर रखने से भ्र, के स्थान में श्र: हो जा- 
यगा | और कनिष्ठफल का चिन्ह भी बदल्ज्ञायगा | ( १८४२ 
प्रक्रम देखो ) इसलिये ऊपर ही की युक्ति से आ२८-# फटश्न, ५ 
यहां कफञ्न, से यह समझना चाहिए कि ५, के स्थान में 
पंक्ति के हटाने से अ, के आ जाने पर श्र, भुवसम्वन्धी प्रधान 
लघु कनिष्ठफल है| इसी प्रकार भ, की पंक्ति दो बेर हटाने 


ऊँ 


३७२ सप्तीकरण-मी प्रांचा 


से श्र, के स्थान पर भर; पहुँचेगा। इसलिये ऊपर ही की मुक्ति 
ओर सड्डेत से झआइ-कफञ, ! इस प्रकार विषम में ऋण, सम में 
धन होने से 
कफन्तर, कफ, “अश्केफश न्‍ ना कफ. श्र कफ, । 

इस प्रकार कनिष्ठफल का किली ऊर्ष्यांधर या तियेक्‌ 
पंक्तिस्थ श्षवाड्ञो के रूप में प्रकाश कर सकते है। जैसे 

कफ्थर कफड्न, “के? कफक्ष, +ख कद, 
किसी हधुकनिष्ठक्ल (जो कि किसी भव के गशुणता है) 
का चिन्ह जानता हो तो समझ लेना चाहिए कि कितने बार 
तियेक्‌ पंक्ति और फिर कितने धार ऊर्ध्वाधर पक्ति के दृयने से 
अभीष्ट भ्रवाडु प्रधान अ, के स्थानपर पहुँचता है । उन इटे हुए 
स्थानों का येग विषम हो तो उस लघु कनिष्ठ के ऋण भौर > 
सम हो तो धन समभना चाहिए । जैसे 

ऊ भ्र.कश्स_ग/घ, ४५ इसका मान चतुर्थ ऊर्ध्वाधर पंक्ति 

के रुप भें अर्थात्‌ 

कफ नूग/गा। +गश्गा,ग + ३ गाइ + ***'ऐला जो होगा 
उसमें ग, गा; >ग३ फफा, इसका क्या चिन्ह होगा यह जानना 
ही तो यहां दो बेर तियक्‌ पंक्ति को ऊपर ले जाने से फिर तीन , 
बेर ऊर्ध्वाधर पंक्ति को बाई ओर दृथाने से तब ग| प्रधानशान 
अर, पर पहुँचेगा।| इसलिये दोनों दृटे हुए स्थानों बा योग 
५ विषम होने से सिद्ध हुआ कि यश कफ , यह आऋणु चिन्ह 
का होगा | 


चिन्द्र जानने के किये ऊपर दी की युक्ति से नीचे की किया 
उत्पन्न होती है। भर, से ऊपर की तियंक्‌ पंक्ति में मिनी करो 


रच 


फनिष्ठफल झशे७३ 


* कि कितनी संख्य पर वह ऊर्घ्वाधर पंक्ति श्राती है जिसमें कि 
अपना उह््ष्टि धुवाड है फिर वहां से उसी संख्या के भागे से 
उस ऊर्घ्वाध्र पंक्ति में नीचे क्री शोर उद्ए धशुवाड़ के शिर 
पर जो घुवाडु है वहां तक गित्ती करो क्षि कौन संख्या है 
सदि विषम हो तो श्रसीश् लघु कनिष्ठफल ऋण और सम हो 
तो धन समझता चाहिए। जैसे ऊपर के उदाहरण में श्र, से 
गिनती करने में ज्ञिस ऊर्ध्वाचर पड़ि में ग; है वहां तक 
अ,फ/+म२,ग, यार सं ध्या हुई' फिर सार के आगे श्रभीष्ट 
भ्वाडू के शिर पर के ध्र॒त्राह्ु ग, तक गिनती पांच हुई अर्थात्‌ 
अ,कख३३ग३,ग३ ये पांच हुए; इसलिये संख्या विषम 
होने से उद्दिष्ठ लघु कनिष्टफल ऋण इुआ। 





उदाहरण 
(१) सिद्ध करो कि 
अक ऊ, पे सर | [कस हर ६ 
अर फैए ले, [लआ, [फ३ सेई >र क, प [भर कर स्त२ 
अ| क३ स 





न अक,ख> ब्अकर्ख, 
(१७३ प्रक्रम का (२) समीकरण देखों) 
(९५) दिजलाओों कि 
आह के 
॥ 5 क्यो | दे | +)द ्‌ । 


हकण | फख|  |फलख कफ 
फस ; ड 





अरजदा ज-+२फग इ-भ्र फ - क गरे -- ख टूर 


३७४ समीकरणु-मीर्मासा 


(३) चतुर्थ पंक्ति में जो ध्रवाडु हैं उनके वश से चार चार 
अक्षर फे बश से जो कनिष्टफल हो उसे सिद्ध करो कि 












































कश ख ग; अ खए गए अर के गए 
कफ -आ॥ | फेर खेर गे३ [पक अर सर ग३ |“ लें॥ |, फेर गर 
क३ ख गई आ३ सं ग३ भर, क३ ग| 
अर; के से 
कगे। | अर फें: सें२ 
आ॥ फे॥ सें३ [ 
(४) लिद्ध करो कि 
४२३४५ -- ६४ रे 
८७२ ४8 
६४६ 








८ ४(६३-८)-८ (२७ -० २०) + ६ (६- ३५) 
न४ 2 ५५०८१ ७-६१ २६८२२०- ५६-७४ 
४2२२० -- २१० 


मन ७ ३१० | 


(५) दीचे लिखे हुए कनिष्ठफल का मान बताओ | 


द्द ७ २ २० 
। १ है| ७ 
१७० ७ २१२ 9 


दर १ ७ ६ 


इसे तीसरी पंक्ति के वश से फैलाने भ॑ झुभीता पड़ेगा 
क्योंकि उसमे दो शून्य शुवाडु हैं; इसलिये 
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छ २३६९० | 
१ ४ ७ 
१० ६४५६ 
इत दोनों कनिष्ठफल के फैलाने से कक ८ ४३७६ | 


६। फ़ैज्ा कर दिखलाशो कि ह 


ह 


| ७० 
कफ ८ १० #रेरे|[रे ९ 
|८ 





9 
छ 
६ 








७ खस्तकरों 
ख ० अपर श्मप्गर कचरे ख फरो-रछ८छखपघफ 
कशभ्नण्फ “र२खश्न फघनरञअकगप 
गषध फ ० 

(७) सिद्ध करो कि 


१ श्र क्ःख 
>अ १५ खत “कॉल ध्ह+अर +को करे + अरे + 
+>क “खा १५ $#| करि + तल 4 (अश्र + कक +खख) 
न्ख का नभ्रा ३ 
म। फैज्ञाकर दिखाओं कि 
>ञ क ख ग 
कून्ञ् गश॑ ख 
ख ग़नश्र कक 
ग ख कन- अर 
नलश्र कर + खरे | गौ ० २क खे - रखे झोे - २चथप करते 
“रेग्गगर - शक गो -- रख गो -८ ग्रकखग 


& । फैजा कर दिखलाओ और सदझप समीकरण को भी 
सिद्ध करो कि 

०दै रेर »यथरतल्र 

यु र९ +ल"्-> सरल १० लगे २ य०लर 

“र्योेलर -रयोरर ८ | १लर ० यर|रलणय 

हरे यु ०9 परल ० 


३७६ समीकरण-मी मांसा 


पहिले की ऊपर वात्नी तियक्‌ पंक्ति के भ्रवों के यरक से 
गुण दो औररों के क्रम से य,रल, से गुण दो। फिर दूसरी. 
तीसरी और चोथी ऊर्ध्वाधर पंक्तिश्रौ के ध्रवां को क्रम से रल 
यल, और यर से अपवत्तन दे दो तो दूसरा रुप बन जायगां | 


१० | सिद्ध करे कि 





। अह गर 
_ह के फू मे (कल -फर)रर +सब्य-गर मरे +(अक- हसन 
'गफ खनन + ३(गह -- अफ)मन + २(हफ -- कग) रन 
[रमन ० न २(फग खहो सम 
१८७--यदि' 
जा श्र, क, स 
। कक (प्र: क२), | अए फे३ खेर (5( श्र, कर स॥ ) 
हे अ३ फे॥ ज॥३ 








इत्यादि कहपना करो तो लाप्लेस (,20]408 ) ने किसी 
कनिए फल के लघु कनिष्ठ फत्नां के घातों के योग रूप भें ले 
आने के लिये साधारण युक्ति दिखल्लाई है जिसके अन्तर्गत 
ऊपर के प्रक्रम की युक्ति है । 


कहपना करो कि किसी करिष्ठफ़ल में ऊर्ध्वाधर दो 
पंक्तिआ्नों (अ, क,) के भ्रवांकों के वश किली दो तियक्‌ पड़िशों 
के चश से जे कनिष्ठफत्ञ उत्पन्न होता है बह (अपकब) यद है 
ओर इसफा पूरक कफ लेशुकनिष्ठफल और इसका पूरक 
(अद्व) है तो पहिला कनिष्ठफल ८ यौ + (अप्कब) कफ 
यह दोगा | क्योंकि कनिष्ठफल के प्रत्येक पद मे एक धर 9५, 
ऊर्ध्याधर और एक भव कफ, ऊर्ध्वाधर पंक्ति का रहेगा । मान 
लो कि एक पद्‌ में श्ररू८ गरुणक दे तो एक दूसरा पद्‌ अवश्य 


कनिष्टफल इज 


प और ब के बदलने से ऐसा होगा जिसका शुणक धन्‍कल होगा । 
इसलिये कनिष्ठफ़ल को यो (अज़ब) आए इस रूप में फैला 
सकते है, जहां आप,, यदद उन सब पदों का योग है हो कि स,ग,घ 
इत्यादि के आगे न- २ संड्याओं से जो श्रदुराश से भेद होगे 
थे लगे रहेगे। + कफ ईलका चिन्ह १८० प्रक्तर से विद्ित 
हो जायगा। इसी प्रकार तीन, चार इत्यादि ऊध्योधर पंक्तिओ 
के धवाडो के वश किसी तीन, जार इत्यादि तियक पंक्तिश्ों के 
वश से जो कनिष्ठफल होगे इनके और उनके पूरक लछु कनि- 
एफलो के शुणनलों के योग रूप में किसी कनिष्ठ फत्न के 
प्रकाश कर सकते है। जैसे 

हद्ाहरण--( १) (अशकश्ख३7५) इसका मात पहिली दो 
ऊर्ध्याचर पक्ति के वश जो लघु कविष्ठफत बनेंगे उनके रूप में 
लाओ | यहां ऊपर की युक्ति से 


कफर(अ(क२)(सग,)-(अ,क३) (जरद५)+ (भर, ) (लग) 
हु (अ कई) (ख् यश) “-(अरक,) (्ख़ ग३) नी (अइक ) (ख् गर) 
चिन्ह जानने के लिये दो तियह पंकिश्णे के! चला कर कम 

से पहिती और दूसरी तियक पंक्ति पर पहुँ चाझे और हटाए 
स्थान का घोग विषम हो तो ऋण और सम हो तो धन समझो । 
जैसे (अ, 5३) में थ, बिना हटाए पहिली पंक्ति में है और क 
एक स्थान हटाने से दूसरों तिर्यक्‌ पक्ति पर पहुँचती है; इस- 
लिये थानों का योग १ विषम्त होने से वह पद ऋण 
हुआ | इसो प्रकार (अ,क३) (ख़ग,) इस पद में अर, का और 
अ३ के एक एक बेर हटाने से ये क्रम से पहित्गी और दसरी 
पंक्ति पर पहुँचते है; इसलिये ह॒दे स्थानों का योग २ सम होने 
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से पद घन हुआ। और (अ,क,) (ख्ग५) इसमें श्र, को एक 
बेर और क& को दो बेर हटाने से क्रम से ये पद्विली शरर दूसरी 
पंक्ति पर पहुँचते हैं; इसलिये हृटे स्थानों का येग ३ विषम 
होने से पद ऋण हुआ | इस प्रकार सत्र चिन्ह फा शान 


कर लेना चाहिए | 


२॥।( अकशखग३घ५ ) 


७09 0 
0 09 


न(अ(क३) (खग७घ,)- (अ,क॥) (सर्ग७घ,,) 
न (अ,क३) (खश्ग३४५)-(अ/क,) (खर्ग३घ,) 
+ (अश्क३) (सरग७घ,) -(अशक,) (खग३घ,) 
+(शआशक,) (ख (ग३घ,) + (अ३क ३) (ख/गरघ,,) 
-(अभ्र,) (खगशघ३)+(अक,) (ख (ग२घ३) 


३। सिद्ध करो कि 


अर, कफ, ख, ग 
श्र, क२ स३ ग२ 
श्र के॥ सह गए 


० आओ, 
(५ प््प्रा ] 
09 ञ्रा । 


घ,्‌ 
घर 
घ 
का; 


ड 

ड३ | अरे: स, 
ड॥ |__ आए फे३ सर 
खा;। झि३ फ३ से 


आए; का खा; 
आए, फा३ सा 
आह फा, खा। 














का२ खाए 
का॥ खा 


पहिली ऊर्ध्वाधर तीन पंक्तिश्रों को लेकर यदि लापग्नेस 
(.90|2८०) की युक्ति से कनिष्ठफल्न का रूप फेल्लाश्रों तो स्पष्ट 
है कि जिस पद का गुणक (अ,क २७) यद है उसे छोड सब 
पद शून्य होंगे। ओर (अ,क२ख) इसका गुणक (आ,कार खा, ) 
यही होगा | इस प्रकार साधारण से जहां पंक्ति में श्म अ्रत्चर 
हो और म अत्तरों के शल्य हो जांने से म* फोष्ठ भें शूल्य दो तो 


कनिष्ठफल इे७& 
म श्रक्तर की पंक्ति से जो दो कनिष्ठफल्न दंगे उनके गुणनफल 


के तुल्य पहिला कनिष्ठफत्न होगा। 
४। सिद्ध करो कि 
झ आगे -- क का +ख खारे 4 १फ का २+ रेग २ आ+ रह आ का 
झ ह गर र।| जहां 
ह क फमम' आततमन -मन, 
न्‍त्रग फू खनन न का न्‍ननर- नर, 
र्॒म न ० ० खान-रम/-रम। 
| मा ना ० ७० 


१ । जहाँ प्रत्येक पंक्ति मे न अक्तर हैं वहाँ पहिली त ऊर्ध्वा- 
धर पंक्तिओआं के घुवाड़ो के वश त,त॒तियंक्‌ पक्तिश्नों के कनिष्ठ- 
फलों के रुप में मुख्य कनिष्ठफल्न बनाया जायगा उसमे कितने 
पद होंगे | 

न भ्ने से त,त लेकर लघु कनिष्ठफ़ल बनाने से उनकी संख्या 
न(न- १) (न-- २) *- (न-त+ १) 
त्त!ा 
प्ठफत्र में पदों को संज्या त| होगी, इसलिये इनमे सब पद 
नून _न- १) (न-२)० “(ज-त+ १) और प्रत्येक के पूरक 
लघु कनिष्ठफत्ञ में पद खख्या - -(न-त)| इससे ऊपर की 
खब पद की संख्या का शुण देने से 
मुख्य कनिष्ठफल में पदों की संख्या 


सन(न- १) (न २) *“ (न-त+ १) (नव) १ 
सन | 


यही न भ्रक्तरों की पंक्ति से भी सिद्ध हो जाता है। 


इन प्रत्यक लघु कनि- 
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(दद--प्रधान भुत्राओं के रूप में कनिष्ठफल के ले आने 
के लिये चार अक्षर की पक्ति के कनिष्ठफलत्न को अर्थात्‌ 


थ्राक( खुश ग, 
अ३ फा छ, ग, 
आइ के ३ मो ग 
आर, के खा गा 


कफ हड 


इसे, जहां अर, क, खह, ग/ इनके स्थान में आा, का, खा, गा 
, आ, का, खा और इसके परस्पर दो दो इत्यादि के घात के 
रुप में छे भावना हो तो ऊपर के प्रक्रमों को युक्ति से 


कफ्न्कफ , +यो र आ+योरआ का+ आ का खा गा। 


जहां जितने पदों में प्रधान भव नहीं हैं उनके योग के 
स्थान में कफ, है ओर जितने पदों में एक एक प्रधान अष 
हैं उनके योग के स्थान में यौर भा, जितने पदों में दो दो प्रधान 
हैं उनके योग के शान में यौ र श्राका है। तीन तीन प्रधान 
भ्रव नहीं श्रा सकते क्योंकि जहां अ,क रस, होगा वहां चौथा 
ग, भी रहेगा; इसलिये एक स्थान में केवल प्रधान भ्रदा के 
घात रहेंगे जो कि अन्त पद में झाकासागा है। अब कफ 
इसका और र,र इत्यादि गुणक के जानने के जिये पहिले मान 
लो कि भ्रा, का, खा, गा चारों शूल्य के तुल्य हैं तो 
9 का, सत्‌ गे रु 
शा 9 खर्‌ ग३ 
हि. । इ कक १ ग्‌ 
ञ का, से, ० 


क्योंकि इसमें प्रधात धुत के कोई पद ने रहेगे। 


कफ, ८ 


कनिष्ठ फल ब्द्व१ 


[५ 


फिर आ के गशुणक र के लिये का, सा, गा तीमे 


के शून्य 
मानों तो लघु कनिष्ठफल की युक्ति से गुणक 








9 खं २ गे. 
क्र ० यह दागा। # 
र्फेए ऐप] हा 


हली प्रकार वा का शुणक श्रा, खा, गा के शूल्य मानने से 
ज्ांत होगा और इसी प्रकार सना और गा के भी गुणक आ जा- 
यँंगे। २ के लिये खा और या को शुल्य मानों तो आका का 


सुणक र' 
6 ग 
ख ० 


इसी प्रकार था स्रा, इत्यादि गुणक भी आञा जायेंगे | तब 

















९ के? ले ग, 
कफ अर 9 ख़्‌ गर 
अ॥३ क३ ० गई 
अ, के, सं ० 
० सर गर३ | ० ख, गऋ ० कह ग; 
डर अं ले ० औआ पी ० 
के? खा 
कंगा।अर ० स, 
आई कु 0 
० ख३ 


०0७ गा ७० गे 
" आाका १. आख रे 
६ ने प्‌ कक 








न आागा | 





रे 


नकाप़ा । | ककागा | | स्रा गा [+ आकाखागा 


जी समीकरण-सीमांसाः 


जिस कनिप्ठफल में प्रधान भ्रव शुन्य होते है. उस कनि 
च्फल को अ्रप्धान ध्रवक वा निरक्ष कहते है। हस प्रकार 
से यहां जितने रा, का, “*“इत्यादि के गुणक है सब निरक्ष 
कनिष्ठफल हैं। 

१८६--यदि कनिष्ठफल का रूप एक तियेक और एक 
ऊर्ध्वांधर पंक्तिस्थ प्रवों में दा दो लेकर उनके गुणन के रूप 
में फैलाना है| वो केवल प्रथम ऊर्ध्वाधर श्र प्रथम तियक्‌ 
पंक्ति के वश से क्रिया दिखला देने से सवत्न काम चल 
जायगा क्योंकि किसी ऊर्ध्चाधर और किसी तियेक्‌ पंक्ति को 
हटा कर प्रथम ऊर्ध्ाधर और प्रथम तियंक पंक्ति के स्थान 
में ल्ञा सकते हो | 

छुभीते के लिये कनिष्ठफल के रुप में प्रथम ऊर्ध्याधर और 
प्रथम तियकपक्तिस्थ धुर्थों को दूसरे प्रकार के भ्रक्षरों में 
लिखने से 


झअ, अ के खस्र॒ «** 
अ' अर, क, ख 
का! अ, क, ख, ** 
ख/ आ॥ के स॥ ** 


ऐसा हुआ | इसे कफ” कहो ओर श्र, सम्बन्धि प्रधान 
प्रथम लघु कनिष्ठफल्न को कफ कहो ता कफ' फेल्ाने से जितने 
पदों में श्र, गुणक होगा वे क्र, क फ इसके अन्तगंत हैं। अब 
जितने पदों में प्रथम ऊर्ध्वाधर और तियंक्‌ पंक्ति के एक एक 
भ्र्वों के गुणनफल गुणऊ होगे उनके गुण्यों के जानने के लिये 
मान लो कि भर ४' गुणक का गुएय जानना है । १८६ प्रक्तम से 
कल्पना करो कि कफ को फेल्लाने से 


कनिष्ठफल शे८३ 


अर); कक न सख़, 8००३० अर, को, ०२०१० छे झुणुक 
आए, का,, सा (६-० “का, जा२, ०" है। तो स्पष्ट 
है कि कफ' के विस्तृत झुप भे अअ शुणुक का जो शुगय होगा 
चह्दी कफ के विस्तृत रूप में भ्र,अ्र, का शुरुष विपरीत चिन्ह 
का होगा। इसी प्रकार भ्रक शुणक का शुरय, अ५क, शुरुक 
विपरीत चिन्ह गुणय -का, दोगा। इसी प्रकार आगे भी 
जानना चाहिए । इस पर से यह सहज युक्ति उत्पन्न हे।ती है 
कि प्रधान घव भ्र, और जिन दो ध्वां के गुणवफछ का गुणक 
जानना हो उन दोनों को लेने से देखो कि चौथा ध्रुव कोन है 
जिसके लेने से चतुर्भुज पूरा हे जाता है तो इसी चौथे भव का 
जो गुणक आ , का पा, « में से हो डसी का विपरीत चिन्ह 
करने से उन दोनों के गुणनफल का गुणक हेगा। जैंसे सका 
गुणक के जानना है तो भ्र,, स, क' इन्हें चतु्संज्ञ के तीन 
कोनें पर मानने से सर को लेने से चतुर्सुज्ञ पूरा हे। जाता है 
इसलिये स. के गुणक को विपरीत चिन्ह का करने से -सा२ 
यह खक/ का शुणक होगा । इस प्रकार 
कफ/ज्श्च,कफ -*श्रा | अश्र॑ - का कञ्च' “खा सश्र -- *»-***** 
>-आरअक -का कक - खा , खक «« ०५०९९ ५०५ »** 


“-आअख/-का इक - खा, जख-- २०९ *०* ०५९ *» 
इत्यादि-- 
१६०--कनिष्ठफलों का सझुलन। 


किसी पंक्ति के प्रत्येक भ्रवक् यदि दो खंख्याओं के योग 
रूप में पृथक्‌ पृथक किए जाये तो पहिला कनिष्ठफत्न दो श्रन्य 
कनिष्ठ फ्लो के येग रूप में हा लकता है। 


इ३८७ खप्तीकरण गीमांसा 


कल्पना करो कि पदिली ऊध्वाधर पंक्ति के ध्रुव 
अर +- आन, अ, के आर, अ॥ के आे३ न हे 
इस रूप के है तो १६६ प्र० से 
कफ (भ्र, + अर २)आ३ +(अ२+ २) आई 
+(अ + अ ६) शा, न २९० «०९ ९ 
मे श्रशआ,; + अश्आए के अ३आ३ +- **०*००*** 
केश आ, + अं आर + अं इआ न ** ९ 
वा 
श्र के ख.... [भफ ख.... श्र; कक? ख... 
भ्रस्‍+ और केर सर... | अर फेश ख२....ध | | २ केर से२ ५० 
अ३ कह के३ ख३ ०० | आह फे३ ले२००- | भि३ फेह से ३० 


इस पर से ऊपर का सिद्धान्त सिद्ध होता है। 


यदि दूसरी ऊर्ध्चांधर पंक्ति में भी दो संख्याओं फेयोग 
हो तो ऊपर द्वी की युक्ति से पहिले प्रथम ऊर्ध्ाधर पंक्ति के 
बश दो कनिष्ठ फल के येग रूप मे वास्तव कनिष्ठफल् के ले 
शआश्रो फिर दूसरी ऊर्ध्वाधर पंक्ति के वश से प्रत्येक कनिष्ठ- 
फल के योग रुप में ले आओ । इल प्रकार, घास्‍्तव कतिए्ठ- 
फल चार कनिष्ठफ़ल्नों के येग रूप में श्रावेगा। 

जैसे 
भ्रकश३ के +क: स, 
अनभ्रर फैन का स३ 
आह पी अं कइ नौका ३ सं 


यह १प्ज्व प्रक्रम के सकेत से 








कनिष्ठफञ रेघ्फ 


(झअ,क,स )+ (अर ,क,ख) +(अ,क >स,) +(अपक रू, ) 
इसके तुल्य होगा । 





इस; मकार 
अ(-अ (क्र, कर सू | (अं के खत 
अर + आए नाथ ३ के, ख [८5 अर फ ल२ - 
आअ/+ आर ६ + अर ५ के ३ अह फे१ ल॥ 
ह: 5 
अ, कर सह झा हक ख, 
“श्र, के सं +| अ २ कर सर 
(4५ 
् कई लक | के ३ के जें६ 





यदि प्रथम ऊर्ध्वाधर पंक्ति मे म रूण्ड, दूसरे में न खण्ड, 
तीसरे में प जणड दो तो ऋतिपष्ठफल म रप-तुल्य अन्य कनिष्ठ- 
फल्नों के येग रूप में होगा | 


यदि तियंक पंकि में शवों के कई खण्ड हाँ तो दिरयक 
पंक्तिश्नो के ऊध्वांधर और उर्ध्चाधर पंक्तिश्नों का वियंक 
पक्तिओ में रखकर ऊपर की युक्ति से कनिष्ठ के अन्य 
कतिष्ठफलो के येाग रुप में बना सकते हो । 


१६१--यदि एक पंक्षिस्थ ध्रवक कम से स्थिर 
संख्यां गुणित सजातीय पंक्िस्थ ध््ों के योप्य 
तुल्य हों तो कनिष्ठफल शूश्य के तुल्य होगा । 

जैसे 











मञ्न, +नक, अ, क अर ऋ३ फे, व आए के, 
मश्न/ +नक, अर३ फेए [हम अ३ अर फेए [+न- कर अर कर 
मरछ॥ +नक॥ अह क३ झअ॥ अं फंड के अ॥ के 








्प 


हिट समीकरण-भी माँसा 

यहां दहिने पक्ष के दोनों कनिष्ठफल रैम्श्व प्रक्रम से 
शल्य दोंगे। 

१६२--एक पंक्तिस्थ प्रवों भें कम से स्थिर 
संख्या गुणित सज़ातीय पंक्तिस्थ धवों को जोड़ 
कर उच्च पंक्ति के भव बनाए जाथ तो कनिष्ठफतल 











से भद नही पड़ता | 
क्योकि 
अ( फ. ख अकपक न॑नख, झ, सर 
अर; फे खह आअ॥ नमक न न ख के, स॥ 


इससे दृह्विना पक्ष तीप कनिष्ठफत्नों के योग सुल्य होगा, 
जिनमें पहिल्ा बाये पक्ष के लमाव और दो १६१ प्रक्रम ले शूर्य 
के तुल्य होगे । 

डउदाहरण--( १ ) खिद्ध करो कि। 
क-+ख भअ १ 
खन्‍भ्रक १ 
अनके ख १; 

छ्वितीय ऊध्योधर पभ्रवकों को एहिले ऊष्पाधए प्रवका भे 
जोड़ देने से फिर श्र+-क+-ल खमान शुणुक् निकाल लेने से 
पहिले ऊर्ध्वाधर और तीसरे ऊर्ध्याधर में एक ही प्रवक होगे 
इसलिये कनिष्ठफत शल्य होगा | 

(२) सिद्ध करो कि । 








१२ 
२ ३ ७ | इसका मान बताओ । 
रे ४ 





कनिष्ठ फल डर 


पहिले ऊर्ध्ाधर के एक गुणित भ्रवक दूसरे ऊर्ध्वाधर 
घवकों में और जिगणित तीखरे ऊर्ध्वाधर प्रवकों में घटा देने 
से 8ितीय और तृतीय ऊर्ध्याधर के भ्रवकू समान होते है ! 
इसलिये मान शूल्य दोण 


(३ ) सिद्ध करो कि 
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भ्प्प् समीक्षरणु मीमांसा 


(६) लिद्ध करा कि 
१ श २४ | 
[११५ ६ ७ ६] 
कक २2५ 8३१ ४ 
१३ ३ २ १६ | 


इस चोंतीसे यन्त्र में पहिल्ली ऊर्ध्वाधर पंक्ति प्रवर्को में 
और ऊर्ध्वाधर पंक्तिय ध्रवकों के जोड़ देने से 
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० यो>-रऐ--लरे “रर) | 


(यो -रो->लर)-हर ले 
२ (ये -२ “क्र + २एल) (ये - रो - लगे - २रल) 
ह+यिर--(२-ल)) यो - (२+ल)४) 
न (य-र२+ल) (य+र२- ल) (य--२- क) (य+२ +ल) 
८-य+र+ल) (य+ल-२र) (य+२-ल) (र२+ल-य) 
१० | सिद्ध करो कि - 


३६० समीकरण-मीभांसा 


(क+ख)े 
न श्र 
खि+ भरे 
प्र घ्द किक झड़ ६३ 
कक क बन कक २(अ+-क +- ख) 
रे 
गज के (अ+क) 
ख्र 
कमिष्ठफत्न के भ्रकस से गुण देने से 


(क+ख)' अ्ररे ञ्र्रे 
की (खकओ करे 
खरे खो (अ+कोे 

अन्तिम ऊरध्वांधर धुवरकों में घटा देने से 

(क+ख) --श्ररे ० ञ्र्रे 

(ख+अ) करे करें 
“(अ+क) रे छरे-(अ+#क)र (अ+कोर 
(अ+क+- ख)(क +ख- भर) ० 


(अ+-क + स)(स+अ-क) 
(अ+क + ख)(ख-अ-क) (अ+क +ख)(स-अ्र-क) 


अकसर कफ ४८ 








झकख - कफ ८ 

















अर | 
के 
(अनक)' | 
कर्न्ख-भ ० झ्रो 
न(भ्रल+क+ख) | ० खकभअ-क करे 
ख-अ-क ख्- भ्र-क (अ+क) 
केन-खर-श्र ० श्र 
स(भ्र+क+ख) | ० ब्र+भ्-क करे 
“>रेक “रे रभ्रक 








छफनिष्ठफल रह 


अ(कन+-खल-अ) ० श््रे 
ड्द (अ+क + से ० का[ख +अ- के) को 
डे “« रेञ्रक “रेअक. टेचक्न , 
_. ३ ऑअभकक) अर श्र 
03206: | को. क[ख+आ) करे 
शक । ० 9 रेझक | 
कर्न्ख अ श्र | 
सरअक्रभ+क+स) | के खत के । 
| । ० 4 | 
है 'ककनख अर 
ष् 3७303 8 के उप 


न श्थ्वकख (अ+क +-ख) ४ 
« अझफ ८ २(अ+ फ+ खत) | 
११। सिद्ध करो कि 


२३ ९२३ र९। 
ञ्रकःखनद् (क -ख) (ख -अ) (9४--क) (अ+क+ ख) 
श्र कहे खत | ! 


१५। खिद्ध करो कि 


कह. 78 8 कर । 
श्र कक ख री च ५ न 
ञ््रे डे स्वर गे थो | “(क-ख)(ध्र-घ)(छ - थे 
ख्र्रं कक्ष ख़्टं गण च्च्ँँ (क्र -घ) (अर कक) द न्>्०१क 





हा (ग--घ) (अ+क+ख+ग+घो) 

१३ | सिद्ध करो कि 
| अ्रक स्तर) 
कफ 5» | सख्त श्र के 
क््सख शभअक्र 


इसका मान बताओ | 





रे8२ समीकरण-मीमांला 


मान लो कि १ का घनसूत्ष घा,धारे,घा*,> १ ये हैं। 
दूसरी ऊर्ध्वाधर को घा से, तीसरी के पा से गुण कर पहिल्ली 


में ओ १८धा* से गुण्ित है जोड़ देगे से 


अपार +- कया + खघा के ख्र 
खधा। + अवा +- कघा 
कधा* +- खधा +- अपा 


अ+कघा +खघाएे 
घा(अ+कघा + खबा* ) 
था (अर +कघा + खघा* ) 
१्क 
घा श्र 
घा खर 


कफ ८ 








क 
ञ््र 


| व 


शअमबभध 








| 


८ (अ+-कघा + खधारे ) 


खेमे आअयअशमर 





श्केघ कंचा अकक+ख अ+क+सखस 


+(अ+- कथा + खथारे) चा श्र 
| घारे ख्र श्र 


० प्र+कक+ख शअ्र+कन+ख । 
श्र क्‌ । 


पथ (झन-कथा +- खघाे) 
घाऐं ख्र भर 





9 भें रे 
(अ+क+स)(अ+कधा+ खा) | घा अर क। 
छा खञ्| 
09 ०9 
४ थ+-क + ख)(थ्र + झघा + खघा * ) 
घारे 








४ (श्र+-क + ख) (अ+ कघा + खघा १) 





घार खन्‍अ 
पल (अ्र+-क + से) (अ+-कंघा + खघा*) (थ+ख़धा -- कथा?) । 


| 


कनिष्ठफल ३४8३ 


| अकफक खसख ग 

हा क श्र भस आ-+-कऊ+- छ-- गो क 

पूल बाग हा पक घ्द --+(अ +ज+ जन ग)(क +खस-ऊ 
|ग ख क अ --ग)(ख+४-क-घ) . 


(अ+क-ख-घ) 
श्८६ प्रक्ण का प्वाँ उदाहरण देखो उसमे -अन्‍ भभ। 
यहाँ प्रत्येक्ष गुणशक खण्ड निकल आबगे । जैले पहिले 

ऊर्ध्वाधर में दूसरे के जोड़ तीसरा ओर चौथा घटाओ तो 
अ+क-ख-घ यह गुणुक खण्ड आ जायगः। प्रथम ऊर्ध्वाधर 
में और तीनों को जोड़ देने से अ+कू+ख्+ग यह गुणक आ 
जायगा | इस प्रकार और भी दोनों गुणक झा जायेंगे। 


[पे कि 
१६३--कलिछ फलों का शुणन । 
यदि 
, अ के, ग। ' | आ; का; गा; । 
२ कर गए | इसका ओर | आ३ कार गाए | 
| ३ के३ ग३ । । आई का३ गा | 
पु २ 8 
इसका मान फेलाकर बीज्ञगणशित की साधारण रीति से 
झे 
गुणन करो ओर शुणवफल्नों के प्रत्येक पद को यथोचित क्रम 
कप 
से रकखों तो गुणनफत् 
अश्ा, +क का, +ंगगा, अशआ, +फक,काइ+गरगार 
अशभा, +कशका, +गरगा, अ,थार +करक्षा३ + गशगार 
अआ/ +के३का, क+ंग३औगा, अइआर३ न-ऊ वार कंगइगार 
अआई +क का +गरगा३ 
अरआई +कका॥ न ग्/गा ३ 
अजझा३ नै क का; + गइ गा | 


३६७४ समीकरणु-मीमांसा 
इसके तुल्य दोगा। 


इस पर से लिद्ध होता है कि गुए्य ओर शुणक ( जिनके 
प्रत्येक पंक्ति में भ्र्वों की संख्या एक ही दे ) के प्रत्येक पंक्ति मे 
जितने भुवक होगे उतने ही गुणनफल्न के प्रत्येक पंक्ति में भुचकक 
होगे। श्र शुएय गुणक के तुल्य स्थानीय प्रति तियक्‌ पंक्ति- 
थथ भरवों के गुणनफत्न के योग के सप्तान गुणन फल्न के तियंक्‌ 
पंकिस्थ भ्रवक होते हैं । अर्थात्‌ गुण्य के प्रथम तिर्यक्‌ पंक्तिस्थ 
पहले श्रत्र॒ श्र; से शुणक के प्रथम तियेक पंक्ति पहिले घव 
श्र; के, दूखरे शुव क; से दूसरे भुव का, को ओर तीलरे 
भ्र॒व ग, से तीसरे भव गा, के गुण कर जोड़ देने से गुणवफल 
की पहिली तियका पंक्ति में पहला भरुव होगा | शुरय के पहिली 
वियेक्‌ पंक्तिस्थ भ्रवां से गुणक के द्वितीय तिरयक्‌ पंक्तिय भ्रवां 
को क्रम से यथा स्थान गुण कर जोड़ लेने से शुणनफलन में 
पहिल्ली तियक्‌ पंक्ति का द्वितीय भव होगा ओर गुण्य के उन्हीं 
भ्रवों से गुणक के तृतीय तियक पंक्तिस्थ ध्रवों को क्रम से यथा 
स्थान गुण कर ओड़ लेने से गुणनफल में पहिल्री तियक्‌ 
पंक्ति का तीखरा ध्रुव दोगा | 


इसी प्रकार गुएय के छ्वितीय तियेक्‌ पंक्तिस्थ ध्॒वों से यथा 
स्थानक ग़ुणक के प्रति तियक्‌ पंक्तिस्थ भ्रवों को गुण कर जोड़ 
सेने से गुणनफल में द्वितीय तियंक्‌ पंक्तिस्थ क्रम से ध्रव 
होंगे । 


इसी प्रकार सुरय के ठृतीय तियक्‌ पंक्तिस्थ भ्रुवों से 
आुणनफल के तृतीय तियंक्‌ पंक्तिस्थ भु्रों को बना लेना 
चाहिए । 


कनिष्ठफल श्ह्वपू 


यह नियम दीन पध्रव छी पंक्ति में ऊपर के शुणनफल्न में 
प्रत्यक्ष देख पड़ता है परचन्त चाहे पंक्ति में जितने भ्रव हो सब 
5 लिये ऊपर का छिप्रम ऋूत्य हो जाता है | 
यहां गुणनफलन में प्रत्येक ऊष्यांधर पंक्तिस्थ भ्रव में तीन 
तोन खण्ड हैं। इसलिये शुश॒नफलन्न रूप कनिपफल को १४० वे 
प्रक्रम से २७ अन्यकनिष्ठ फ्लो के योग रूप मे का सकते हो । 
१८७ प्रक्रमम के ३ उदाहरण में सी दो कनिष्ठफलो के शुणवफल 
के तुल्य एक कनिष्ठफत आया है। उदाहरण-- 
(१) सिद्ध करो कि 
अ+ उक ख-- उग आ -उक्र। ख- हग 
“ख+डग अर >वक्क ख +उग| श्र/कड्का | 
> गा-उखा का>ज्आ 
हे -फका-उआ गा[+ उखा | 


जहाँ ३5५ “३१, आ ८ कर “के ख + आग -- अंग, 
का ८ खञ्न > स|अ+ कर - फग, 
साऊअक “-भ्रक +- खग| ख ग, गा 5 अश्च न कक + ख ६ + गग | 
शुरय, गुणक और गुणनफल्न का मान फैलाने से यहां 
(अप +>को +खरो +गरे ) (अप +करे +खरि गे ) 
| (अर्आझ +कक! + सर्थ + गग) + (कख - कख + अग -- भंग) ९ 
ने (खरा >ख श्र +- कग! - कग) +(अक- अंक + खग' - खग)* 
यही झोज्ञर का सिद्धान्त ( &ए०!5 060७7 ) है।इस 


पर से किसी चार संख्या के दो यूथों के वर्ग योग के गुरान 
फल्न को चार संज्याओं के वर्ग योग के रूप में ला सकते हैं। 


३६६ समीकरण-मौमांसा 


छठ. &छ ६ “४ 


(२) सिद्ध करो कि 
श्कस -अप. खरे को ] 
खरे. श्खञ्ञ-करे अरे (८ (अर न करे +ख 
करे अर २शअ्रक- खरे “है अकस) 








ऊपर के कनिष्ठफहा का सहज भे जान सकते हो कि 


























भ्र्क ख नर ख क हु 
क ख अर| और | -क भ्र ख| इसके शुणनफल्त के 
खश्नक -ख क अर तुल्य है । 
(३ ) सिद्ध करो कि 
०० ० शअक सत्र 
१० ० _ अर पे | _ (० रैग घ 
० श्र, के, | अर के३ | हक 
० अर कर ० ० झर कर | 

१ झा क ख | 

9 २ ० 9 

+| ० गे श्र, क, | (+७वां प्रक्रम देखो ) 
० थे झ३ के, | 


१६४। थदि ऊष्योधर और बीयक पंक्ति समान 


न हों तो ऐसे भ्रधकश्थिति को आयताक्ृसि 
कहते हैं। 


ये ध्रव स्वयं तो काई परिच्छिन्ष फल्न नहीं उत्पन्न करते 


रच्तु दे! श्रायवाकृति भवकों के १६३ थे प्रक्रम की युक्ति से 


गुणनफल से एक कनिष्ठफत्न उत्पन्न कर सकते हैँ और उसका 


मान इस प्रकार जान सकते है। कठ्पना करो कि 


कनिष्ठफल ३६४ 


कक, रू, ग्‌ आ, का, खा; गा 
बल | “ (९) ३ कार खा३ यार । “' (२) 


ये दो आयताकार घुवक हैं। १८३ वे पक्रम की युक्ति से 
इनके शुरन से कनिष्ठ फल 
| +क, का, न+खख्ाक+गरगा, 
(अश्आा; +कका,+जरखा, +गश्गा, है 
अ्आ, +करफा, +-ख खाए +ग,गार [ 
अर,आ, +करका, +सरखार +ंगरशगार 
यह होगा जिसका मान स्पष्ट है कि अ्रन्य कनिष्ठी के योग 
रूप में 
(थ्रकर) (आर का)+ (०, स,) (आ,खा,) +(अशयर) (आया, ) 
+॑ (क(ख२)(का ,खा,)+(क ,ग३) (का _या२)-(खग२)(खा गा) 
यह होगा। ध्र्थात्‌ तियंक्‌ पं कि के समान ऊर्व्बाघर पंक्ति 
को छेवःर यथा स्थान दोनों आयताकार अर्चों के वश जितने 
संसावय एक एक कनिप्ठक्ल ही उसके गुणनफल के योग के 
समान ऊपर का कनिप्ठफल होगा । 
१६४--ऊपर ते वह स्थिति दिखलाई गई है जिसमें 
तिय॑क्ू पंक्ति की संज्या ऊर्घ्याघर पंक्ति की संख्या से अह्प है 
अब वह स्थिति दिखल्यते है-जिसमे ऊर्थ्वांधर दी तियकू से 
अटप है। इसमें १४३ दे प्रक्रम की युक्ति से गुणनर्फल रूप 
कनिष्ठफल्न शुन्य के तुदय होगा क्योंकि यदि 
झ्, कर आ, का, 
अर कर - | (१) आर पार | (?) 


अ, क३-) - आई का 


इन पर से गुणनफल रूप कनिप्ठफतल 


त 


श&८ समी करणु-मीमासा 


अश्आा; +कशका, अश्रा३ +ककार अइआ३ कक ,का३ 
अश्आ, न+कशका, अशआ ५ न कश्फार अआ ६ चे कक का दा 
आइए +ंकका, अइआा३ +के/कार अइआ ने के३णा॥ ! 


यह होगा जो स्पष्ट है कि १६३ वे प्र० की युक्ति से 

















० अर फे२ | [० आर कार [5० 
० अ३ के३ | | ? आई फोाइ 
इसके तुल्य हागा। 


यद्द तो दे। तिर्यक्‌ ओर दे। ऊर्ध्याचर आयता भे दिखलाया 
गया है| परन्तु इसी प्रकार स्वेत्र खिद्ध कर खकते हे कि 
ऊध्वांधर से यदि वियंक्‌ अठ्प हे ते १६७ वे प्रक्रम वी स्थिति 
होगी और यदि ऊर्ध्यांधर तियंक पंक्ति की संख्या से अब दे 
ते गुणनपत्ष रुप कनिष्ठफल सबंदा शुन्य होगा | 


उद्ाहरणु-- १। 


१ १ १ 
भर कल) आअ कल) ए) 
इन आयतस्थ शुवों से सिद्ध करो कि 


| ३ ग्रकक कख 


श्र+क--ख श्र" -- करे + खरे व्‌ “कोर 4 (अ--ख) 


+ (जो 
| 


अ फ सर ख *ञ*रेक अर न 
2 मय ) (र) दा रह छा! | . () 


इनसे लिख करो कि 


कनिष्फ़ल ३&8 


४(अख-कर)(अज -क १ )- (अब + अर ख- रक्क ) 

ब्वष् (कस --क स)(अक -- अंक) - (अख - अल) 

३। सिद्ध करो कि 
ञ्र्क्स्र 
गा क! खा 

9 ०प कक हे जप प्‌ बे 
इलके इससी से १६३ ५० की थुक्ति से गुण से एक 
(अप + करे + खरे) (अं +- के 4 ख २)5-(अञ्ञ +- जनक + खरे 

न (कर्खा -ख को + [सर्र - सत्र + (अर - अर कर) ९ 

ऐसा समीकरण वन सकता है । 

४। सिद्ध ऋरो कि 

(ऋ/-कर) (पर; ७४285 (अर अति (अर -+क ३) 
(झर-क 2) (जिस के) (अप ३) ऑि-+ऊ,) 
(आह “के, ) (झ३- के) (आ३ -क३) (झ३- के) 

| ३ "कह (झ५०कर) चिन्‍- कर) शक 


नमक, और) 


! 


रे दे 
रा ञर रे हर रा 
अर अ, ९ ९ नन्‍डेके के 

हि २ १ रे #« १ 
झो अ, रै १ शक, को, 


4 रु 0 जज कर कर ०» 
१६६--एक चाट आअर्ेक बण उसीकरण नें कलसि- 
हि 'ब्क७ २६९०-०० अआपणकू ७७७. कक-3० कप बटन पुष्फाफ स्पफा 
शइलसर से अषच्दच्त छालाजयंस | 
स्प्रध्य पक्रम ने डिडिका चुके हैँ (्ष 


कफ न्यूज, +कअअर्आए ऊ+अइआा३ + - - इत्या 


हा. 
्फि 


जहां शभ्रा ,,आ;; इत्यादि अ ,,अ२,*- *- ऊर्ध्यांचर पंक्तिस्ण 
शुवों के अतिरिक्त और अध्वरधर पंक्तिस्य भ्र॒यों के वश से 
उत्पक्ष हुए है । 


8०० सपम्ीकरणु-मीमांसा 


यदि अर, ,अर ,ञआ३ इत्यादि क्रम से कक) इत्यादि के 
तुल्य हो तो १८वें प्रक्रम से कनिठफल शूत्य होगा; इसलिये 
ऊपर के मान में उत्थापन देने से 

कफ ८ कआ, +क २आ२ +क३आ३ + इत्यादि ० 

इसी प्रकार ख,आ,+ख्आ, +ख/था, + इत्यादि ८० 

इसी प्रकार आगे भी जानता चाहिए। शझब इसके बल्न से 
बच घात अनेक वर्ण खमीकर्ण में अव्यक्त मान हल प्रकार 
जान खकते हैं। मान लो कि 


अयकक,र+खल सम, (१) 

अश्य कंक/र+संरल ८+म (२) 

अभय +कइ२५- सहज न्म्‌ ७ ०० ००००० (३) 
ये दिए हुए खमीकरण हैं। इनके गुणक भर, धर, “7; 
क/फ३ * - इत्यादि को भ्रवक भान पिछले प्रक्रमों से 


आ,,आ२, ' इत्यादि के मान जानकर (१) समीकरण के 

आ; से, (२) को थआ, से ओर (३) का आ।; से गुण कर जोड़ 

लेने से 

(अरआ ने अश्झार + अ३आ,) य + (क,आ, +- क३आ+ +- के ३ थ्राइ)र 
+(ख,आ, न+- ख आ, + ख॥ आल 

ऋकफय लम,आ, +म२आ, +म३आ£ 

में) फे सं 

८ म३ कर सर 

मह फ्रेंड सर॥ 








इसी प्रकार 
(कका, +कन्‍का, न केइका ३) रचत्म _का | | मइका३ + सम कको ३ 


20 
जग 
हि] 
ष्त 
री 
4४) 
० ४ 
करत 


।झर मर से& 
केफर जज अर प्र ख़ड 
बह में३ जड़ 
झोर 
| कफ मर | 
फफन्च -+ | अर फेए में३ | 
अइ कह महू 
ऋष्यंत्‌ 
फयथ नूर (मष्रख॥) 
ज्पर ++ (अशम/रखः) 
करत ज८ (छा कम ३) 
इसी प्रकार लाधारण से उह्हाँ य हि 
कु २ । ह्व दहा 
गो जम अत उदय मिड 7 दे) 
(ध:करण३ * ग्न) (ह,कज्ट ३ **-* बन) 
2) (अ्र,क,म न) इस्पादि । 


झ् श्त रे 2 2 व्ज्् 


( संकेत के लिये १८७ वा भक्तम देखो ) 


१६७--इसी प्रकार एक घात अनेक्त रे समीकरण में 
कह न धश्रब्यक्त हो ओर रूमीका्ण न १ इनमे ही हो अर्थात्‌ 
लेसे - गा 


अयनक,र+कख,लकय तन ० 
अश्य+क२+खलक+ग,व८ ० ( ५ «००० ११) 
आर कर + साल कग३ते घ्द्0 

रद्द 


समीकरण-मीमांलाः 


कट 
छा 


५ 


यद्वाँ .अशात वर्ण चार और समीकरण तीन ही हे ता 

कहपना करे कि एक चौथा समीकरण 
अय+फक रन सकल +ग वे २ उ« ०५५ ० * (१) 

ऐसा है जहां अर, ,क,,- “5३ काई कल्पित संख्या है| 
[१) के नीच (२) इसे भी मिला देने से १8६व प्रक्रम को युक्ति 
सेम,त्म,स्म३० मानन से और म, ८२ 

कफन्य ८ उन्‍्आा |, कंफर लू उनका, , कफ-ल>डब्खा ,, 

द फू व उणा,, 
अथवा 
या जग 5 2: ८ 


बज जज धन अलनकक 
३००-कनन्‍न्‍कनक. थिननयं ल्‍कमननमणम वननए 2 ल्‍र«ननगाना»क पिन अननगभगगान अमन- >> 


आ, का, सा, गा, कफ 
ऊपर के तीनों खमकीरण तीन दिए समोफरणों ् जो 
अव्यक्त के गुगक दे उनके रूप में अव्यक्तों की नि*्पत्ति दिखे" 
आल है । 
थदि मान लें कि २ ०० तो (३) से 
ऋफनय उन, ूऋ ० .,, कक ८ ० 
(३) से जो शाब्यक्त आन शाते है उनका (२) में दत्थापत 
पैन से 
झभ्राएकक, का, 4 खखा, व +ग,गा (व ८ उन्‍्कप 
छाए अआ, +-क,का, +ख,खा, +ग.गा, >कफऋ० 
इस प५ से यद सिद्ध द्ोता है कि 
हक पा. 3५३ दृहिल 
यदि न ब्णा से न समीकरण बलें जिसमें दहिणा 
टान्ट्् ब् युक्ति 
पस गुन्य के तुल्य हों तो १६६दें प्रकाम की युक्ति 


ऋनिष्ठफल पुणे 


से अव्यक्तों के ग़ुणकों मे जो कनिष्ठफल होगा बह 
शून्य के तुल्ध होगा । 
१६७--हरात्मक वा उत्कम्र कनिष्ठफल | 


/अव्ब प्रक्रम में आ;,का,,खा, “-आ/ काला ३, *।* 
इल्यादि जे दिखला आए है उन्हे उत्कम भव कहते है | उत्कछ 
छ्दीं से जे! कमिष्टफल्न उत्पन्न होता है उसे हरात्रक था 
उत्कप्त कनिष्ठफल्न कहते हैं। कनिष्ठफत और उत्कम कनिष्ठ 
फल के वश से भी अनेक चमत्कृत सिद्धान्त उत्पन्न होते 
जैस उत्मम कनिष्ठ फत्न के उक्फ कहो तो 


(१). भर, के?! खत | | आ का जा; | 
व्प्प्ड् तय श्र कर ख़्‌ | उकफ --' झा का ५ खा ॥ 

है] 

| अ्र॥ के३ सह | | आ॥ को॥ वा॥ | 


१६४व प्रक्रम की युक्ति से इन दोडो का गुशनकल करो हो 


| कफ ० 8 
ऊझपफ उ्कोफ ८८ ० कफ. $ “कफ रे 
9 ०७ कफ | 


इसलिये उकफ--कफ | 


यह तो तीन अचतरों की एंकि-पर से साधव के लिये द्रि- 
ताथा है। इसी प्रकार सर्वत्र चाहे पंक्ति में खितते झत्तर हो 
लिख होता है कि 


दिए हुए कनिष्ठफल के न-१ घाल के तुल्य 
उत्कम कनिष्ठफ़ल होता है। 


४०९ छमीकरणु-मीर्मांसा 


(२ ) उत्कम कनिष्टफल के कोई लघु कनिष्ठफल को अपन 
मुख्य कनिष्टफल्न सस्वन्धी धु्रो के रुप में ले आ्राने के लिये 
चार भ्रह्टर की पंक्ति के लेने से 
(झ क, ख, ग; १ ०0० ७ ०७० झ, ० 6 ० 

भर कर जे ३ | [आर फोर सास गा (__| भर कैफ ० ० 
[कर के ख गए | | आओ, का, सा; गा; अं, » ०४ कफ 
इसलिये 

का, स्रॉं, गार 
कफ | काए खाह गा; |[स्भ् (कफ | 
का, सा; गा, 

था (काशसाशगा२)-भशफफर | 

इस प्रक्ताग ब्कफ से आ, का पूरक जो प्रथम लघु ऋनिष्ठ- 
फल है घद आ गया । दूसरा लघु कनिष्ठफल (१८५ प्र० देखो) 


निकालना द्वो तो ऊपर की युक्ति से 
श्र फ़्‌ ज्‌ ग; १ ० ० 9 श्र क्र, ० ० 
अर कर प गः ह १ है ७0 चख कक | 6 


श्र कु ख शा; आ।्‌ कराए खा गा कद क्र क््‌ बफ ७० 

शे। फ से, ग, | | भाई फा३ सा, गा थ्र, फ, २ कफ 
छा 
इसलिये 


रा, गा | [गे 


कफ 





धा, गा; 











[अंक फड 


कनिष्ठफञ्न 8०9 
अर्थात्‌ (खा,गा,)--(अ्र,क३) कफ | 
इस पर से सामान्यतः यह क्रिया उत्पन्न होती है।-- 
उत्कम कनिष्ठफल का म संख्यक लघु कनिष्ठ- 
फल, झुरूप कनिष्ठफल के म-१ घात से शुणिन 
जो मुरुष कनिष्ठफल के म संख्यक लघ कनिष्ठ- 
फल का परक हो उसके तुल्य होता है। 
जैसे ऊपर के उद्दाहरण में यदि पंक्ति में पांचवां एकऋ 
अच्ञर प और पा और बढ़ जाता तो 
( खाभगाधघा, )-( अर, कक, )कफ) | 
यदि मुख्य कनिष्ठफल शृत्य हो तो ऊपर की क्रिया से 
स्पष्ट है कि उत्कम कनिष्ठफल ओर इसके सत्र लघु कनिष्ठ- 
फक्त शुन्ध होंगे। इस पर से यद्द भी सिद्ध होता दे कि 
थदि कोई कनिष्ठपल शन्य हो तो इसके ओर 
इसे उत्कम कनिष्ठफ़ल के यथा स्थानक पंक्तिओं 


9० 


के धवकों में समान निष्पत्ति होगी। 
१६६--सम्बद्द भ्रव--उत्संख्यक तियक्‌ पंक्ति में थ- 
व्खश्यक भर व है तत्संख्यक ऊर्ध्वाधर पंक्ति के तत्सण्यक शत 
के जो तो इन दोनों भ्रवों में एक दूसरे का संबद्ध शुत्र 
कद्दाता है। जैसे चार अक्षर की पक्ति में तीसरी पंक्ति का 
चोथा भव ग३ और तीसरी ऊर्ध्वाधर पंक्ति का चौथा भव 
ल, ये दानों परस्पर संयद्ध भ्रव कहे ज्ञाते हे। ये जिस यर्ग- 


४०६ सप्ीकरणु-मीमांसा 


छह के हो कोने पर है इनसे अन्य दोनों फोनों पर गए हुई 
कर्ण्रंक्षा से विरुद्ध दिशा में दोनों तुल्य अन्तर पर रहते हे । 
परन्तु ये करंप्रधान ध्रुवक कर्ण के खगड ही होगे; इसलिये 
यह भी कह लाते हो कि ये दोनों प्रधान कण से विरुद्ध 
द्विशा में तुल्य श्रन्तर पर रहते हैं | 

लद्र्प कनिष्ठ फल---प्रत्येक दो दो संयद्ध श्रुत् जहाँ 
भापस में तुढ्य होते हूँ उसे तद्रप कनिष्ठफल कहते है ! 

(१) दोनों संबद्ध भुवों फे पूरक जो प्रथम लछु कनिष्ठ 
फल होगे वे आपस से तुत्य दोगे। क्योंकि प्रथम भ्रुप् को 
प्रधान खान में ले जाने के लिये जै बार तियेक्‌ और ऊर्ष्या 
धर पक्तिश्ष को हटाना पड़ेगा उतने ही बार दूखरे शुञ् का 
घधान प्यान मे ले जाने के लिये हटाना पड़ेगा। वा दोनों फो 
प्रधान स्थान मे ले झाने के लिये तियंक्‌ और ऊर्ध्वांधर पक्ति 
करों का एक दी परिवततेन होगा। 


) तद्र॒प ऋनिष्टफल्न में स्पष्ट है कि प्रधान लघु कनिष्ठ 
फल भी सब तद्प ऋतिष्ठ फल होगे क्योंकि प्रधान ध्यान श्र, 
' से जितने अक्षर ऊर्ध्ाधर ओर तियंक में लेकर बर्ग बनाओगे 
उसके पूरक में भ्रवशिष्ट संबद्ध भव जो कि आपस में तुल्य 

गहगे | 
(३) (?) से यह भी सिद्ध होता है कि संबद्ध भ्रगें के 
रक प्रथम इानिष्ठफल के सुल्य होते ले उत्क्म कनिष्ठफल 
में भी तत्थानीय भुव तुल्य होंगे क्योकि जो पूरक है वही 
उत्प्ाम में तत्स्थानीय धव होते हैं; इसलिये बत्कम कनिष्ठफल 
भी पक तड्प कनिष्ठफल होगा । 


कनिष्ठफल छोण्क 


उदाहरण 
ग 

फ्लू 

स्| 


इसके उत्कम कनिष्ठफ़त् का मान दताशो | 
श््७च प्रकम में जो आ, , आर हनन“ हैँ उनके स्थाद में 


यहां लघु अक्षर संदत्धी उनके मान कम से आदायपः फा 
शृत्शादि मानों तो १८६७ प्रक्रम से 


्ू) प्‌ 
कफ व हैं 
ग़ 


ञी री श्ज्प 


कफ रू अग्ना कहा +गगा र हह्ठा +- ऋका + फद्धा ८ू गता + प्पफार 
+ बसा; इसलिये उत्कम में आ, गा, गा, दा, का, फा, गा, फा, खा ये 
श्ुद हुए सब ” 
झा हा गा ऋद -फ फरा-चह हफे- कंय 
कफ ८! दा का फा बे पफाथ >खह खञ्न -ग' गर प्र 
| गा फा खा, हेक-कंग गर>अफ्त अकु- हरे 
२ इसी प्रकार, रैज७ प्रक्तर से और (१) ददारणश के 
हज हक 
सड्ढेत से 


[झहगनत। 
| 

कफ, + + में । रू अग्ा + हहा + गगा +तता 
गफसन [# हहा + कका +- फफा + भमा; 
(समन ग | दइत्यादि क 


अब भा, हा, इत्यादि पर से इसके उत्कमा का मान तिकाल 
खो । इस कनिष्ठफल का मान १६० प्रक्तम की युक्ति से 
अन्तिम ऊर्वाधर शोर तिर्यक् पंकिस्थ दो दो प्रदों के 
शुणनफले के रूए मे ले आशा ता 


स्य्द समीकर ण-मीमांसा 


हग 
रू के शत - काम - खान  -- रफामन 
फ्ख « श्गांनत-- भहातम | 


कफ ८5 ग ल्‍ 
३। दूसरे उदाहरण मे अन्त में एक ऊर्ध्वाघर पंक्ति और 
उन्ही अक्षरों के यथा स्थानक निवेश से पक्र तियक्‌ पंक्ति 
ओर बढ़ा दो तो स्पष्ट है कि पंक्ति में पक अद्दर बढ़ जाने से 
जो कनिष्ठफल द्वोगा वह भी तंद्रप कनिष्ठफल ही होगा । 
इसलिये १६० प्रक्म की युक्ति और (२) उदाहरण के 
खड्ढेत से 


अजरः जआ 


अर ह गततनओेओ/ 
हू कफमह' 

फल गे फू ख ने ग। ०८ आश ते -काह ? -.. साग 
तूमनगत' -गातो 
आर हू गा! ता ० -+रेफाहर्ग - रेगाग श्र रेहाअ/ह 





“ गताअग »« रमाहत - रनाग'त' 
४। सिद्ध करो कि किसी प्रधान प्रव का संबद्ध भ्रव वही 
भधान ध्रव है | 
१। सिद्ध करा के कनिप्रफल्ल का वर्ग एक तद्॒प कनिष्ठ- 
फल दोगा । 


२०१---विजञातीय तद्प कनिष्ठफल और वि- 
जातीय कनिष्ठफल-- 


यदि तद्रप कनिष्ठफल में प्रत्येक प्रव अपने संबद्ध ध्रुव 
के संख्यात्मक मान में तुल्य और विपरीत चिन्द्र के हो ठो 
इसे दिजातीय तद्गप कनिष्ठफल कहते हैं। किसी प्रधान झुक 


कमिप्ठफल ५७०4 


का संबद्ध अ्रत्र वही प्रधान भव दोता है; इसलिये वह जब तक 
शूत्य न दो तब तक उसी संख्या के तुल्य और विपरीत चिन्ह: 
का कैसे हों खकता है; इसलिये व्रिज्ञातीय वह॒प कनिष्ठफ़॒क 
में सब प्रधान श्रुव शूल्य दोगे । इसलिये विज्ञातीय तट प कतिष्ड- 
ले के लिरद्ा कनिष्ठफ॒ल कह खकते हे ( १८६ प्र० देखो ) 
जिस कनिष्ठफल में प्रधान ध्रवों को छोड़ कर ओर प्रत्येक 
श्व अपने संबद्ध भ्रव के सख्यात्मक मान के तुश्य और 
विपरीत चिन्ह के दाते है उस विजञातीय कनिष्ठफल् कहते है ! 


१८६ वे' प्रक्र की युक्ति से किखी विज्ञातोय कनिष्ठफल्- 
के मान के विज्ञातीय तद॒प कनिष्ठफलों के योग रूप में जग्ल 
सकते हो। इसलिये विज्ञातीय तद्रप कनिष्ठफल के विषण 
म॑ कुछ विशेष दिखलाते हैं | 


(१) ज्ञिस विजातीय तदूप कनिब्ठफल में ऊर्श्यांचर वा! 
तियक्‌ पंक्ति विषम होती है उसका मान शुल्य के तुक्त्य 
दोवा हे। 

क्योंकि किसी विज्ञातीय तह॒प कविष्टफल में यदि ऊर्ध्वा-- 
घर का तिथंक और तिवक पक्तिओं को ऊर्ध्वाघर रुप मे 
बदल दे आर प्रत्येक तियंक्‌ पंक्ति के चिन्ह को बदल दृ 
तो उसके मान में कुछ भेद न होगा श्रर्थात्‌ फिर प्रत्येक 
पंक्ति में चिन्ह समेत श्रक्तर ज्यों के त्यों रहेगे। परन्तु विषम 
अक्तरों के चिन्द्र बदल देने से अ्रब तो इन श्रत्रों से पद वर्नेगरे 
पदिले पद से विपरीत चिन्ह के होंगे; हसलिये 

कफ -- - कफ . ,२ कफ ८ ० 
अर्थात्‌ कफ +>०।]| जैसे 


2१० नपम्ीकरण-मीमांस! 


० शा कक 
कफ जन्ड चबञ्आझ ० ख।जड० 
कक कक न्न्ब्_ £(2॥ 9 








(२) विजातीय तद्रप कनिष्टफल का उत्क्रम कनिष्ठ फल्ल 


“बुक विजातीय तद्रूप कनिष्ठफल होगा। यदि पंक्ति खम शर्थात्‌ 


प्रत्येक पंक्ति मे सम वर्ण हो और यदि विषक्ष वर्ण हों तो पक्ष 
जद्गप कनिष्ठफल्ल दोगा क्योंकि किसी विज्ञातीय तद्गूुप कविष्ठ- 


'फल्न के एक जोड़े संबद्ध भुव के लघु कनिष्ठफलों के चिन्ह में 


चही भेद्‌ होगा जो कि तियंक्‌ और ऊर्ध्याधर पक्तिओं के 
परिवर्तन और सब धुवों के चिन्द्रो में होगा | इललिये यदि 
खघु कनिष्ठफल्ों में सम पंक्ति अर्थात्‌ मुख्य विज्ञानीय तदूप 
में विषभाक्षर स्थिति हो तो वे दोनों तुल्य होगे और ये ही 
दोनों तत्थानीय उत्कम कनिष्ठफक्त में शुव होंगे; इसलिये 
उत्कम कनिष्ठफल एक तद्प कनिष्ठफल होगा। और यदि 
खुख्य विज्ञातीय तद्रप ऋतिष्ठफल में समाक्षर की स्थिति हो 
तो दोनों लघु कनिप्ठफल संख्यार्म समान और विपरीत 
चिन्ह के दोगे; इसलिये उत्कम कनिष्ठफल भी एक विजञातीय 
तद्रप ऋनिष्ठफ़ल होगा जिसके कर्णगत प्रधान भुव सब 
विषम्ाक्षर सम्बन्धी विजातीय तद्रप कनिष्ठफल होंगे । 

(३ ) समाक्वर सम्बन्धी विज्ञातीय तदप कनिष्ठफल एक 
पण संख्या दोोगी भर्थात्‌ जिलका पूरा पूरा वर्ग सूल मिल्तेगा । 
जैसे चार अक्षर सम्बन्धी बिजातोय तदूप ऋविष्ठफतल में 


० था कफ सख्र 


|] न च्स 6 गधे 
का >के-ग ० फ 


>-रेद -+फके बनचफू ७ 


ऋझनिष्दफत डर 


इसमें मांच लो कि उत्कफ कनिष्ठ झत्न के भृद्र म्ाव आ; , 
का, $ रेत्यादि हे तो १६७ प्रक्रम के (२) से 


# फ 


शा (का३ “आर का; न्‍तकफ क्र क्षफ 








त्न्ग्प्द्र्‌ 5 


परन्तु भर. और का; के विष्माक्षए सम्दन्धी विज्ञातीय 
सूप कमिस्ठकन्न दाने के कारण शुस्य होने से और आ« और 
का; के एक विज्ञातीय तह्रए ऋतिष्ठफन्त में परस्पर सम्दद्ध 
आुद होने से आ,का, -आ, करा, 
० “-आऔओज २ “आ,, 
न्भाोर्‌ 
म्फर कफ 
इसलिये कफ एक पूरी वर्ग संख्या हुईं। इसी प्रकार 
समाक्षर खिति के विज्ञति।व तद्॒प कनिष्ठफ़॒त ज्ञो कि असो 
श्य संत्य लि हुआ है उसका ओर मुज्य कनिष्ठफ़द का 
शांत वर्ग सब्या लिद्ध होगा अयांत छ अक्षर सम्बन्धो 
चिज्ञादोय तप ऋनिष्ठफल भोपूरा पूरा वर्ग जिद होगा। 
इसी प्रकार आगे लब लमाज्षर सम्बन्धी त्रिज्ञातोद तद्द 
कातेछफल्त एरे पूरे होते जाय॑गे । 


ध् 
पे 


उदाहरण 

श्र [| य॒॑ श्र आओ क। 
>अ थे शध 

कपः जचछ -क -ख यफ 





। “जे ->-पघ >फ यथ ) 


ड्शर समीकरण-मीमांसा 


इसको य की धात वृद्धि में ले आझ्रो । १८६ प्रक्रा से शोर 


२०१ प्रक्रम के (१) से 


कफ 5( अफ- कस +खग ) + (अर + करे +- खरे + गए ५ 


२। सिद्ध करो कि 


नस 


धी+फो ) ये +य९ 





कर. खग 
घ॑ ड्च 
खा छुछ 
न्छु गाभ 
>म “भा था | 


प््आ का गा घा+यो रो आ का गा + यो ( घक्ू-क्ग + चछ ) शा 


३। दो दो ऊर्ध्वाधर पंक्तिओं के बदल देने से और एका- 
न्तर दो ऊर्ध्चाधर पंक्तिख भुवों को -१ से गुण देने से 


ञ्‌ 
ञ्‌ 
अ३ 
ञ् ् 


>क अ्र, नगर 
>क३ अं “शेर 
>क॥ आ३ -ग॥ 
-के, अ्र,-ग, 


ब् फैफ 


के षृ 
कक 
फे 
कु 


स्त्‌ 
ल्‌ 
हि । 
स्व हि 


« इन दोनों के गुणनफल से 


हे 


छ्फल 


क्सि 


। १80%2॥ ४२५७६५३)$ रेल %8 


६५ ६ ( 8 ॥॥ द्ठ ) न. ( % ७५ डे ४) 


(४%७) ० (१४४) 7 
(7 #*४)-(***४) 7 


(0309) - ("»#)० 


डे ॥:०] घ९३६& 
भरंष “ के 22 
है अ छ.8-- 


छड 
99५ -- |" एफ १६ फपडरेट 
हर 


छ कैफ आर (७ ड]फटेफे १७ ४५. “१॥७ 


[४७९४१)'७ ४४ 3७२४३६३) मे 


०. ७-४७ '्रन्‍नझ- 
घर ० | 
पु ५] 9 || भ् 


) है के डे है रे है: ७५४३३) ५ 
$#))2४ 5] १४४ 39 १४१३ है 0५०७०॥% ६०४४) #श है !रेसे 22४२9 े 20 छडे 


(* ४४९७) ने (१रे%) (१ ४७) | (* ४) ॥&) 


८ (+ *७)+ (' ४) (९ 8) + (६५४) 


४६७९७) ८ (६ ७४%) “7 
“(९७ ४ छ)०- (६५ ४७) - 


८० (१७३७) + (४) 
पृ 9 -(९४ ४८. 


न्ज्नज् भा 


४१७ समीकरणु-मीमांसा 


१ चनके ञ्र 
सखी [१ कः बच 
१ के न 


पू । चार अक्षर सम्बन्धी पंक्ति के विजातीय तंढप कनि- 
ध्ठफल के उत्कम कनिष्ठफल का मान बताओ | 

(१) उदाहरण में ब--० तो विजातीय तदूप का्टफल 
हो ज्ञायगा । 

उसमे कफ >( भ्रफ-- कख + खग )* 

न्त्षो तो 
० फ्ष. ञपण गम | 
-फप ० खष >ृकष 
घर “ञ“खंष ० अप 

“गए कण भ्रष हुं 





बस्कम कनिष्ठफतल ८ | 
| 


२०३ | यदि कोई कनिष्ठफल का मात शल्य हों ओर 
उसमे गोटे के ऐसा तियंक्‌ और ऊर्ध्वाधर रूप जैसे भ०, |, 
का, खा, ग्र, ४5४ 22४ श्र, क/, खा, 4 शरीर झ््ग जोड़ द्णि 
जांय जिससे प्रत्येक पंक्ति में एक अक्षर के बढ़ जाने से एका- 
घिकाद्वर पंक्ति का एक वया कनिष्ठफल वव जाय दो इस बे 
कनिप्ठफद् (कफ ) और प्रथम फनिप्ठफ़ल (कफ ) के 

' अथम्म प्रधान भुव के वश से जो भथम प्रघान लघु कतिप्ठफर्ी 
जआ। होगा उनका शुणवफल अथोत्‌ 

आकफ यह - (आइअनकाक कखाखख व हा हा ) 
(आ,अ+आइक न श्राइस + * ०) 


नी 


झनिष्ठफल ४7फ 


इसके तुएय होगा | झा, का ,, खा३* । झा, आई पहिलते 
कनिष्ठफल सम्बन्धी की सख्याय हूँ जो कि १८६५वे मक्कम मे है । 

यह ऊपर की बात र& वे प्रक्रमम के (२) से सहज में 
सिद्ध होती है | यदि ऊफ' के उत्कम कनिष्ठफत से झण्, अभ्र ,. 
अर, सम्बन्धी जो जार भव हें इनसे जो दा श्रक्षर की पंक्ति 
के कनिष्ठफल् हागे उस यश्वम दिए हुए कनिष्ठफल्न के घुद 
के झप में ले आओ । 

यदि दिया हुआ कनिन्‍्ठफल जिसका म्रान तदप ऋमिष्ठ- 
फल ही शोर दोता आर अनज्नरा के जोड़ने से नया भी एक 
ठद्दूप कनिष्ठफल हो तो उपर के समीकरण में दाहिनी ओ 
के दोनों शुर्य सुणक रूप खण्ड के तुल्य दोने से एक बसे 
राशि उत्पन्न होगी । 

इस पर से यद्द लिद्ध होता है कि छेसे नये शद्ग प- 
कनिष्ठफल के उसके दूसरे प्रथम लघु कनिश्ठफल 
से गुण दे तो गृुणनफल जोड़े हुए अक्षरों ख्ले 
बना हुआ जो घातिकफल होगा उसके व्गोत्वछ 
संख्या के सम्मान विपरीत चिन्ह का होगा। 
अधात एसा स्थाथ मे नया मंहय कॉमनेड्रडजल 
ओर उसका अधान दूसरा लघ कनिष्ठफल विरुद्ध 

के होंगे । 
उदाहरण 


१ सिद्ध करों कि पश्चाह्र पंक्ति के दिलातीय तह 
शतिष्डफल का उत्कल कमिट्रफ्ल के 





४ सपीकश्ण-मीमांसा 
| फॉफ, फ३ फफ३ फेक, फेक, 
| फरफ, फत फरफे॥३ फशफ ७ फरफ, 
फहफर फन्‍फर फे॥ फफक फइफ, 
फ५फ, फ,फ, फफ फः्‌ फफ,, 
फू,फ, फ,फर फ.,फ; फे,फ, फ) 
यह होगा 


जहाँ फ., फ९, फ॥५, फ८ और फ, ध्वों के छ्विघात के फल 
है ओर जिनके वर्ग क्रम से पांचों प्रधान प्रव संबन्धी पूरक 
उधम लघु करनिप्ठफल हैं। २०२६ प्रक्रा का अ्रत्तिम ढदा- 
शरण देखो । | 
२। सिद्ध करो कि 
०. आ वा स॒र 
श्र ० ख्न्क 
का! ->ख ० श्र 
खा क्न-श्र ० 
प्न -अश्र/ + कक! +- खख') (प्रश्न +- कक ८- रख) 
३। सिद्ध करो कि 


6 श्र का खा गा 
झा - ० मे, «की 
क्र -ख ० झ इई 
श्का कक न प्म कट 


+॥॥ [रा न्य र हल के 


- ++(अंग + कर 4- खल) (य(कल/)+ (जब) + ला आफ ) 
जे श््श् शी न क्र[द'य ] दे दर(रूत ४) 


कतिष्ठफल ४8१७ 
अप्यास के लिये प्रश्न 
१। लिख करो कि 


॥ 

। क + रख स+शब्र अऋफक | 
+ग्तल्'ा खा+आा अकका 

का +रख ख +झत धराओक 


। श्र वध सर 

सगे आ र्का खरा 
' आ कक खा 
| 


२। सिद्ध करो कि 


कल ३ कक॑ख 
'खग ३१३६ खकग, 
क्रग १ ककग ! 


| ौ-(क-ख) (ख-ग) (क-ग) 
३। हछिद्ध करो कि 


१ कर्ंगोे+अप्यरे कृग+चअघ 
२ शअ्रप्गो +कचरे अग+कघ 
१ श्रषकर --गघरे आअझ+ग“घ 


4 
| 
] 
| 
4 
3 


८रक->ग) (४--थ) (ग-अ) '(क्ष--घ) झ-क) (ग-घ ) 


पहिली अर्ध्वाधर पक्ति के भुवों को स्द्रगकर्ष से गुण कर 
दूसध ऊर्धवांघर में जोड़ दो तो १८४ प्रक्रर के ८ पां डदाहरद 
का रूप हो जायगा | 
७ 


४१८ खसमीकरण-मीमासा 


४ । सिद्ध करो कि 
(कक+ख-अ-घ)' (क+ख-भ्र-घ)” १ 
(खअ-क-घ)* (ख्+अ-क- घ))* 


(अन-क-स-घ) (अ+क->स-घ)” १] 


न एक -ख) (अ--घ) (ख - अर) (क-- घ) (अ -क) (स्व - घ) 
यह ठीक १८४ प्रक्रम के ८वांँ उदाहरण पऐेसा है यदि 
आन (कर्नल-अभ्र-घ)' इलादि मान लो तो 
५ । सिद्ध करो कि 
श्र के भ्रय+क | 
कक ख कबय+खस । 
अम--क कय + सर ० | 
८ --(अख -क ) (अय * +- २कय 4 ग) 
पहिली तियेक्‌ पंक्ति के! य से गुण कर दूसरी में जोड़ो, 
योग की तीसरी में घटा दो तो मान सहझ में आ शायगा । 
६ | ऊपर के उदाहरण के ऐप! सिद्ध करो कि 


श्र क्र ख, श्रयर + शकय +ख 

कर सर गे, कय + रखय+ गे 

सर ग़ घ,. सयतर + शगय 4 ५ 

गये - शकय +ख, कयरे + रेखय +गे, खबरे + शाय +घ ० 
| अकसर 

ब्यूा| के हर में अब 4 शक? -- इसयरे + झास न- घ) 
(स्रय प्र 


|॥ 


| 


कनिष्ठफल है १8 
9 । सिद्ध करों कि 


अप््यकफे। फेरयर्नुख,, खय+ग, 
अश्यकक३, फरयकलर, जर्यकग३ 
अक्य+ कह, कइयें+ ३, खसंयर्न गढ़ 

। १ ० ० ० | 
| श्रस अशय+की) कय+ंख, सेयकग, 
(आ, अश्य+-क, केश्यकेंख, सश्य+ग३ 
अर अश्य+ण, कं॥य+सा खह्य+ग, | 


८। खिद्ध करो यदि 


फ,(य) > भय + रेक ये + श्स (य+ग, 
फर(प) 5 श्रश्य* + रेक ये + रेख २य + गे 
फ॥३(य) ८ भय + इक ये + शेख, ये +ग। 


किक 


त्ता 
फहय),. फर (व), (बी) | 
| फर(प), . फर एप), . क* (यो) 
। फहय), ६ ग)).. + (य) 


2२० समीकरण-मीमासा 








! ॥ झ्र॒ था अर्भ्र 

| १ के का! कर्का 

| १५ सता खा 

! १ गगा गग' 
का सा| |खा आ। 

्च्ड ह्ल्ट | 

का. खा | खा श्र 
घना का 
दर का 








जहां श्र-(क-ख) (अ-ग), का ८(ख-अ)(क-ग) 
खा८(अ-क) (ख-ग), आ” ८ (+(-स्) (अश्र'-ग) 
का ८ (सा -अ)(क-ग”), सा #(आ-क)(छ-ग) 
यहां १८७ प्रक्रम की युक्ति से 
आ(कख +अग)+वा(ख भर + कग ) +खा(श्रक + खग ) 
' &कफ ओर दिए हुए समीकरणों से श्रा+का+खा 5० इसे 
क्रम से (का +आंग), (जाओ +कर्ण) और (अ'क+सखग) 
शुण कर कफ में घटा देने से ऊपर के सरूए लमीकरण बन 
जायेंगे । 
१० | भ्रा, का, जा वा मान फैला कर दिखाओ कि ।& व 
उदाररण का कनिष्ठफल 
| १ कख + अंग, का के प्रग 
१ प्रख+कंग,. अखककर्गा 
| १ अक+खग,. अंक +सग 


कनिष्ठ फल प्ररर 


इसके तुल्य होगा । 
११। सिद्ध करो कि 
(य अ, अभ्र< अ| 
श्र, थ का, के 
| श्र 
'अ, कक, सं, ये 
आर कर सर गर 
नि (य -ञअ() (पं -क) (य-चख,) (य-ग,) 
जहाँ कफ ० ० इसमें भर, क,, त (३ ग ७ अष्यक्त के मान है 
इसी प्रकार न+१ अक्षर की पक्ति वाझे कनिष्ठफल से भी 
सिद्ध कर सकते हो कि कनिष्ठफल 


ख् 
बा 
3: 
णे 
न्‍ जज अ७ 22 - रत 


“(य>आ,) (प-अ)) (य-अ३)- ** (ग-शक) 
जद्दां फ(प)८० इस न घात समीकरण में अ,, अ९ इत्यादि 
अव्यक्त के मान है । 
१२। सिद्ध करो कि 
झ््रै ञ्र्‌ १्‌ 
बकरे कक २! 
ख़्र ख्र १) 
| अरे अ ९१२ ।| 
| कफ के ३ आन के) 
| | 


| छोरी ख॑ २ 
१८७ प्रक्रम का ८वाँ डदाहरण और १६२ प्रक्रम का ११वँ 
बदाहरण देखो । 
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१३ | सिद्ध कये वि 
शी क्र ५ 
के को १ 
| छू! खरे है 


श्र श्र १ 

करे के १ | (भ्रक+ घत्ध + केस ) 
सर ख १ 

१४ । लिद्ध करो कि 


(अ-च्र)१ (अ-क)९ (ब्र-ख)९ 
(6-४) (क-क९ (झ-ज)* 
(८-अ्)९ (व-क)१ (घ-ख) 


१ श्न श्र । १ मा प्र 
झरझ। १ के करों १ का करे 
१ स््॒ख़रे | १ खा खरे 


[३ (शश्रक़प -योकसयोश्र + गौर सयोझ-- ३ अ्रक स ))- 
ऊपर का कमि3फल 


श्मः अरे श्र १ १, कर २भ्र, श्श न्‍-्थ्र 
क, क, के, १ ७(१) १, -३ेक', इक, -क »(२) 
स, सत्र छल £ १, हि इस, शेख, खाँ द 


इन दोनों के गुणनफल से यना है ( १६४ प्रक्म देखो ) 
उससे कनिष्ठफलों के गुणनफल रूप में माद निकाल शुरव 
थुणक रूप स़्रड समझ लो । 


कनिषप्ठफल धरह 


१७५ | सिद्ध करो कि 


१+अ (५ हे १, रे 
१, * +-४7२, १, १, 
६4] २, २+ अर ५ हू] 
१, २, २, रै+ंआ, 


व्व्ग टअस्अइआ, (९ + हि. + मिलन 2 ट 
अर अ॥३. आ| 
प्रथम ऊर्ष्वाधर घी के और ऊर्ध्वाचर अभ्रवों में क्रम से 
घटा कर फिर प्रथम उच्चांधर के दश से करिष्ठफर्तां का 
भाव निकालों | 


इसी प्रकार न अक्षर सम्बन्धी पंक्ति में ऋनिष्ठफल 
सत्ज थअ हर 3 ख्र (१+यो ०) 


१६ । ऊपर ही की युक्ति से सिद्ध बरयो कि 
(अ, ये ये य॑।, 
यथ अर ये य । 
थे ये अ३ य | 
|[य ये य॑ अनु, | 
मे फाय)- यफ (य) 


जहाँ फ(य)२(य-अ,) (० अ२) (य- ७३) (प--५७)। 
१७। १८४४ प्रक्रम के #वं उदाइरण की युक्ति से सिद्ध 
करो कि यदि अ,, अ३, अ३) फ(य) 
स्यर-प,यर +पश्य-प३ 


५०७ लमीकरण-प्ोमांला 


इसमे अच्यक्त के मान हो तो 
| यौी यों ये 
श्र भर भर 
श्र अर अर 
| अर, ३ ञ 


रण नी न. 


सवा अ>अ ३) (अ३-अ,) (अ, - अ, ) फ(य) 
१८। ऊपर के कमिष्ठफल का मान सिद्ध करो कि 





आर अर; ३ [अर अश १ | १ 7] 
अर अर १ ये मे १ यरो+ | श्र श्र, १! 
आग आअ १ | श्र, श्र रे श्र १ 
श्र, अप, श्र, 
आर, अर, अर 
प्र अरे अ३ 
इसके तुल्य होगा जो कि 
| अं अ २ 
। भर अ३ २ (यै-प, यॉ+प, य-प/ ) 
| ते शभ्र३ १२ | 


यदि य*, य), य, इत्यादि के गुणक रूप कनिष्ठफ्लों को 
कफ, कफ, कफ,, फेफ॥३ कहो और पिछुले कनिष्ठफल को 
कफ, तो सरूप समीकरण की युक्ति से 


कफ , कफ ५ _. कैफ, 
३ ने 


व + कक? 7२ कफ, ! कफ, 





कनिष्ठफल् छ््श्प 


१६। सिद्ध करो कि न अचक्षर्यो को पंक्ति में 


[ये श्रम. श्र । 
[अय अश्र- आझअ्र 
श्र श्रय ञ्र 
| 

ञआओआनचअ ये 


5(य-अ्ररते ' (बकब्र (न-१)) 


२० | सिद्ध करो कि यदि फ,, फ. और फ, अकरणी- 
गत धन श्र भिन्न फल दो तो 


| फ(आ), फर(अ),  फ३(अ) 
फ(क), फर(क), फ३(क) 
फ(स), फर(स), फ३(ख) 
यह (क-ख ) (ख-अ ) ( अ-क ) इससे अवश्य निः- 
शेष होगा । 


२१। दिखलाओ कि कब प्रयो +कररे 4 खलरे + २ फरत 
+ २ गलय + २ हयर यह (अर य+क,२+स,ल) (अ, यक+क(र 
+ख' ,ल) इसके समान दोगा | 


यहां दोनों गुरथ गुणक रूप खणडो के गुणन से और ऊपर 
के फल के साथ तुलना करने से 


अ, अं, ०  आ, श् 
कक का, 9 का कु 9 घ्द््ध्र 
स्र, सा, ० (सास 


टी | 65५ 
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ऐसी स्थिति होगी | इसलिये जहां श्र, क, इत्यादि से 
ऊपर का तद॒प कनिष्टफल बन जाय घढ़ां गुर्य शुशक रूप के 
खरडों में दिया हुआ भुवशक्तिक फल दो सकता है। 
श२। |झअ, अर »३ ६ », 
श्र, अ अर आ३ आ, 
झ अं, अ, अर ४३ 
श॥ था, थे, शभ्र, भ्रर 
| अर अ३ु हु अं, अ 
इसके गुण्य गुण रूप खण्डों का बताओ | 
मान को कि य१-- १८० इसमें शब्दक्त मान कम से प.प, 
प१, प*, ११ > २ हैं। द्वितीए ऊर्ध्वाधर धरुवों को पहिले क्रम से 
प्रथम ऊर्ध्याधर भरी भें जोड़ देगे से फिर प, पर, ११, १५ से 
क्रम से गुण कर पहिले ऊर्ध्याधर भ्रुवों में जोड़ देने से १६शवं 
क्रम के १३ थे उदाहरण की युक्ति से ख्विद्ध ;र सेकते हो कि 
शु८ण खर 


॥| 


झलक अ३ नक॑ भर, + थे, + अर, 
अल कपश, +ंषोश्च, +पर्म, +पअ, | 
अर +पोश, +परोश्र, +प अर, + पथ, | 
अर कपग्र/+प 9, +पष्था, | पोछ, | 
अ, कप श्र, + एस श्, +पोश्च, +प अ, ! 
ये होगे। 
इस प्रकार से ज्ञिस एनिप्ठफन्न में शत्तरों का विन्याल 
पंक्तिओं में द्वाता है डस दनिष्टफल के धवो का चक्रवात्त ध्रुव 
कटद्ते हे । 


कनिए्रस छ२छ 


यदि प्रति पंक्ति में * अक्षर के विषेश से चक्रदोल धुत 
संबन्दी कनिप्ठ्त्र हो तो वहां श्री अपर द्वी की युक्ति से 
यों. १५०० इसके सब अव्यक्त मान से सुएद शुणुक्न खण्डों 
का पता त्गा सकते हो । 


रे। ! 905 ब्् ० ० 9 « 
' न्‍्न्न्र्‌ अर ३ फैल्ा-१ 6 ० रे 
९ ८३ उजू-३ लि-२ 90 3५ 
"हे ० “* अंत-३ अलि-३ 


ईसका मान बताओ कद प्रथम प्रधान अप के आगे एक 
जब संख्यात्मक और वाकी प्रधान वो के श्रागे एक पएकऋ 
खंडपात्मक घ्व और पीछे -१ श्रत है। अ्वशिल्‍ष्ट सब धभ्रव 
शन्य है| कनिष्ठफत् को यदि फन और प्रथम ऊर्ध्याधर भर्यो 
के रूप में फल के मान में 7, और <प भ्ों के वश ओो प्रथम 
लघु ऋतिष्ठफक् न०१ ओर म-२ अक्षर के पक्ति का दो ता 
उन्हे क्रम से फत्-५ और फ_२ करो तो 
प ने अंनफेस _९ फेसफत-२ | 
यदि न२१, फ,न्च,, न>१२ तो फ. सथइञ्ृ)+कर | 
एन दोनों के उत्थापत देने से ऊपर छे समीकरण के बल 
से फ,फ+ इत्यादि के मान जान सकते दो | 
ऊपर के फत के मान में फै का भाग देने से 
फ्ः क्कः 
च््प ५ 2 फत-» 
फन-+ 


भ्रुश््र समीकफरण-मीमांसा 


इसमें न के खान भें न--१, के उत्थापन से 
फेन- १ श्भेः कम २ 
फन्न-२ > मेक 
फस-.३ 








इस प्रकार न का मान एक वितत भिन्न के रूप में 
का सकते हो | 

२४। | भर १ 

के अशभ्र 

फ्््त्- ० ने 

| 


थ्िं आ ७3 ० 
नाक 
छ 


छठ 


कनिष्ठफत् छ२& 


इसका मान दताओ | 
यहां अ, क, ९ ये ही तीन संख्यात्मक शुच्र हैं| यहां भी 
ऊपर के उदाहरण दी के संकेत से 
फेर + अफत- ३० फिज्-२ 
फ, और फ, के मान यहां उदाहरण से श्र ओर भ्र*-क 
है । फिर इनके वश से ऊपर के समीकरण से फ,, फ, इत्यादि 
के मान जान सकते हो, जैसे फ, ८ श्रफ३ “कफ ( ८ अर - अहू 
> अक ८अ - २ अक | फ॥ >भ्रफ ६ “कफ ३ > श्र «२ श्रप्क 
-क (अरै--7)-अ -३ अप3+क्' इसलिये साधारण से 
298 8 अं विक । (न हम नं-थ्द् रे 
३२। 


(0-0 त-शैल- शेक्षतक + 
३ 


करत ८ क्र (न -+ ) श्रो कक 


मर । |अकप हद ग- 
॥ 
ह ककय फः 
आन फ खकप 


दन अ्क्षर पक्ति का तद्रप कनिष्ठफल है | इसके भान 

में अ+य प्रधान ध्रुद का जो प्रधाव प्रथम लघु कनिष्ठफल दो 
उसे फन्न-: कैंहो और इसमें क+य प्रधान ध्व का प्रधान लघु 
निष्ठफल हो उसे फन_ २; इसी प्रकार फन्न ५; फत-६ इत्यादि 
मानों शोर नीचे एक तियक्‌ पंक्ति अन्त में ओर एक ऊर्ध्वाघर 
एंकति मी शन्द में ओर ध्रवों का बढ़ा दो जिनमे कर्ण गठ प्रधान 
श्रव १ ओर सब शून्य दो क्यो कि ऐसा करन से कनिष्ठफद्नों 
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के मान में भेद न पड़ेगा। इस प्रकार से न+१ फल्न उत्पन्न 
द्गे ज्ञो क्रम से फिल्, फित-३२३ श्ति-२॥ कि-३१ "४२, 70, फे, 
ये हैं जिनमे य के घात उनकी संख्या न, न-१ के समान है। 
ऊपर के फल्नों में यदि य के स्थान में +०० का उत्थापन दो 
तो सब धन होंगे जहां फ,८ १ खर्वदा धन ही रहेगा और य 
के स्थान भें “०० का उत्थापन देने से फ, से ग्रिनती करन 
में एकान्तर धन भर ऋण होंगे; इसलिये यहां न व्यत्याल की 
हानि द्वोगी। 
अ्रत्॒ यदि य का कोई ऐसा मान हो कि उसके उत्थापन 
से फ+ और फ, का छोड़ कर और कोई शल्य हो जाय तो 
श्श्श्व प्रक्रम को युक्ति से उसके आगे ओर पीछे के फल 
विरुद्ध चिन्ह के होंगे; इसलिये ऊपर जो फल्नों की श्रेढ़ी किसी 
है उसमे य का मान बढ़ते बढ़ते जब तक उस मान कान 
लाझोगे जिसमे कि फर८२० तब तक व्यत्यास की हानि न 
होगी। इसलिये स्टर्म को युक्ति के ऐला यहां --० ओर 
+०० इसके बीज य के भान में न व्यत्यास की द्वानि होने से 
फन्२" इसमें न अव्यक्त मान अर्थात्‌ सब अब्यक्त मात 
संभाव्य होंगे। थीर फल्नों की श्रेढ़ी में सब फर्तनां में वैसा दी 
धर्म है जैला कि फत २० इसमें है । इसलिये फ._, 5० इसमें 
भी न-१ अर्थात्‌ सब श्रव्यक्त आन संभाव्य दांगे। इसी प्रकार 
सेब फलों में भी शह्ां पर सब अठ्यक्त मान संभाव्य होंगे | 
फत्न 8० इसमें संभव है कि मान समान दो। मान लो 
कि तमान प्रत्येक भर, के तुढए हैं। तो फन-, २० 
त- १ मान प्रत्येक झ, के तुश्य दोंगे। फ/...२ 5 ० इससे त «२ 
मान भर, के तुल्य होगे। 


कनिष्ठफल ४रेहे 


२६ । सिद्ध करो कि ऊपर के उदाहरण में यदि फत्न० 
इसमें त मान प्रत्येक भर, के तुल्य हो तो किसी प्रथम लघु 
कनिष्ठफल में त-१ और किसी द्वितीय लघु कविष्ठफल में 
त-२, मान प्रत्येक अ,; के तुल्य होगे | 

आ, हा, गा. उत्क्रम कनिष्ठफत में तत्स्थानीय ध्रवों के 
मान लो तो उत्करम कनिष्ठफत्न के वश से एक 


आ का-हा ४ फत्त _२ फंस | 


च्ब 


तियंक और ऊर्ध्वाधर पंक्तिआ को हटा हटा कर रखने 
से यह स्पष्ट है कि प्रधान प्रथम लघु कनिप्ठफल में त- १ बार, 
अ, यह समान मान रहेगा। इसलिये ऊपर के समीकरण से 
सिद्ध कर सकते हो किहा मे भी वह मान त-१ चार 
आवेगा | भीर हा यह कोई प्रथम लघु कनिष्ठफल मान- 
खकते हो | 
२७ । बताओ कैली स्थिति में 
| अन्य हद ग़ 
।.. है कर्कय फ [का ० 
गे फू सखसनप ) 


इसम॑ य के तीनों मान समान होगे 


जब किसी प्रथम लघु कनिष्ठफ़ल् में त माद समान वही 
ही तो तीनों मान समान होंगे, इसलिये यहां ह के वश से 
प थक्ष लघु कदिष्ठफत 


|ग्र्फ 


त्् 
् 





सह सकम )-गफ ',“>गल्‍मस- 
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य के बश, प्रथम लघु कनिष्ठफल 
सग(क+य)-हफ,” ->यन्‍नक-- ता 
ग 


फ के वश प्रथम लघु कनिष्ठफल 
ूफ (भकय)-हग ." >यन्‍्थ्- 

ये-य जब सब समान होंगे तभी तीनों मान समान हो 

सकते हैं । 
५ हे हि ग 
इसलिये अर, 2, स््फे-- तप ख-+- ६4०] 
फ्‌ 

२८। १२३ प्रक्रम में (२) प्रकार ज्ञो उतुर्घात समीकरण के 
लिये लिखा है उसमें जो भर, क, सर इत्यादि है उनसे दिख- 
'काशो कि | 











१ «| [है औ 8 
॥ 
फः प॑ ९ प्‌ प्‌ ० 
[व त्ता ०] ता त़् ० 
२, प्+प, त+ता | 
घट प+-प, स्पप' परत + पत्र घ्घ० 


त+त, प्र!ॉ+कपात, रततां ' 


इस सरूप समीकरण से 
| ञ्ञ ह स्र+ ९ पग्रफि 
क, थ-अ्रफि, ग 
ख+ रेश्षफ्ि, ग, ० 


कृनिष्ठफत ४३३ 
न 8 अर फि' - अप्नाफि + छो २-० 
२०३--आज कल प्रायः सत्र नये गाणितिकों के म्रन्‍्थों 
मे लाबव से मान दिखलाने के लिये कनिष्ठफ्छ ही का 
व्यवहार विशेष रूप से रहता है । इसलिये इस अभ्यास में 
जहां तक हो सका है कुछ फेटाकर फनिष्ठफल के नियस् 
घ्गैर उदाहरण दिखलाए गए हैं । जितनो वातें इस विषय 
पर इस अध्याय मे लिखी गई हैं उनको अच्छी तरह से 
रु ० 2 हिल ९ कक 
सीखने से बुद्धिमान कनिष्ठफल के विषय में पूण निषुण हो 
जायगा और इस विषय पर अपने बुद्धिबल से भी अनेक 
कटपना और उदाहरण करने की योग्यता सम्पादन क्र 
ख्ेगा। 


बहुत स गाणि/तिक लोग इस पर हंसगे कि इस क़निष्ठ- 
फल्न के नियमों के बिता ही केवल गणन, भागहार, और योग 
वियोग द्वी से सर्वत्र काय निबाह हो जाता है. फिर कनिष्ठ 
फलों के नये नये संकेत और नियमों से क्या प्रयोजन, क्यो 
व्यूथ प्रन्थ बढा कर समय नष्ट करना | 


इस पर इतना ही कहना पयाप्त है कि इस गणित शास्त्र 
में जितने ही लाघव से गणित ह्वा कम हो उतनी दी क्रिया 
की प्रशंसा होती है। इसलिये गुण, भजन में व्यथ जो काह 
और स्थान खराब होते हैं उसके स्थान में यदि अन्ध मे क्रिया 
की युक्ति दिखलाने के लिये कनिष्ठफल का ग्रहण किया जाय 
तो बहुत दी अल्प काछ और अल्प स्थान में सब युक्तियं 
दिखलाई जा सकती है। भारकराचाय ते भी अपने बीज- 
! गणित से लिखा है $£ 


् 
बट 
बल 


५३५ समाकरण-मीमांसा 
“झचिदादे! करचिन्मध्यात््‌ 
कबचिदन्दतात्‌ क्रिया बुधे! । 
आरम्यते। यथा लब्वी 
निधहेश॒ तथा. वया ॥" 
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>> धीह३च-े.- - 


इसरा साग 
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लेखक 
स्रगंवासी एं० सुशाकर हिवेदी, 
+-२२ वीर ५.० 


सम्पादक 


पद्माऊर दिवेदी 


५ 


प्रकाशक 
विज्ञान परिषत्‌, प्रयाग | 





न म हर] 5. 5४5३३ े ४८४०४०३४०४०४ ५ ५ ६ 


मुद्रक 
सूरजप्रसाद खन्ना, 
: दिन्दी-साहित्य प्रेस, प्रयाग । 


>४८५८४१४० ४४ >५००५८3१७५+०४४१५४०+४१०॑ >च> 2००४ > ००७००. 3 


क्षी जानकीवल्नभो विजयते 
0 & 
खसगाकरय -मापग्रासा 
दूसरा काग 
7२१०-२४, हक 
जयति जगति राम) सवदा सत्यक्राम 
सकलवपुषि जीव! शोभते योथ्प्यजीवः 


तमिह हुदि निधाय स्वच्छयुक्ति विधाय 
वदति विविधभेदान्‌ वीजनातानखेदान्‌ |! 
१६--लुप्तीकरण 
२०४--+ भुव शक्तिक समीकरणों की परस्परा दी हुई 
हे। जिनमें न अव्यक्त हों अथवा न अधुवशक्तिक समीकरणों 
की परम्परा दी हा जहां १-६१ अच्यक्त हों ते उनके परस्पर 
मिलाने से जे एक समीकरण प्र-० ऐसा उत्पन्न हो जे! समी- 


करणों के पदो के गुणकों के अकरणीगत और अभिन्नफत्त के 


रूप मे है ता प्र को समीकरण का प्रत्युत्पन्न कहते हैं। जैसे 
यदि 


जज 


श्रय + २कय + खर० , 
अंयर + २कथय + खत <--० 
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दिए हुए ऐसे दे! समीकरण दो जहां दोनों में थ एक ही 
है ते देननों पर से य के मान ले आने से और उनके परस्पर 
समान करते से 

__क ,५८क -अश्त का (/किरं--अंख! 


द्झ् बल 


भर ञ्र श्र श्र 


अञ्र' से गुण कर समशाधन से 

अ्रक /-अकत-अ4/ के - अ्ंख अ्र॑+/क्वषर - अख 

वर्ग करने से 

अग्क रे - थ्रक ग्रश्न कक 

व्श्रेक  - अस्श्र|ख +- अर * छ रक्त 

+-रेश्रअ / करे _ अख 4/ कर - अख 

समंेशाधन और अश्र' के अपवत्तन से 

अख +- अ्रख -- + कक 

 ++--२१/ करे --अ्रस्ध १./ करे -. अख 

वर्ग कर एक श्रोर ले जाने से 

४(क - अख)(क ९ -- अख)- (अब + झख - रकक्र ) +०नप् 

यह दिए हुए दे।नों समीकरण का प्रत्युत्पन्न हुआ। यहा 
ते समीकरणां से अ्र्यक्मान जान कर तबप्र का मान 


निकाला गया है। अब ऐसी साधारण क्रिया दिखलाते हैं 
जिससे विना अव्यक्तमान निकाले प्रत्युत्पन्न का मान वावे। 


२०५--तद्रपफलों से लुप्तीकरण--कल्पना करो कि 
एक म घात और दूसरा न घात का समीकरण 


चुप्तीकरण ४३७ 


फृ (य)-प, परम + प यम! ः पश्या रे नी पथ न. बन ० ७०७ 
न पृश्चचन० 
फां (य)च्च यो +ब (ये * न बय रे के हल «5३ बनर० 


यह द्या हुआ है। इनमें वह स्थिति जञाननी है जब कि 
अव्यक्त का एक मान देलनों मे एक ही है। इसके लिये मान 
ले कि फ(य)5० | इसमे य के मान क्रम से अ,, अ२, अ३ 
भप्न हैं तो इनका उत्थापन दूसरे मे देने से निश्चय है कि 


फा(ञ,), फा्‌ (भर); फॉं (अर 7 2 5० फा (अ) 
इनमे कोई न कोई मान अवश्य शून्य के तुल्य दवागा अर्थात्‌ 
फा (आ,), फी (ञ्,), फो (द) ह+ २५ फा(भ,) 
यह अवश्य शूत्य के तुल्य होगा क्योंकि भ्र,, श्र, इत्यादि 
में से कोई न कोई एक संख्या ऐसी हेागी जिसके डउत्थापन से 
फा(ए)-० यह स्थिति खत्य होगी अन्यथा देननों समीकरण 
मे एक मान का होना कैसे संभव है। अब फा(भ,), फा(अ२), 
फाआ) ४४४ फा(अ,्ग) इसका रूप अकरणीगत अभिन्न जो 
कि सवंधा संभव है, क्योंकि यह फ्‌(प)०० इसके मानों का एक 
तबूपफल है, बनाने से प्रत्युत्पन्ष का मान जान सकते हैं। 
यदि फा२)-० इसमे अव्यक्त मान क ,, कर , क * "कर 
त्ते 
फा(य)-ब, (य -फे३ ) (य न कर) ५ (य न कर ):० 
इनमें य के स्थान मे भ,, श्र, “भर, के उत्थापन से 
फा (प्र,)चब५ (भ्र:-क,) (भ- क३) (अर, >कत) 
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फा(ज२)चब८ (ज२-%,) (श्र-कर) (अर - कल) 


फाईअश्न)नब, (श्र, -क,) (अप्न-क२) “*"(अन-कत) 

प्रत्येक गुण खण्ड का चिन्ह बदल कर परस्पर गुण देने 
से और गुणनफतल में (क, - भ,) (क( “अ२)” “(कर -अ,) 
इत्यादि के स्थानों में 

6 फू(य)-०८प,(य- 9 ,)(य- 7२) *' **(य- भय) 

फू(कफर)ल्‍प(क  - भर.) (क/- ञ्र्) क- अप) ) 

फ्‌(क, ) 

| प 


“इत्यादि का उत्थापन देने से 





पढ़ फा( ,)फाजअ,)" " फा(ष,) 
_(-१)ब०फू(क )फ(क) * "फू(क) 

इसलिये कह सकते हैं कि 

प्र - १) बर फ(क,) फू(क, ) ४ “० “फूय) 


न्पा फा (५,) फी (अब, ) “" "फाए(अज्न) 
के (१) 

क्योंकि प्र के दोनों मान अश्रकरणीगंत अभिन्न समीकरणों 
के पदों के ' फल हैं ( क्योंकि अ्रव्यक्रमान समीकरण पढें के 
युणका के रूप में आ जाते हैं ) श्रीर जे। तथी शून्य दो सकते 
हैं जब कि फू (3) और फा (थ) में एक गुण खण्ड, उभय 
निष्ठ देगा ओर जब श्र, , क्र "* र॒क,, क,' “* के मान 
समीकरण के पदों के गुणकों के रूप में बनाए ज्ञायंगे तब दोनों 
अ्र के मान एक ही दे। जायंगे। 
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२०६--प्रत्युत्पन्न के गुण-- 

( ९) प्रत्युत्यन्न मे समीकरणो के पदो के गुणकों के वश 
खब से बड़ा घात अर्थात्‌ लोपान मन द्वोगा यह २०५ प्रक्रम के 
(१) के रूप ही से स्पष्ट होता है और प्रत्युत्पन्न के पहले रूप 
मैं (-१)सत बस व यह और दूसरे में ५, बे यह एक 
पद रहेंगे । 

(२) यदि दोनों समीकरणो में अ्रव्यक्तमान द गुणित हो 
जाय॑ तो प्रत्युत्पन्न का मान दमन गुरित हो जांयगा क्योंकि 
प्रत्युत्पन्न के मान में ““गुणकखरड प्रत्येक द गुणित हो जाने 
से अब नया प्रत्युत्पन्न दम" गुणित हो जायगा। 

(३) दोनों समीकरणों में अव्यक्तमान यदि एक ही 
घंख्या से बढाए जाय॑ ते प्रत्युत्पन्न ज्यों का त्योँ रहेगा। 
क्योंकि प्रत्युत्पन्न मे जे फ(क,), फृ(क२), इत्यादि के 


(क्‌ जा श्र १) (कर -अर) #०च०००० ० (कर “अं, )) (कर प्रा श्र) 
(कर का अ२ )*** ध् (कर -्ज ) इत्यादि सात्त हे उनमे क्र, कर न 
प्रीर श्र,, अर॒.. .,.में एक ही संख्या मिलाने से अन्तर में 


कुछ विकार न होगा । 
(४) ऊपर क,, ञ्,, इत्यादि के खान में यदि न हि 


श्‌ १ 
इत्यादि का अर्थात्‌ उन्तके दरात्मक मान का उत्थापन दें तो 
१ अ,-क > 
क, - भर | ८-- -- 2 कक » ईसलिये प्रत्युत्पक्ष ८ 


के श्र कशअ: 


प्र<-पप़ बसे (- १) _अ(- कर) (शक). -... 
ड (भशअर '“अ) (कु क३ * फैल) 
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परन्तु अ,भ, .... भ्रम -(- १)” न और 
७0 


के कर 065०2 न न शक इनके उत्थापन से 

प्रज्प३ बं६ कु १)मन (आ, “क) (अर८फे/ रच - १) "प्र 
इस पर से सिद्ध हेता है कि मानों के हरात्मक मानों से 

जो प्रत्युत्पन्न दोता है वह मानों के प्रत्युत्पन्ष को (-१श 

इससे गुण देने से उत्पन्न होगा। यदि प्र>० तो (- १) 

से गुण देने से भी शून्य होगा, इसलिये कह सकते हो कि 

दोनो प्रत्युत्पन्न एक ही हैं । 


(५ ) दोनों समीकरणों में थ के स्थान में - न ४ इसके 


उत्थापन से जो नये दो समीकरण होंगे उनके प्रत्युत्पन्न-अ्- 
(तद' - तद) “4 ऐस! होगा। इसकी सिद्धि के लिये कहपता 
करो कि 

फू(ब)>प७, (य-अ,) (य-अ,)..... (य- श्र) 

फा(य)-च५ (य-क १) (य-क२)... ..(२- अस्त) 

और कोई श्रम्िन्न गुणखण्ड पहिले का सत्य -अथ 

कम शिन्न, दुध्म -द्‌ 

ऋ(त-त ६ है के 

अभिन्न दूसरे का गुणखण्ड ८ य -क 


न्त्‌तन तक) (प- (कथ-द्‌ 
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एकट्टा गुण देने से 

प५ के स्थान में अब प, (त्त-त'त्र,) (त्- व अर) 
(त-त'भ,) होगा, ब, के स्थान में 

ब, (त-तक,) (त-तक२) “ * (त-तक-) होगा ओर 
दअध-दु 

तत 





अ्र६ और कफ. बदल के अब ्फ 


3>-ध न थे होंगे । 


त-त कथ 





(तद - त'द) (श्र - कथ) 

(त-त अ,) (त-तक,) 
अथ-कथ, में थ के स्थान में १,२ * “के उत्थापन से 

जितने खएड होगे उनके गरुणन फल को यदि भा (अथ-कंथ) 

मानो तो 


प्र'>प५ बढ भा (झअ, -कथ) 

+प७ ब३ (तद'-तद)7तभा(झल - कथ) 

++(तद -त दो प्र। 
इसमे, 
त'+ ०, द' ० १, और द> ० तो (२) उपपन्न होगा। 
त> १, त' 5० और द! ८ १ तो (३) उपपन्न होगा। 
व ०, दु८ १, त'- १, द! ० ० तो (४) उपपन्न होगा। 


इललिये (२), (२) और (४) का अलग वालाबवोाध के 
लिये लिखा है। 
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२०७-..लुप्तीकरण में ओलर (2०४) की रीति- 


जब दो समीकरण फृ(य)-० और फरा(ब)>०, मं और 
न धात के एक मान समान रखते हे तो मान लो कि 
फ (य) ् (पं का फोफ, (य) | है (१ ) 
फा(ब) 5 (ब-४)फों ,(४) ला 
जहां फू ,(य)नप था! +परय ? +- ... . +पस्त 
फीा,(बन्ब, ! +बरयीर+-.. . + बल 
पदों कै गुणक इनमे अशात हे । 
फा, (बे) और फ ,(य) से परस्पर गुण देने से (१) से 
फ()फा,(ब) > फा(ब)फ ,(ब) 
यह सरूप समीकरण म+4१- ९१ घात का होगा । 
इसलिये य के समान घातों के गुणक समान करने से 
म+न समीकरण म+न स्थिराहु प,,प३., . पप्न, ब ६, बे 
«» बन से बनेंगे, जहां १६७ वें प्रक्रम की क्रिया से प्रत्युत्पन्त 
का मान जान सकते हैं । 
जैसे मान लो कि 
फू(य)>-अ्रय +कय-+- खत ०, 
फा(य)-अ,य + क य-- खत, ८० 
ये दो समीकरण दिए हैं तो ऊपर की युक्ति से 
फू, (य)>प,य + प्‌ 
कऊंं,(य)ज्ब,य+ब२ 


हे 
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-. (बप+ब२) (धय + कप + से) 
#[प,य+प+) (अ,यरे +क,६-+ख, ) 
वा 


(बअ-बअ,) य +(बकऊ+बअ-प7क -परअ,)परे 
ना (बस चरके हो । श्र पद परक,)य +बरख जा पर्स हृ घ्ड््छ 
सब गुणकों को शल्य के समान करने से 
बभ्आ->प,अ्र, घ्य्क 
ब्क +बइ्भ् हर पक, “-पज्अ, न्‍बब्म्प 
बस+वशकय_तप.स्घ, >-पक्ृ, 5० 
बख “परक्ष; नही घ 


इन पर से १६७ पक्रम की क्रिया से 


। अं ० श्र शे ० 
। क्र अ कक, अ, 
स्तक जे, के; 


स््ण्घ्ञ 





० सर ० खा 

२०८--जुप्तीकरण में सिलवेस्टर ( 37एवछथ ) 
की युक्ति 

यह ओलर ही की ऐली रीति है। परन्तु इससे कुछ लाघव 
से प्रदुत्पन्न दोता है। मान लो कि 


फू (व) 5फ०्य +पर्यी १ +परय -. - +पप्ननू ८ 
फा(ब) >ब,्य + ब ये! +ब, ये? + .- -- + बल ८ 
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पहित्ते को क्रम से योर भय रे, हरे शेर यो $ ये ० है; इनसे 
और दुसरे को क्रम से 


यम, यम २,..... ये, य, य* इनसे गुण देने से म+न 
समीकरण बनेंगे जिनमे य का सब से बड़ा घात म+न-१ 
रदेगा। इसलिये इन समीकरणों में यम/गे-! , यरे।- 
ये, य इतने भिन्न भिन्न अव्यक्त मान लेने से प्रत्युत्पन्न का मान 
पूर्ववतू थ्रा जायमा । जैले अय  + कय +खर-० 


अश्यर +कशय+ख, ००] इनमें ऊपर की युक्ति से पहिले 
को य, य* से और दूसरे को भी य, य" से शुण देने से 


अय" +- कय' 4 खय प्र 
अयर +फ्य+ख ० 
अशयन-क, ये +खयप २० 
अय्कयन+॑स, पः० 


इनमें य',यर, य को भिन्न भिन्न अव्यक्त मान लेने से 
पूर्वचत्‌ 
श्र कक ख्र 
७ 2 कक ख्र 
झ के. खत ० 
० श्र, के, ख 
यदि उर्ध्वाधरों के तियक्‌ पंक्तिझोँ में ले 'ज्ञाब तो यह 
चही है जो कि ओत्वर की क्रिया से ऊपर के प्रक्रम में सिद्ध 
हुआ है। 
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२०६- लुप्तीकरण में बेज़ोद की ( 3०८०० ) क्रिया 
पहिले जब दोनों समीकरण तुल्य ही घात के हैं तो 
(१) कल्पना करो कि समीकरण 


अय९ + कय* + सेय + गरू ०; 


२ 75 
अय +क,थ +खयने ग, ८२० 


है । 
नो को क्रम से 


4५५ 4/ 


अ, और अ; 
अशय+क, और बय + क 
अशय-+-कय+ख, और अयर + कय+ख 


से गुण कर प्रति बार परस्पर घटाने से और १८७ प्रक्रम 
के सड्ढेत से लिखने से ह 


(अक ,)प + (अख् | )य + (आग) 52 
(अल ()यर +ई (अग,) + (कख,) )य+ (का, ) ० 
(आ ()य' + (कंग /)प+ (खग; ) ल्‍+० 


ये समीकरण हुए, इगमें य' और य को भिन्न अव्यक्त मानने 
से १६७ प्रक्रम की युक्‍्ति से 


(अछू ,), (छल ,), (अंग, ) 
(अख,),. (अग,)+(कख,), (कग,) क्ब्न्‍्तम्म। 
(अंग , ); (कग,),  खिग ) 
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यह प्रत्युपत्न एक तद्रप कनिष्ट फल के रूप में आया है। 
प्रत्युपन्न जानने के लिये अनुगम निकालने के लिये और एक 
उदाहरण लेते है ; 
कल्पना करे कि 
अय +-कय +- खय + गय +- घर ०, 
अ,प+करय +ख,यरे +ग य+घ, ८०) 
ये समीकरण हैं तो बेजोट ही की युक्ति से 
__ फय+खयर्+गय+घ 
 ऋयर +खरय +ंगय--घ३ 
अप +क खबर -- गय+घ 
अश्यकक, खपरे +ग/य्घर 


अब +कय+ख _ गय+घ । 
अशय +क,य+ख, गशय+घ, 


। श्र 
अर 


अय * + कय  + खय + गे घ 
अश्य +कय +खयकंग, घ, 
समशोधन कर एक ओर सब पदों के ले जाने से पृव॑बत्‌ 
चार समीकरण बनेंगे जिनमें य*, बरे, य को भिन्न भिन्न अव्यक्त 
मान कर उनका लेप करने से 
(भ्रक, ), (अख, ), (अग)),. (अघ,) 
(अख, ), (श्रग , ) न (कख है! (अख, ) न (कं २), (कघ,) 
(अग ,), (अथ,)+(कग,), (कघ३)+(खंग,), . (खघ?) 
(अर, )$ (कघ, है (सघ, ) (गध, ) 
यह जो प्रत्युत्पत्न हुआ है चह यदि ध्यान दे कर देखे तो 
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(मक ,), (अशल्ल,), (अग?), (स्रघ/) । 
(अल ६), (अग ,), (अ्रघ,), (कल 
(अंग , ), (अघ,), (कं ), (खध,) । 
(श्रघ्॒ (); (कघ ,). (संघ), (गध, ) । 
इसके मध्यवर्ती चार भवों मे 
(म्ख,), (क्ग)), 
(कगग |), (घग , ) 
इसके क्रम से चारो भवो को जोड़ देने से उत्पन्न हुआ 
इसी प्रकार 
अय* 4 कय * -+ खब * + गये + पेय के छ ८८० 
अप +क,य +ख,यरकग यो +ंघय-+छर ू० 
इसका प्रत्युत्यन्न 


(भरकर), (अख,), (अंग?) (अघ,) (अड?) 
(अल, ),  (अग,), (अघ,), (अड,) (कड,) 
। (अग, ); (श्रघ ; ) (अड , ), (कर, ) (ख् ;) 
| (अध,), (अछ,), (कड,), (खढ/) (गढ़) | 
। (अड(), (क्ड,), (खड,), (गढ।) (घढा,) 
इसके मध्यवर्ती नव घुवा में 
(कस ,), (कंग (|; (कच (), 
(कग,) (कब), (खबर) | 
(कप), खघ३),. (यघ+,) | 
क्रम से इसके नया भ्रवों के जोड़ने से ओर योग के मध्य- 
बत्ती एक ध्रुव मे ( खग, ) इसको मिलता ठेने से उत्पन्न होता 


शि 
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है। इसी प्रकार आगे और उदादरणों में भी ज्ञान लेना 
चाहिए । 

(२) जहाँ देनों समीकरण भिन्न भिन्‍नघात के है तहां 
मान ले। कि समीकरण 


अय +- कप + खबर +गय +घ्‌ ८० 
श्रश्यरे +क,य+ख, न्०्ये हे | 
देशनो का क्रम से अर, और अये; 


अत्य-+क, और ( अ्रय+क ) ये 
से गुण कर श्रन्तर करने से 
( श्रक, ) या + (अल; )य -गश्न; य- घञ | 5० 
( भ्रत्व ३ ) य -+६ ( कख, )->गजः )परे 
( गक/ +घश्न, ) य-घक, 5२० 


शोर दूसरे के य और १ से गुण देने से 
श्रया +कयर +खय -० 
अ,य' +कशय+ ख, स्त० 


अब चार समीकरण हुए जिनमे य*,यरे,य को भिन्न 
भिन्न श्रव्यक्त मानने से 


(अक,) ; (अख,) , गर्भ, ,  घश्च, 

(अल ,) , (कख/)-गश्न, , गक/ +घनश्न , घक; 
अ, ॥। के “ख, $ ० नम 

० ! अर , “के +। सर 


इसी प्रकार 


फ्(मीजप,य कप या (+पर्यी १ ..+पश्नतत० 

फो(य)चब,य +ब, ये (+बन्‍्थ २ +,, , +बल० 

इनमे जहां म>न दूसरे समीकरण के यम-न से गुण देने 
सेब +बयॉ-+ब, यम * + .... .+बनया नेर० 

यह उसी घात का है| गया जिस घात का प्रथम समी- 
करण है। इस समीकरण फा(य)-० मे न अव्यक्त मान के 
साथ म-न अव्यक्त मान जो शून्य के तुल्य हैं और मिले है। 
इसलिए प्रत्युत्पन्न के लिये फू (य) मे म-न बार शून्य के 
उत्थापन से प५ यही रहेगा। फिर उनके पररुपर गुणुन से 
परत्युपपन्‍्न में एक गुएय गुणक रूप मे खण्ड पहुँ। यह रहेगा 
जो कि व्यथ है। इसलिये ऊपर के समीकरणो से (१) युक्ति 


से नीचे लिखे न समीकरण बनेगे। 
प५ _प,यभ-* +परपी२. न क मन  3 + ऑप,. 
उन प्र-१ सं-त्े 
ब, वयग बरयी रे हा ++ बप भें 


पथ्य+प _ पर्या२+पय+९+ .... +पह 


अमल नकल 3. 22: तक 50४78 060: नी 
वक्येकब, बस्‍यभे ४ +बयरो१+ ,.. - बस्यी 


पर्याय १ +प, यो २... ये कपरय *+- +पत्र-२ 


न 
बय 'कब,यी के +बत_५ 


__पतयगीी ज- पर क्या है हु «७ न पक 
कलल+-+-+-त्त0त00. हे 


इनमे छेदगम सेय का सबसे बड़ा म-१ घात होगा। 
इसलिये 
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यम!  यर्म-९,.. , थ, को मिन्‍न भिन्‍न अव्यक्त मानने स 
ऊपर न समीकरणों से और 
ब्यी '+ब, ये बयां 7 4 , . ० 
ब्यी १ ब यम १, ,. .. ....... .... २० 
बढ्य कब, न ल्ण्प ० + बपम्न+० 
इस म--न समीकरण से म अ्रद्धवर एक्ति के कनिष्ठफल कं 
रूप में प्रत्युत्पन्न का मान जात सकते हैं जिनमें अब ऊपरी 
शुरुय गुणक रूप खरड़ जो किम-न मान श्त्य के मिलाने 
से आता था न आवेगा | 
यदि फू (य)-०, फा(ब)२७ में जहां दे।नों समीकरतणों में 
घात संख्या एक द्वी म हे, पत्युत्यन्न प हे। ते 
तफू (ब। + द फ[(य) +२ ०, 
त'फू(प) +र'फा(य)८ ० । 
इनमे प्रत्युत्पन्ष 5 भ' - (तद'-त'द)म प्र पैसा होगा क्योकि 
बेज़ौर की युक्ति से पहिले प्रत्युत्पन्न में जे। कोई (४५कत) यह 
आन था बहो इस स्थिति में 
तप्रधन॑दक4,. तश्र4+दक, | 
तश्न॒ध् +दकस, .. ते श्रत्त+द कम | 
आ(नद - त'द) (भकस) 
इसलिये (तद'-त'द) इस शुणक के म बार आने से 
४१ ८(तद - सदमे) प्र ऐसा होगा । 


लुप्ती करण धप१्‌ 
२१०--२०५वें प्रक्रम से लिद्ध दै ऊि पत्युत्पन्न 


प्न्पफ्ा | १) फा (अर) 2 फा (अप) 
+(- १) बमफृ(क ,)फ्ृ(क, ) --* >“फ(कल) 


यह है इ धरम फां (श्र १ जि, ) ** -मेञ १5 2 पु 
न रहेगा जिनके मान पहिले समीकरण के पदों के गुण हो के 
रुप में बनाने से गुणों में भो सब से बड़। घात न ही रहेगा 
( १६०वां प्रक्रम देखो )। इसी प्रकारफ(क .),फ(क,), इत्यादि 
में क,। कए इत्यादि के सब से बड़ा घात म के रहने से उनका 
रूप दूसरे समीक्रणों के गुणा के रूप में बनाने से गुणकों 
में भी सब से बड़ा घात म दी रहेगा | और उनमें घातों का 
परम योग नम रहेगा। इससे सिद्ध द्ोता है कि पत्युत्पन्न के 
मान में घातों का परम योग मन रहेगा और फृ(य') 5 ० इसके 
शुणकों का सब से बड़ा घाव न और फा[(य)> ० इलके गुगक 
का खब से बड़ा घात म रहेगा। यदि किसो और क्रिया से 
ऊपर की खितिन आये तो समझना चाहिए कि बास्तव 
प्रत्युत्पक्ष किसी ऊपरो शुणक से गुणित आया है जिले हूंढ 
फऊर अलग कर देना चाहिए। जैसे 


अय ' न-कय + ख ८ ०, 
अप क+कय+ख, ८०। 
इनमें यदि दोनों को क्रम से श्र,, अर भौर रू,व से गुझ 
कर अन्तर करो तो-- 
(अक ,)य + (अख ,) ८ ० 
(अल, )य+ (कल ५)० 
२ 
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ऐसे समीकरण द्ोंगे | इनमें यदि य का क्लोप करो तो 
प्र्फ् (ञ ख,्‌)र के (अक , ) (कस रत 
यहां देखते है कि दोनों समीकरणों के गुणक के घात मे 
और न के २ के तुल्य होने से दो आए है ओर प्रत्येक पद में 
घातों बन परम योग भी मन ४ है। इसलिये ऊपर की स्थिति 
के होने से कहेगे कि प्रत्युत्पन्न ठीक है । 
परन्तु यदि अय +कय रे +खय+ग ८ ०, 
9 ,य्+क,यर+ख,यर्न-ग, ८० | 
इनमें दोनों वे। क्रम से भ्र,, श्र ओर ग,,ग से गुण कर 
अन्तर करो ता मु 
(अक ,)य* + (अख्तर ()य+ (अग .) 5०, 
(अ्रग /)य +(कग ,)4+(ख्रग ,)5०। 
ऐसे समीकर ण॒ अनेगे । इनमे य* और य के लोप करने से 
ऊपर के उदाहरण की युक्ति से 


- 4 | (अह१) (अख ) 
अंग ,,). छग, | 


(अक,) (अख') | 

(अगर ,) (कं) | 
(अख  ), आआ, 
(कग (), सग; 


रे 











यहां देफ ले है कि शुएकों का खब से बड़ा घात ४ अर्थात्‌ 
दोनों समीकरणों के गुणकों के घात मिल्लाने से  भोौर पद्‌ 
के शुणक के घातों का योग १२ है, परन्तु प्रत्युत्पन्न के घास्तव 
मान में तो मिज्ना बुआ घात ६ और पद्‌ के गुणको के बातों 
का ये।म ६ चादिए; इसलिये आए हुए प्रत्युत्यन्न में, गुएव 
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शुणक रूप क्षणड कोई बढ़ गया है जिसे अ्र॒त्नग करने से तब 
बास्तव पत्युत्पन्न होगा । 

यहां ढूंढने से तो जान पड़ेगा कि धह खण्ड (प्रग,) यह 
है जिससे भाग देने से ह 

वास्तव प्रत्युत्पन्न 5 (अ्रग ,)--२ (अक , )(खग़, ) (झग ,) + 
कग २) (सश्न,) (भग ,) + (सश्र ,)*(खग () +(अक ,) (कग ,)९ + 
(भ्रक ,) (कख,) (खग,) | 

२११--यदि फ(प)-० इसमें एक मान दो बेर हो तो 
रुप्ट है कि फ(य)5० इसमें भी वह मान एक बेर होगा वा 
नफ (१)-य फृ(१)-०० इसमें वह मान एक बेर होगा। यह 
न-१ घात का समीकरण है; और फू' (व) भी न-! घात 
का समीकरण है; इसलिये इन दोनों पर से ये! यत-२ 
इत्यादि का लोप करने से जो गुणकों से एक कनिष्ठफन्न 
उत्पन्न होगा डसे उत्पन्न कहो । वह जिस समय शून्य होगा 
डस स्थिति में कहेंगे कि वही प्रत्युत्पन्न होगा और फ(य) ८०» 
इसमें एक मान दो बार आवेगा। जैसे ; 


१। भअ्रध्य (+ रे ,य' + रेश्सय + अ३ 5 ० इसमे उत्पन्न का' 
मन बताओ । 
फू (ब) ८ अ,य + रेश (यरे + इञअ २य +- अ३ ८० 


फू (य) 5 ३श्र,य" + श्र, य+ १श्च३ ० 
न (य)> रेश्॒,य + €ञ ,यरे +- अर, य + रेआ ८० 
यफ्ृ(य)- रेश,य* + इ्ञ, ये + इञ्न, य ० 
न -यप्र(य) ८ श्झ , ये + ६शन ए + ३ अर ८० 
रे फे अपवर्तन से अ,य* + रेश्, य + भ, स्ः्० 


फृ!(य) में ३ के भाग देने से अ्र,य* + २ अ,य+भ,८० 


४४४ खमीकरण-मीमांसा 
२०४व प्रक्रम से उत्पन्न 
न्‍श(अक्थर३- अं) (अर -अ२)-(अ ३ “ अ, भर)" 
” थद्दी जब शून्य के तुल्य दोगा तब फा(य)- ० इसमें एक 
मान दो बार आवेगा। 


' चह्दी प्रत्युत्पन्न २०८ वे प्रक्रम से 
त्र५ श्ञ, अर 9 
० ५ रेआ, मर 
झ,. रभ्रर बन ८० ऐसा द्वोगा। 
09 अ, रथ, 0] 


इसी प्रकार और उदाहरणों में भी जानना चाहिए। 
२१२५। २०८ प्रक्रम में जो प्रत्युत्पन्न का मान एक कनिष्ठफल 
के रूप भे आया है उसके प्रथम ऊर्ध्वांधर पंक्तिथ संख्यात्मक 
भरुव प५ और व, ये ही दो होंगे। और सब शल्य द्वोंगे। इस- 
लिये यदि प, धुव का प्रथम लघु कनिष्ठफल्ल पा, और व, का 
प्रथम लघु कनिष्ठफल्ल वा, कहो तो प्रत्युत्पन्न - प,पा, +ब वा ७ 
ऐसा होगा (१८६ प्रक्रम देखो) जहां पा, और वा, दिए हुए 
समीकरणों के पद गुणकों के फल्न हैं । 

पपा + ब७वा, प्र ***** (१) 

इसे स्मरण कर रबखो । 

२१३--बदि 

सम्पप्नयो +प _(य ! + ......+प७ झ्ल० 

सर वन्य न बन ६ न+ब७ न््० 

इन दोनों का पत्युत्पन्न प्र हो तो २१२वं प्रक्रम से 

प्र ८ पक्रपास बन्चाल जहां पा, और बाद समीकरणों के पद 
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गुणकों के फल हैं | इनके दरात्मक समीकरणों का प्रत्युट्पत्न 
व्प पा, +च,बा, जो कि २०६ प्रक्रम के (४)से इनके प्रत्युत्यक्न 
के समान दे । इस प्रत्युत्पन्न में प,और ब, केस्थान में ५, -स 
और ब,-म का डत्थापन देने से 

०वूपपां, “सपा , +ब०बा ,-खस॒र वा 

*, प,पा,+ब वा, >-प्रच्सपा, +स, वा, 

पत्॒ ओर प/, ९ गुणक के वश तात्कालिक संबन्ध, चलत* 
कक्षन से, निकालने से 

त्त॑ 








ताफा। तावबा 
न्‍्यापा,+ंस 6 +स ० 
ताप, ताप 
पा ताबा 
ताप्र  शत+प्वा +स - ० + पता, 


मान लो कवि जब य-श्र तो दोनों समीकरण शुल्य दोते है 


अथांत्‌ श्र यद्द दोनों समीकरणों में य का एक मांन है तव इसक 
उत्थापन से 


ताम ताप 
---- न भ गा, और ->-झ-ऊ5 अ्ा+ध्या ० 
ताप: ताप, ५ 
ताप्र 
2 के ० 3 
ताञ्र 


व के स्थान में ०, १, २, ३--के उत्थापन से 
ताप ताब्र सागर 
हि ताप्र, _ ताप३ _ताप॥ 
_ताप्र ताप्र हाप्र 


ताप, तापए ताप३ 3) 





“४४६ समोकरण-मीमांसा 


इस पर से दोनो समौकरणों में जो अव्यक्तमान प्र ही 
है उसका मान जान सकते हो। इस प्रकार फ (१)-० का 
यदि पक्र मूल दो बार दवा तो दस सृत्न का भी पता २११ 
प्रक्मम के दोनों समीकरणों से लगा सकते दो । 

२१४ | यदि दिए हुए दो समीकरणों के सूक्नों के तहपफरद 
का मान निकालना द्वो तो नीचे की क्रिया करो | 

कल्पना करो कि 

फू (य)८प,र्य +प.यो' +प.र्यो २ + .- +प. 5० (१) 
जिसके मूल भ,, भर, ५३,“ भन है | 
और फा(र) > व, +ब रत +ब, रो + .-+बन+/ (रे) 
जिसके सूत्र क,, क,, क॥ ***** कल है । 


कल्पना करो कि एक नया सूल ल ऐसा है कि जिसके 
वश से ल> तय + दर ऐसा समीकरण बनता है । 

इससे ल और य के रूप में र का मान जान (२) में उत्था- 
पन देने से एक ऐसा समीकरण बनेगा जिसमें य का 
सब ले बड़ा घात न रहेगा भोर जिसमें त, द और क् के भो 
खब से बड़े घात न हांगे। 

अब (१) और इस नये समीकरण में ऊपर के प्रक्रमो की 
किसी युक्ति से य का क्ञोप करो तो पक ऐस। समीकरण बनेगा 
जिलमे ल का सब से बड़ा घात मव॒ होगा; इसलिये ल का मान 
जो तथश, +दक | इस प्रकार का है घद म न विध हे।गा। 

श्रब यदि ऐसी इच्छा हो कि फू (3) और फा (र) के 
पद गुणको के रूप में यो श्रए कम इसका मान जाने तो ल के 
बश से ओ समीकरण बना है उसमें भ्रव्यक्तमानों के (ब+प) 
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शांत के योग का मान निकाल उसमें तदर का जो ग्रुणऋ 
होगा वही स्परष्ट है कि यो श्र , क, का मान दवोगा। 
डदाहरणप 
१ । श्रय' +कय  --खप '-गय +घ८ ० या? 
इनमें य का लोप करो | 
पददिले लमीकरण 
अय* +कय' + खय + गय+ ध5--० इले य से गुण देने से 
ओऔर यप* ८ १ से अ--कय' +खय९ + गये + घय ८० 
फिर यसे गुणने से, श्रय + के + खद * 4 गय* + पय 
फिरयसे ” अयरे+कय+ख +गय* +धय* 
फिरयसे ” श्रय' +कय' +खय +ग+ घयर 
घात क्रम से लिखने से 
अय* +- कय * +- खय ' +गय+ंघ ८०४ 
कय" +खय" +गय  +घय+अ्र॒ ८ ० 
ख़य* -गय* +- घय ' + अ्रय+-क ८८० 
गय*+घय* 4 अय ' +-कय-+-ख्च ८० 
घय* +श्रप' +-कय ' -- खय +- ग ८० 
इनमें ग*, य', य' और य के लोप करने से 


७ 


अ कफ सखग 


श्य 
श्व 
शथ॑ मे अआ गस्य 
से शसनचशनय 
|| 
७9 


,धंपृ८ समीकरण-मीमांता 


नीचे से तियंक्‌ पंक्तिओं को एक एक उठा कर ऊपर की 
तियंक पंक्ति के नीचे रकख्रो तो वह ठीक २०२ प्रकरम फे २०वें 
डदाहरण के ऐसा हो जायगा | 
२। ऊपर ही की युक्ति से दिखलाओ कि भ्रय' +कय +ख० 
रयरै--३ 
इनका प्रत्युत्पन्न 
थ्र कख 
जे फे सर अब ० 
खश्रक 
३। भोल्र की रीति से दिखलाओ कि किस स्थिति मे 
फू(अ)-अयर +कयरे +खय+- गर ० 
फा(य)-श्र॑य' +क ये + ख'य + गे ० 
इनमें दो श्रव्यक्तमान उभयनिष्ठट होंगे। 
यहां (५-१) (य-ष,) इस प्रकार के दो खण्ड दोनों में 
डभ्यनिष्ठ होंगे । इसलिये तीसरा खराड क्रम से दय+त थौर 
द'य+ त' मान लिये जाये तो 
(दय+त ) फ(य)७( दय +त ) फा(य) 
जहां द, त, द' झोर त' अज्ञात हैं। ऊपर के सरूप समी- 
करण से 
द्झ्न >-दगअ. ८० 
दककतश >दका. >तश्ना. ० 
दरखकतक॑ -दखा “तक. ४७० 
दशन-तलख >-दरगा >तला >० 
तन ता :-/ | 
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इन पांचों समीकरणों में से कोई चार लेकर द', त', द 
और व का लोप कर सकते हो। इस प्रकार लोप करने में 
पांच कनिष्ठफल बनेंगे जिनके मान शुन्य होनेसे उदाहरण कीः 
स्थिति ठीक होगी । पांचों कनिष्ठफर्तों के लाघव से 


ग्रर$क ख ग ० 
दी ञ्॒ कक ख ग 
झा का स्ना॑ रा ० ्् 


० श्र कक खा गा 


यहां यह दिखतलाता है कि एक एक ऊर्ध्वांधर पंक्तिआं को 
प्रिद् देने से जो पांच कन्प्ठफल होंगे उनके मान शुन्च हैं 
४8 । सिद्धकरों कि 
श्र शरशभ्रक करे 
अञ्न! अक +अक कक [व्लृभ्रिक -अ्रक)१>कफ- 
आरे रप्नक करे 
अयबूकर ०५ 
अय+कार 5० | 


इत दोनो से १४६ प्रक्रम की युक्ति से 


(झक - अक) बज है के । 56 
328 (अक' --अ्रक) थ्रै डड 8०४०२०००५०४ ** (१) 
और (अय+कर)२-०, 

(अय+कर) (आय +कर) ८० 

(भय+ कर) 


"हि ० समीकरण-मीमांसा 


इन तीनों में प*, यर और र' को भिन्न भिन्न अव्यक्त मान 
लेने से १६६ प्रक्रम की युक्ति से 
कफय ८ ० 


कफय* ८० «०» (२) 


(१) और (२) के समता से ऊपर का सरूप समीकरण 
सिद्ध हो जायगा | 


५। ऊपर की युक्ति से सिद्ध करो कि 


श्र अपका+२ अग्नक २ अरुक न अंक कक 
झश्न' श्र +- १ भ्रश्न/क २भ्रकिक + अक! कक * 
शझ३ शेश्र का! ३ झक 


बल [थिक! 
- भ्रक) 
कु 
यहां भ्रप+ कर ८०, 
अय+कर-०। 
इन समीकरणों से 
(अ्रय--फर )* १ 
(अय + कर) * (अ्र॑य +- कर) ० 
(श्रय + कर) (अ्रय + कर) ० 
(भय + कर)" द्८० | 
ये चार समीकरण बना कर इनमें य', य' र, यर', रॉ 
का लोप करो तो बाई ओर का कनिष्टफल् उत्पन्न होगा फिर 
पिछले उदांदरण की युक्ति से और बाते जानो । 


। फू (१) 5 ०, फ (ब) + फ्‌/(४) 


द्रःछ 


+फ (पक * ० 


छुप्तीकरय "कि 


इतमें य को छोप कर नया समीकरण बनाओझो छोर सिद्ध 
करो कि ड तमे अव्यक्त मान फू (१) ० इसके दे दे! मूल! के 
न्‍्तर के समान होगे । 
मान जलो कि फू (५)८(१-आ,) (य- अर, ) * (य- भर) 
शक स्थान में र+अ,, २+अ२, २+ अ३ .-२+अत के बत्थापनसे 
फू (ए+भ,)5र रिकआ, “अ३) ) [र+(अर->अर२) 3 * 
फू (२+अ.) 5२ (२+(प्र/-भअ,) ) रि+ ((अ२- अ,) 3) 


फू (+ आल) 5र (+(कक- भ१) 3 र+ (अप - घर) 3.० 
और साधारण से र (र२+अठ ) 5 फ! (अत ) + 


क र । श्र 
श्र -+-+- चै* (श्र. | +०-०००>«>«५नन, ह ७ 80 ७ ४४७७१ १०७ ७००५० #५१७ 4०३0 ७०७ 
फ' 68) रए+फ ऋ ) व + 


इसमें त को १, २. ३, ... न मान कर ददिने पक्षों के घात 
को (१) इसके दहिने पक्ष के घात के समान करो । 

२१५४--यदि दे समीकरण ऐसे हो जिनमे दे। अब्यक्त 
य, र हो उनमें यदि एक समीकरण मे।केवल यो घात हा और 
कहीं किसी पद्‌ मं य न रहे ता समीकरण की युक्ति से ये का _ 
मान र के रूप में आवेगा और इस पर से य का मात जान 
'इसफा उत्थापन दूभरे में देने से एक ऐसा समीकरण बन 
जायगा जिसमे फेवल र ही १हेगां। इस प्रकार देनों समी- 
करणों से एक तया समीकरण बन गया जिसमें से य निक 
गया। फिर इस समीकरण की आकृति से र का ठीक ठोक वा 
आसन्न मान पिछुले'अध्यायों की युक्ति से झा जञायगा जिले 
पके मान का भी ज्ञान दे जायगा | , , न्‍ 


इधर समीकरणा-मीमांसा 


कल्पना करो कि उन दोनों खमीकरणों के रूप आ 5०, 
का-० ऐसे हैं जहां झा और का देनों 4 और र के फल्न हैं 
ओर गुरय गुणक रूप खराड़ों में आस स' स' और का + 
शश' ऐसा हो जाता है ता दिए हुए समीकरणों के सब 
मूल स>००, और श८०,सू० और श' >०,स' ८ ० 
और श८० स/ 5 ० |और श' ८ ०, स/” ८० और श ० ०, स” 
5० और श' ० ० इन समीकरणों से भ्रा जायंगे जे। कि पहिल्े 
देनों समीकरणों की अपेक्षा अरप घात के होंगे । 


संभव है कि दोनों समीकरण के गुण खगडों में काई 
समान हों जैसे ऊपर के उदाहरण में संभव है कि मन्‍श ऐसा 
हो, ऐसी स्थिति में जो य और र के मान आ्रा5 ० इसे सत्य 
रवखेगे वे का ० इसे भी सत्य रखेंगे; इसलिये स > ० इसमें 
चाहे र का जो मान मान उसके उत्थापन से तत्सम्बन्धी य 
का मान जान सकते हैं। इस प्रकार कुट्टक की युक्ति से यहां 
अनेक य और र के मान श्रांवंगे । यदि इस स्थिति में स ८० 
इसमें एक ही अव्यक्त हो तो उसका मान तो स5 ० इससे 
परिमित होगे और दुसरे का मान चाहे जो मान सकते दो । 

२१६--कढुपना करो कि फू, (य,२)-० और फू, (य,२)-० 
इनमें य>भ्रब, र>क, तो समीकरण टौऋ रद्दते है। तो 
फ्‌,( य,.क, ) ४० और फून्‍(य.क,) 5० ये दोनों य के श्र 
मुल्यमान में सत्य रहेंगे। इसलिये दोनों समीकरण य-श्र 
इससे निःशेष होंगे भर्थात्‌ फ्‌ ((य.क,) और फ,(य,क,) का 
मद्दत्तमापवत्तेन अवश्य य-श्र, होगा। श्रर्थात्‌ फ. (य,क ९)> 
और फ२(यक,) का मदसमापवत्तंन जो द्वो उसे शुल्पके 


लुप्तीकरण ध्ष्डे 


छमान करने से य का एक मान अर, वा अनेक मान ऐसे 
झावेंगे जिनके वश से जब र८क, तब दोनों रूमीऋरण ठोक 
रदिंगे । 
कहपना करो कि फू ((य,र) और फ.(य,२) में य के अप- 
चित घात क्रम से पदों का रख कर महत्तमापवत्तेत निकालने 
के लिये क्रिया करता आरम्भ किया और करते करते अन्त में 
शेसा शेष बचा जो केवल र का फल्न है अर्थात्‌ शेष 5 फस्‍(र) 
ऐसा हुआ तो जब तक फे(२)-० ऐसा न होगा तब तक 
फू (पर), फ. (५, का केाई महत्तमापच्तत्तेन न होगा; इस- 
लिये य के एकरद्वी मानमें दोनों शूल्य फे समान नहीं दो 
सकते। यत छुछु नियम नहीं कि फे(र)>० इसमे जितने र , 
के मान आवदेगे सब से दोनों लमोक्तरणों की लत्पता ठीक 
रहेगी कर्तकि संसद दै कि क्रिया करते में ५ के किली घठद 
का गुणक जो र के रूप में है सिन्न हो और र का कोई फल्न हर 
में हो जिस में फझ (२) ८० इसके एक अव्यक्त मान के उत्थापव 
से फल शुन्य फे समान दो ऐसो दशा में उस राशि का भाव 
छजप्त होगा जो कि यहाँ पर उचित नहीं । जैसे यदि 
प्च 4 ( यर ) हल जप, (्‌ बेर ) के फ् ( रण ) 
नो यदि ल-लब्धि भभिन्न हातों परिमिति के मान के 
उत्थापन से अनन्त नहीं होगा; इसलिये फू (२)>० और 
फू, (य,२)>० शव पर से जाय, ओर र के मान होंगे 
उनके उत्थापन से फू, ( य,र )- ० यद्द ठीक शल्य द्वी दोगा; 
एसलिये कहे'गे किय और र के मात ठीक है। परन्तु यदि 
ल भिन्न दो ओर उसके दर में र का कोई फन हो तो संभव है 
कि फोर) ८ ० फे,(१,२> ० इनसे जो र का मान दो उसके 


४६७ समोकरण-मोमांसा 


उत्थापन से लफ,(य,०) 5० वा लनफर (यरर) +॥ ऐसा ही). 
पसी स्थिति में फ्‌, (य,२)>७०० वा फ, (य,र)- ६ ऐसा होगएह 
जो कि समीकरण की स्थिति से अशुद्ध है । यदि एक गुणकः 
से, जो कि केवल २ का फत्न है इससे फ,(य,र) को गुण 
फू ,(य,र) इसका भाग दे जिसमें ल्ब्धि अभिन्न आवे तो अब 
खफ,(य,र)-ल फू (०२) + फ(२ऐसी स्थिति होगी। 
यहां फर)5०, फे२ (ब,र) 5 ० इनसे जो य और र आवगे 
'उनके उत्थापन से अवश्य अब ल के शअ्रभिन्न होने से 
ल फ, (5,२)+फ(0 ८ ० ऐसाहोगा; इसलिये स फू, (यर) 
यह भी शूल्य के समान द्वोगा परन्तु यद नहीं ऋह खबते कि 
फू,(य,र) 5० ऐसा दो क्योंकि संभव ४ कि खू० हो 
इसलिये यहाँ पर थह विचारणीय दें कि कोव य और र के 
मांन ठीक देंगे । 

य श्र र के मान जानने के लिये |(., ४. |,909/6 980 
८५7०8 की रीति दिखल्ाते हैं। मदृत्तमापत्र्तन जानने के 
लिये यदि लब्धि भिन्न ञ्राती हो तो ख जा क्रिी र का कोई फल्न' 
है उसे भाज्य का गुण कर तब भाग दो शऔर शेष में यदि 
शि जो कि 'र का फल है इसका निःशेष भाग जाता दो ता उससे 
भाप दे कर ल्ब्धि को शेष कहो। 


२१८-मान क्री कि आ+5 ०, का ८० ये दो समीकरण 
है जिन दोनों में ऐेसे काई गुण खण्ड नहीं हैं जा केप्त्ल र के 
फल्न दो ओर आ की अपेत्ता का में यका अल्प घात है। सन 
गुणक से भा को गुणने से ओर का हा भाग देने से तब्छि 
रू झोर शेष शिशें जहां शिर का कोई फत्न हे । 
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फिर श॑ से का में भाग देने से ऊपर के सब पदार्थ सर, , 
लत, शि,, शे, लमभो । इस तरद्द क्रिया करते करते मान तो 
कि चौथे बार शि, और शे-१ तो 

ख आजरल का +शिशे | 
सकाल>ल,शे +शि।शै/ |... “(१) 
घ्त्शे तल शे न शिर 2 

खा शे,८ ले रे + शि॥ 

झण मान क्ो किस और शि का मदत्तमापवत्तौन ग,, 


सस , सर ३५ 
्फ्रा और शि, का मद्दत्तमापवर्चन ग,, “और शि> 


| ॥ 








या महन्तमापथ तन ग और _ ५-१ और शि का मदत्तमा- 
पचचर्चन ग। है तो 


शि गो 


डर 0०; और शे बस्ड्0 


न 
रु 
7 
मी 
$ 
कमी 


२ तप 
पा नर 0 और शें, ४० 
ग३२ 


नस कि ०) और शे्‌ ८० 
इन समीक्रणों सेय और २ हे ज्ञो मान होंगे वे ही 
आ>० और का ०० इन दोनों में भी य और र के मान दोगे। 
(१) इन में से पद्िल्ले समीक्षरण में गका भाग देने से- 
शशि 


ख्ु तल क्र 
गा ले यम श्र ९ 3 9७९०७ २# 33 कक ४ #. ०१ "न ऐ) 
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ख और शि का महत्तामपवत्तत ग है; ई६सल्तिये प्र हे हर के 


अभिन्न दोने से पर भी अमिन्न होगा क्योंकि ग केबल्लर का 


फल है भौर का में केषल्न र के फल का गुणखन्ड नहीं है ऐसा 
पहले दी मान ब्िया है, इसलिये का और ग॒ परस्पर दृढ़ है। 


(३) से स्पष्ट है कि पे ८०) का 5० य भोर र के जितने मान 
ऐ० नम ख [५ 
आवेगे उनके उत्थापन से ;- भा यह भी शुल्य होगा परन्तु 
बज कप ऐ७१ ख शि 
गर्के मद्त्तमापवत्त न द्वोने से प्र ओर धर इनमें अब उसय- 


निए शुणुखण्ड काई न दोंगे । इसलिये जिस मान से 


श् 


बे ख 
प्र शुन्य दवागा उस मान में 5 शल्य न होगा; इसक्िये 


(३) के सत्य द्ोने से आ-5० ऐसा ढ्वोगा; इसलिये 
हर 5८० और का 5० इतमें के सब धब्यक्त मानव श्रा5०, का 


> ० इनमें भी रहे गे। (३) के दोनो पक्षों के स, से शुरु देने 

से श्लोर सर, का के खत में (१) के दुसरे समीकरण का उत्धा- 
५ खख, . खशि+खल,.. ल0. + 

पन देने से “हल न्भा २+ 7-77 शे कक हि कै 


शि और ल केग से श्रभ्ित्र होने से लशि+ जल यह 

अभिन्न देगा भोर दोनों पक्ों में ग, के भाग से पूव बद्‌ सिद्ध 

कर सकते दो कि पाप पा यह भी अभिन्न दोगा। 
+$ ५ 


छुप्तीदरण 


श्फ 
गा  अ श्द शशि (. पहे लो, हे 
प्लान ओर 28; 2 2004:%%५ कक. ६ मान फेने छ॑ 
| यग, 
हि ज्षि, - 
उस आम साशे + >माणे .. -- (६४) 
गा ग्‌ 
(१) के दूछरें समीकरण के -- से णुण् देने से 
न, , ख॑ हि 
अर का ०... शे + - शि, शे, 
मर गे ग 
ग,, -“--+ और शि, को निःशेष करता है, रखलिये शे के 
ग़ 


झदल र का फल्न न होने से न्प्वा को सती ग। विशेष करेगा 

इसल्यि लाधव से -ट सना नस्ल मा, मान लेने से 
शि ऐ*-- 

ध 

न श्ञे्‌ ४०» ४ (५) 

प्रौर ( न हे शि; का चर न» >क पूण' 

(५) और (५) से स्पष्ट है कि “२० ८ ०। इनसे 
१ 

/ब श्रीर र के जितने माव होंगे सब थे उत्द 


शुक्कि 


स््ख 
+-+>>न दा शक नह श चै 
गग, 


एपद्र से ऊपर की 
भा5० और का 5 ० ठीक गहेँगे, हसरि 


गए 
+ ०, इनके सब सूल्न जा ८ ०, का ८ ० इनमें हगे। 


(४) के दोनों पक्ों के स. से शुण देने से से का इत्था- 
एन (९) के तोसरे समीकरण से देने से 


डर 


भ्रषष८ समीकरण-मीमांख! 


खह शि 
चल सर आ-< ( लक मा, के आजा मा ) शे, 
गग, ' ग्‌ 
+ शि३ मा शेक 


महत्तमापवत्तन होने से ग३ प्रथम पक्ष और शि, के निःशेष 
करता है; इसलिये ऊपर ही की युक्ति से ग;, शे, में केवल र 





का फल शुण खण्ड न द्ोने से, ( ला, मा + न मा ) 
रे 
की विशेष करेगा । 
मान ले कि निःशेष करने से लब्धि मा; है तो 


खस(ख 
गग से 


न्मार शे १ पी हे मा शे रा ॥ द् ) 


(५) के दोनों पत्नों के! ख, से गुण देन से और ख३ 
के खान में ( १ ) के तीसरे समीकरण का उत्थापन देने से 


खत तर का ( छा ना; + खब्शिः ना ) ण रे 
परम, ग, 


+शि३ ना शे,, 


पूवचत्‌ फिर सिद्ध कर सकते हे! कि (5 ना, + -. शि९ गा) 


यह गह से निःशेष होगा ओर मान क्रो कि लब्धि ना+ 
श्ई तो 


शत, स, 


शि 
ना रू जमा ना 98४89 0966 (७) 
गण, ग, काना शे शे९ 
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, ६) और (७) से स्पष्ट है कि न 2 व 5 ० दो 


जितने अऋप्यक्त मान होगे वे सब ग्रा८०० और + + ० इनमें 
भी होंगे । 

इसी प्रकार (5) और (७ ) के दोनों पक्षों को ख, से 
गुण वर और रू, शे; का उत्थापन ( १ ) के चौथे समीकरण 
से ठेने से पू्व॑वत्‌ क्रिया करने से 

चख, ल, ख ..__ शिशु 

ग्रमाग | ध्या मा शे न ग, सार ००१ २४४७ (5) 

खस, स, था जन शशि 

गज आग गो शे३ +नन गा, - --- (६) 
पेले समीकरण बनेंगे जिन से पृ्वेवत्‌ सिद्ध कर सकते है। 


शशि हा 
कि] न » ० और शे३ 5 ० इनमें जितने अव्यक्त माथ होंगे के 
[| 


सब घ 5० ० और का 5 ० इनमें मी अव्यक्तमान दोंगे। इससे 
लिख हुआ कि ( २) समीकरण परम्परा से जितने ऋव्यक्तमान 
आयेंगे सब के उत्थापन के आ5० और का ० ये दोनों 
समोकरण सत्य रहेंगे। 


अब इतता और दिखा है कि भर र ०, छा ० ०, इनमें 
जितने अध्यक्तमान होंगे वे सब (२) समीकरण परप्परा के 
आतल्यक्तमानों के अन्तगत है! 


(३) के घोड़ा परिवरतेत करने से 


बा झाल-गाका नह न मत कम ) 


8७० समोकरण-मीमांसा 

एस लिप सकते दहे। । 

(४) को का और (५ ) वे को भा से गण कर घटा देने स 
(माका-नाएक्षा )शे + (माकषा-नाशओ) जरा शे,८० 
(१०) बें से 


५ शिशि 
(मा, का +- ना; भा ) शै -- कर - 


"शेशे, ० 


इसलिये 


है 


>> 





६79 [ » १ का 
परी; ००० (१९) 


(६) वे के का से और ( ७) वे को भा से गुण कर घटा 
देने से 


के 
(मारका -ना भा) शे , + [गा (का - का, भा) ह शे, 5० 
। 


ओर (११ ) वे से 


मा,का -- ना (आ 


शिशि ,शि 


(मारफा-नाज्था) शे, + र्श,श 
श्ग२ 
इसलिये 
प्र 52 शिशि ,शि२ 
मा१ा->थय जा कन्क 7 जगन, है $७६ ७०७ ००४ +१५१ +०० ०० (१२) 
इस्ती प्रकार (८) वे ओर (९) वे से 
मे (का+ा, आ शिकशि।शिरशि,  ... .., .« ..- (९) 


गग (गरन 


('श) दें हे स्पष्ट है कि शितने ब और र के आन में भा 


लुप्तीकरण ४७१ 


झौर 7 शुत्य होगे उतने मानों में शिकश्शि (शिरशि ५ यह्द भी शून्य 


गग , गे, गे 


ड्ोगा गण खण 
- होगा, इसलिये इसके गुण खएडो ५ य ? सर नजर 


पक एक अवश्य शुल्य होगे। 
शी शिर 


इसलिये “-८०, _--/८० शि२..७ और १-०, इससे जितने 
ग़, गे २ सर 


र के मान आवेगे उनके अन्द्गत ही आर० और कार० के र के 
मान होंगे । 


कल्पना करो कि हुब य८», और रन्‍्क तब आट० और 
का#० ये ठीक दो जाते हैं तो यदि शि_, इसमें भी एक मास क 


हो तो यम, और रणक में. ० और का>० ऐसा द्वोगा । 
शा कु शि 
यदि क, हे ०9 इसमें का अव्यक्त माम॒ न हो किस्तु--+7 ० 
के 
> ३ शशि: 
इसमे का एक अव्यक्त मान द्वो तो क के उत्थापन घे हा 23, 
६०७ न शक झ्वि, _ 
शुत्य होने से (!०) वे सेब ८० और रफर्म-- ८० 


गे र्‌ 
ओर शे  » द्वोगा । 


यदि के, +-- ८ ० हा ८ ०, इस दोनों में अ्रव्यक्त मान न 


ल शि 
हो किल्तु- 5० इसमे का एक अव्यक्त मान हो तो ऊपर दी 


४७२ समीकरण-मोीमांसा 


की युक्ति से श्रोर (११) थे से य 5 », और दर क में ल्‍ः० 
परे 
और शे, 5 ० होगा। 
फिर करपना करो कि क, हि न्० कि - ० बट 9 


ग। 
इन में का अच्यक्त मान नहीं है किन्तु -- ५.८ ० इसमें का णए़ 


अव्यक्ष मान है तो बन और रर के में (१२) ये से 
0 - ० और शे, ८० होगा | इस पर से ऊपर की बात सिद्ध 


हो जाती है। 
जि शि, शि० _शि५ ८ ० इस समीकरण को जिस पर से 


ग ग, ग; 
र के सब मान झाते हैं र के रूप में प्रधान समीकरण कहते है । 


उदाहरण 

१ (7१) य*+र ग+र> ४ २८०, (+-१)य+३ २० 
इन में य ओर र का मान बसाओ। 

यहां भा 5८ (२- है) य"+ र य+२९०--२ २ 

# (२-१) ग+र 

से , रन्प, शि नर - २९ शे 5 ० 
.ख और शि का महत्तमापवत्त न ग 5 १ 
(२) समीकरण परम्षत से 


लुप्तीकरण ४७डरे 


शशि न्रे ->रश८5&० और कुह्क (र्‌ - २९१) य-+२ + ० हमें दे 
गे 


ण श्रीर र॒ का मान जान लो । 
२। '२- १) १९+२(६+ १" ४१ + (३ २९+२-२)य 
+शेश ८० *- * १) 
और (२-१) य* +१(२+ ९) य+३ ६४१ - १०० “*“(२) 
इनमें य और र के मान के लिये समीकरण बनाओ ॥ 
(() को आ और (२) को का कहो तो 
ख> ९१, ल + ये, शिशे २ (7-३) य+ २९ .. शि ८ १ और, 
शे+ (२-१) ०+ गर। हे 
फिरझ, रू, छ/त्पय+र, शि,शे, ७रो -१ .शि,७ 
२१-३१, शे, +१। 
स और शि का महत्तमापदत्त॑व ग 5 १, परन्तु र के न रहने 
से यह व्यथ है । 


च्ट्ा “३5१ और शि, २२-१३ का मदत्तमापवत्तत 


१५८९२ 
इस लिये शि्‌ चर - श्र ०; शे घ्ड (१-१) ग्रकेशश्ल ० | 
ग, 
इन पर से य और २ के मान ज्ञान लो । 


३ । रप--(२१--३२--१)य+ र८०, यरे--२रे + ३८० 
इनमें ख>१, छूनरय, शि८१, शेजप+ २ । 


४७४ समीकरण-पीमांसा 
ख्, दर ! षु लें श्न्यल्च्च, शि, ८१, शे (८३ 


सत्र और शशि का महत्तमापवत्त न गर! श्रीर १ और 


शि,८१ का महत्तमापवत्त न ग,-१, इसलिये यहाँ मा १-० यह 


अखंभव और 7 १« !ः० यह भो अस'भव होने से कहेगे कि 


ए 


प्रश्न खिल है । 
8॥ य। + गेश्य *--श्य * + मेर रेय-- ६श॒प-- य 4 २९--३ेर 
“-र क १ै८०- शा, है 
ओर १९--३१० २+ देय रे + इर रेय-- ६ रब- प--२१ + हरे 
नी २०- ३-० न्का 
इ नमें ख-१, पदिला शेष अर्थात्‌ शिशष< 
२(२--१) (शेयर --२२--३) 
« शिलर--१, शेनरेय * - २२-- २२--३ । 
खरे, शि,शे ,>८ (२२-२२) प, « शि,र३२२०-रर,शे रू८ये 
खरत4द, शिरशे_८एे>-र२२--३. .... शिर+९- २२-०१ 
शे२ 5१, सन! और शिमर-१ का मद्धत्तमापद्चन गरू! श्रोर 
खलब्न २... और 
गे 


४ खल(स 
शि,त्य २-२२ का महत्तमौपवर्तन ग १ और -- गण गा हे 
हे 


जुप्तीकरण ४७३. 


न ३३ (८४२४७ का और शिल्‍८रोे--३९-४ को महत्तमा- 
पवत्तंव ग३८१ हुआ । 


इस लिये ---ा-- १८०, का्० हे हर --दे१ ८०, शों 
५ हम 


शि 


से धैयरे +रऐे --१२--३८० और >ऐ ऋएरे--१२--३ ०. शे, 
र्‌ 
व्यय वा प८० 
ओर प्रधान समीकरण र के रुप में 


(२--११(२९--२२)(२९--२२- ३)०० यह हुआ । 
५ | (२-२) ब-- भय +- ५२- २८० श्रा 


और रप  -- ध्य -- ४२८०-का इतमें य और र के लिये समी- 
करण परम्परा बनाओ। 


यहां आ कार से गुणकर तब का के भाग देनेसल 
अभिन्‍व आता है , इसलिये सर और शि शेन(११-- १०)य + 
गरे+दा. शि>१, शे|[१--१०)7+र+ हैः | शे का भाग 
बा मेंदने के लिये ओर छू, का अभिन्न होने के लिये के 
पदिले १२--१० से गुण देने से फिर ३३-१० से गुण देने से 
अर्थात्‌ का के (१२--१०)९ से गुण देने से ख,5(३:-१०)४, 


शिकश (८२ + २५ + ८०२१ - २०४२२+३००२। 


इसलिये शि,८र! + (*२९ +«८७२१--२००१९ + १०५२ और 
शेञ १ । 


पैर स््स 
स शोर शि का महत्तमापवत्त न मगर! | ओर प् 


सम 


३७६ समीकरयणा-प्रीमांसा 


पर) अप ।०)९ और शशि, का मदत्तमापवरत्त त 


ग,रर है [। 
7 4" कै 
एसलिये . 5६ -१-० असंभव दोने से 
शि, _77+१५२९+८७२१-२००१४ + १००२ 
गः र 


स्‍ू इ० | १० २९ 4-८५ २१--२०० २+ १००८०, शे 
/ (३ २--१०) ये +र* + ५ै २+० 
इनसे य और र फे मान विदित हो जाय॑ंगे । 
१५२० । २१६ प्रक्रम के (३) से जब सिद्ध है कि जद अअखिण 


न! के बराबर द्ोगा तब कह सकते हो कि सर का ए% छोटा मान 
ऐसा हो सकता है कि जिसके वश से सर्वदा ग-औ हो। इसी 


प्रकार ख) ख३ “---* के मान ऐसे ले सकते है जिसमे खत, 
ओर शि३ का, ख, ओर शि२ का, इत्यादि का मदत्तमाप- 
वतन १ ही दो। इसलिये और शि, का मद्दत्तर्मापव 


तनवथ्ग, (गर १ और ख, और शि, के परस्पर दृह द्वोने से) 
चद्दी होगा जो कि ख और शि, को होगा! और पक्ष " शोर 


| 
शि, का मद्त्तमापत्रत्तेन ग, दोगा। इस प्रकार आगे भो जान 
लेना चाहिए | 
यदि अन्त में शि जैसा कि २१६ व॑ प्रक्रम में मान छिया 
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है कि शि, यह < से स्व॒तन्त्र है, शुन्य के तुस्य हा वा शे, यह 
३ !> म. स 

था और का का मदत्तमापवत्त न होगा | इसलिये के. ८० इस पर 

से २१७ प्रक्रम को युक्ति से य और र क अनन्त मान आ सकते 

हैं, और - - ०, और ->०० इन समीकरणों ले पूववत्‌ 


रे 


क्रिया करने स य और र के परिमित मान भी आगे और तदइ 
(२) की समीकरण परम्परा में श $ के भाग दे देने ले 


| 
वि झौर - "० ० , ( - ० झोर 
गे शे ग 


रे १ 


हे ) 
२ 


दं।/ 449 
५१ 
श्् 


« ० और- ' - 
मन्नत श्रौरफी घ्टछ 


इनसे य और र के उन परिमित मानों का पर) लगा 
सकते हो । 

जैसे य+ग य -(२९+ १) य+ २-२ ८०८ आा 

एयर -- (77 + ६ १+६) ग+२९ + ६४९ + ६२८० हा 

यहां का से आ में माग देने से ख९ और पहिल्ा शेष 

+०(रपर +(३२+ «)य- २१+ ३४९ + ध्रो 

इसलिये शि८२, शेन्श्यर +(३२+ ४)य-- (र + १२९ + श्र) 

शे ले का में भाग देने में का का र से गुण देने से फिर एक 
'बार भाग दे देने पर अमिन्न लब्धि के लिये र से गुय देने से 
अर्थात्‌ का का रर से शुण देने से 

ख,> “,शि,शं ,-४(?९ + ३२ + २)(२--र) 
इसलिये शि,०८(२९ + १२ + २) और शे >य-र 
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शे, से शे में भाग दने से शेष कुछ नहीं बचता इसलिये 
शि२5० तब द्धर की क्रिया से शे (च्य--र०० इस पर से य और 


र के अनेक मान आवेगे और --"८८(२९ --११+ २) ८० 


वा १२ + २२+ २८० और , -न्यर +र२ + ३१+ ४८० इनसे परि- 
के हर ९ 
मित | और र भी आवबगे । 
२१६८ प्रक्रम की क्रिया में यह मान क्षिया गया है कि य श्रोर 
र के अनन्त मान नहीं है। अर्थात्‌ आ और का के महततमा- 
। थ का न 
पव्स न से था और का का भाग देकर ओ लब्धि शआावे उसे 
भा और का के स्थान में रख कर तब २१८ वे' प्रक्रम से सब दा 
क्रिया का आरस्म करों । 
अभ्यास के लिये प्रश्न 
१। सिद्ध करो कि य+२८०, य'-रर+ ६३७० ऐसे दो 
समीकरण नहीं हो सकते । 
२।य+२- ४८०,१९ + २५ - ८९८० इनमे ये झऔर र के मात 


बताओ । 
यहाँ शि > (४- २)" + २९ -८२, ख१ 
रु 
० ब्[छ-र।* +र ट्ूरे८०, को रूप +र ०5 ४८२० 
गे 
३। य+य र२+र२त>-४६८०, ये + या +र--६३१८० 
इनमें य ओर र के माय बताओ । 


यहाँ स ८ १, शि८ -६८, शे>य र--१५, खरे, 
शशिकला -शेभरर + २२४, 


लुप्ती करण ४3& 
जो, +', स और शि का मदत्तामापव न ग॒ + २, 


ह 
खेर शि,>र -झेध्र +२२५ का मदस्तमापत्त ने ग,२ 
म 


* शि, २ - १४ रो + २६५०० ऋर शेज्प २- ६ ४-० 
हु गे 


8॥ ग्रौ+र-(य+३)-अस्० बकरा कियक र-- 
श्र + २१ )-कर् इनमें य और र के मान के लिये समीकरण 
बनाओ | 
यहाँ खन ३, शिरू२ (रौ-२-ब्र/+रश्न र-र-थ) कं झे 
-अ-क, शे ८ ५७ 'औ्रौर जि का महात्तमापवतल गरूर 

५ शि_्‌ (रो ->२- आ| * + २आ २९--२--श)+ $ * --अ-- कफ: 

पु 
और काल्‍्प रे + रर--(य+ २)-- ४८० 
यदि समीकरण की तोड़ कर श्रत्यक के मान ले आओ तो 
ब(य- १) ३६ च्िर्८२/(९ अ+ २ कऋ--ञ्र | 
₹ (२--१) ४ (अयः२/ (* झऋ+९क -भरे)| 
४५। ११ + श्रय +(३२९--२+ ६)य+-२९ - २ + २२००, 
यरे + रथ --२९--२८०, इसमें य और र के मान के लिये 
समीकरण बनाओ । । 
यद्धां र--२+०, य+ २२८० ऐसे समीकरण बने गे ! 
६॥ य + २र्पर 3 २४५२-- ९)प + रोौ--+३८८० 


ये + राय + सर्प २ +२८० इनमें य और र के मात 
जादने हे लिये सत्तीकरण वनाओं। 


क 


पुद्ध० समीकद्ण-मीमांसा 


यहाँ २०२७०, यरे>-श्रय + रर २-५२ + २८० भौर 
श३...७५९+ ६८०, ३+१+२८० ऐसे समोकरण बने गे । और र 


के झुप में प्रधान समीकरण 
((--१)(र२*ै..शर + ६$)-० ऐसा होगः । 





१७-प्रकीणक । 


२२१। चलरपद्धी, अचलस्पद्धी । 
१५६ वें प्रक्म में जो म॒ का मान है उसे लाधव से 
( बक५ष, से, अ३,००-- - -उ्त ) (4, १) 
इस सड्ढेत से प्रकाश करते हैं । 
इसी प्रकार ( अ,, भ्र,, थ३; - ..... -- श्र )(यं, २) 
मे (न-१) 
३| 


बन अक्योनन सभ्य भर अश्यगर श्र 


नै लक हम] हि नं श्ंत्न शव शत 92 नै त्त ्श्गे ण्सा सात 
सकते हो । 

सु ने (क्ा५, भ२५ ४३“ नत) ( |, १) इससे शब्यक्त 
मान क्रम से ६ , ६३, ६३,... - ६ समभो ते यदि इनवो अन्तर 
से बना एक तद्गप श्र ध्रत्रशक्तिक फल फा हो जिसमें सोपान 


की संख्या सै हो ते फा में ६, ३९,... ... ... | के स्थान में 
१ एऐ 
हिल बह रे उत्थाएन खे जो फा का 


अरद्भीणु क ४ंयहै 


मान हो उसे अभिन्न करने के लिये सँ इससे गुण देनेसे यदि 
गुणनफल में य रहे ते। शुणनफल को स+ का चल॒ध्पर्द्धी और 
यदि य न रहे ते! उसे स। का अवल्लस्पर्द्धी कहते हैं। 

यदि फ में प्रत्येक अव्यक्रमान का समान द्वी' घात से! 


हो ते ऊपर की परिभाषा से सर का अचलस्पर्डीऋ फा (भर, 
ऋ, +"' अत) ऐसा दहोगा। 


यदि स 5२०,प8 “०, सभ्न5० इत्यादि के सूलों के 
अन्तर का तद्रपफल फो दो जिनमें ले, से, से” इत्यादि 
रापान हाँ तो ऊपर की परिभाषा से प्रत्येक अ्व्यक्त मात ह 


इ्यादि के स्थानमें तय इत्यादि के उत्थापन से और अभिन्न 
के लिये। स कि सो तो! 

इत्यादि से शुण देने से यदि गुषन फजन्न से थ रहे तो उप 
छह सम इत्याद परम्परा का चलस्पर्शी और य न रहे तो उत्हीं' 
परम्परा का बह गुणन फल अ्रचलस्पर्शी होगा। ! सोपान के 
लिये १६४ वाँ प्रक्रम देखो ) 
श२५१। कल्पना करो कि 


सेः 
श्री फा (६ रृ *+ ३१० ३ ३१ «“ईनोनफि छे,भ ए्अं३ 3३५ +०; शलः 
इसमें अच्यक मानों इ 5२ इत्यादि के स्थानों में उनके हरात्मक 
पान के उत्थापन से और भ,अ ,,9७५)...एश्यादि के स्थानों है 


छपरे समीकरण -मोमांसा 


द - सो 

अन,भ। (।मत-+ इत्यादि के उत्पापन से श्र, दि, २) 
पीकर (० २ » - अर.) जहाँ अव्यक्त मानों का 
कोई तड़प फल फि है श्रीर फी तत्संबन्धी समीकरण फ॑ गुणकों 
केरुप मे मान है।... 

अरब फिर इ१,३२, --- इत्यादि के स्थान में इ,-१,३२-य, 

... जय इत्यादि के उत्थान से और अ,,भ्र/- ६ ---रत्यादि 
के स्थार्नों मैं १९६ वे एक्रम से सम, - ९ -..इत्यांदि के उत्थापन 
से सन का चलसस्‍्पर्शी 
से 

$) हे फि[ह (-१,३२-१,,.. इत-२)फि (छत - ५०० 
स;,स,) ऐसा द्वोगा | 

३।.. सक्भय + देश (१९ + देश, य+ भ्र६त०० 

इसमें यदि १ के मान ॥६,, इ७, ६६ मान लो तो इनके 
अन्तर का फल 


फु भर, ६ (६३-६२) + (६, - ६,)१+ (६२-३५) ) 
पेसा दो तो १०९ थे प्रक्रम से 

फूल १८ (श्र, --भ, ५) । 

इसलिये मानों के उनके हरात्मक मानों में बदल देने से 
ओर शत, ,. .. इ्यादि के स्थानों में ७. भर _,,. .. के रखने से 


झा रे २ | (२ नह) हरे हे बा इ की ञ- 32 है) | 
ह््इ्श्द्य इ३ २६४ है १४२१॥ 


नाश [दि३ (इस 83) +8३ (६६-४३) + इस ३“ इर) 3) 





प्रकीय क छदद 
ब्त्रैण शि_२-+अजर्न्-२)०९८ ( अर--म्र ,अग 


इसमें ह ,, 8२, ३३ इनके स्थान में ६ (--॥, इ२--व, ३३: 4 
इनके उत्थापन से 


_+ 


झा [ (६३--य)  (ई२--६६ ] +(्‌ इ२-य ) |) न 
(इ१- ४) (६६-६३) ।८७५८ (सर-ए <स३ ) 


इसके दसरे पक्त मैं स२,म २, स॥ इसका उत्थान श्२३ 
प्रक्रम ले देने से ओर ल्ाघव के छिये १८ का निकाल देने से 

परे -स,स३ ८(अ अ३--भऱ )यर +(झ अइ--अ (अ२ ) य के 
(अथ्र--भर३) यह स३ का चलरपर्दधी हुआ। 


२। इसी प्रकार चतुर्घात समीकरण में अर्थात्‌ स, +« 
में यदि य के माव इ,, ३२, ३६, ६३६ दो और इन के अन्तर का 
फल्न-फ्ाज्जर३ यौ( २-३५) (६२-३५) तो १७१ वे प्रक्रम से 


फ्रौ८२७ ( श्र,ञ्र, “ध्ञञ, भ्र, +३श३ )+२४ का (१२३ प्र. 
देखों)। ध्समें ३ ,, इ२; इत्यादि के स्थानों में उनके हरात्मक 
मानों का और भ,, अ,,... इत्यादि के स्थानों में उनके स्पर्द्धी 
छा, जप- २ - इत्यादि का उत्थापन दे ते फो ज्यों का ला रहता 
है; इसलिये यहां फा[रफि, पुनः फि में ३,, $,,-- इत्यादि के 
स्थानों में ३ ,--य, इ२-य -ज्व्यादि के उत्यापन से भरी अन्तर 
करने से इ,, ३३ “इत्यादि के अन्तर के रहने से और य के न 
रहने से छ, का अचलस्पर्डी अ,अर,- ध्अनजञ, + रेअरेज्सा यह 
होगा ! 


3। इसी प्रकार यदि चतुर्घात समीकरण स ३5० इससे 
४ 


४८४ समीकरण-मीर्मासा 


फा-॥ (६३-३९) (२-३8)-४६-०३२) (३३-३५) 
(६५-३२) (६३-६४ )जड२ -इ३) (६१ - ३,)) 
[(इ२ - 89) ३१-६४) “(६३ “६३) (६२-६५)) 
सन हरेरेश अरअ, + रेश्र:अरभ्३०-थर ३०-११ अभ,--५ | 
न छा (१२२ वां प्र. देखो) 
तो यही पक का अचलस्पद्धी होगा । 


२२२ | चहास्पद्धी वा अचलस्पद्धी में अव्यक्त मानों के प्रुव 
शक्तिक फल फ होता है और उनके अन्तर का भी यही फल 
दोता है। इसलिये चल्तस्पद्धी का रूप 


हा फार एड 9१ * न हल ऐसा दो सकता है जहा 
से। सेपात और भु भू वशक्ति का द्योनक है । 

अव्यक्त के पानों के अन्तर का फल फ होने से 
प्रत्येक भर बह द्‌ में एक जोहने से भी फनी में भेद न 


होगा; इलहिये १ जोड़ने से और प्रत्येक के य से गुण और 
भाप देने से चल्नस्पद्धी 





/ह,य इश्य इन्नय ) ऐसा होगा ! 


ड्ू शा थे टू 20 कक 
यंड 


जिसका लघुतम रूप 


प्रदीण क ४८५ 


श्रु सो न्‍सो- ६ लक ली 
शु शृ ५२3 कि 9००४० ९ है 


>भी तु ये फू ( न | 
(-१ ४७ ह_ ४ ४, 


रू का ऐस। होगा जहां 


द्र्त 
हल (६ न्‍ ) ६ दर ) डे 
इस पर से सिद्ध देता है कि 
|] 
| 
चतस्पढ -+ शी ( ये _थ 
( दृजब इताओ  बझताओ ; 
के 


हम का मम कम 
ल्ल्म फ््ा ( द् ल्‍्य है इज है फेक ० का हे 26) 


यह अविद्वद रहता है यदि ३९, ईस ४४ जे मे इनके स्थाव 
में इसके हृरात्मक मार्तों का उत्थापद दे और थ,, भछ भ२ 
अत इनके स्थान में अत अत-३ अव>रा 8७ का उत्थापन 
भ्रम सेन मु 
दे” और उत्पन्न फल के (१) य इससे शुण दे । 


इसलिये यदि मे धांत कै किली अतध्पद्ं का परे 


(को ०) का ११ का २१ का) य। ) हि (१) 
देखा हो तोभ० छा२३ + छत) के स्थीरन मै अत 
सा +2 ०7 ९ के बत्त सेब 


प्रद्यीणक छ७ 


(३) समधात समीकरण का चलरपद्धी भी समघात का 
होगा । क्योंकि न के सम होने से चलस्पद्धी का घात 

मनन से--रेध्रु यह भी सम ही होगा। 

(७) दो चजस्पद्धि यो का प्रत्युत्नन्ञ मी सम द्वी घात का 
मुख्य समीकरण के पद गुणकों के रूप में होगा। बयोकि प्रत्यु 
त्पन्न के घात की लंज्यः यदि दोनों चलस्पद्धि यों में सोपान 
और भवशक्ति को क्रम से से, से; मु, भु' माने ते। 
से। ( नसे - २धु ) + से (नठे--२भु '४२(नसेसे। -सेम्ु --से। प्र) 
यही होगी जो रूम है। 


उदाहरण । 


१ । दिखलाओ कि दो समीकरण का प्रत्युत्पन्न उन दोनों 
का अचलस्पर्धी हैं। (२१६ प० देखे।) 

२। यदि सत्यक्षयर 4 इश्चय रे + १खय +-गझ० इसमें अव्यक्त 
मान भर, , भ२, भ३ हो और स'न्‍्ञ्रयरे + रक्य+सा८० इसमें 
अव्यक्तमाव श्र (, ज३ हाँ तो 

(िरणाओ३/ अस्त) (अर+अर '+(अ३--भर ) 

(अर--अ २) धर अर २)+ (अर अर) (अ३-- अर ९) 
(प्र:--अ २5 फी इसका मान समीकरण के पद गुणकों के फल 
में ले आबो । 

यहां १६८ व प्रक्रम से 

“-भ्रश्र फ २८६ ([थ(कग- ख २ )--क (धग - कश्) + 

ख' (अव--कर)) 
हैँ 


४ैपम समीकरण-मीमाँसा 


२२० वें प्रक्रम की अन्तिम युक्ति से दोनों समीकरणों का 
थही चलस्पद्धी होगा । 

२२३। (श्र८, ज,, अर," अत) (य, १) ८० इसमें श्रव्यक्त 
मान ३५, इ२-*“ इत हो तो 


झ्र प्रा (हू, के ई२, ०० “ इन) नन्फी (श्र, ध्र्प १३१ ९९९० भर) 
इसमें इ, , ६२, ... ...ईन के स्थान में ३-7, इ२--१, ... .-« 
इन-+य इत्यादि के उत्थापन देने से १२६ वे प्रक्रम से 


हु फा (ह्‌ ५ ज्न्य, इं२-- 4, न] + इसज+ य) 


#फी (स,, स, » सै२)-०००० "3 सल) 
चलनकलन के दृ८ थे प्रक्रम ले और फी में य* इत्यादि 
के छोड़ देने से 


स, २%भआ५, सच्अ(+न+अक्य, सरन्‍्थ३+ रेश्न (य, ... .« 


ताफा 
छतन्भत +नभ्र- / य ऐसा मानने से 0. + > ० +०--० + 
ता टू ९ ता ।क्‍ शृ त्त जे 








दि सिम की 2 ज 200 शी को 
ताइन भ्ताइ, ताइर त्ताइव 
इस उस्कुत से प्रकाश करने से और ----. +--.-+ 
३ ताईर 
(॥ 
हे लय ““-वि म्रान लेने से और 
न 
श्र काफी नारे ता की ट्े अर फी न॑- रन 
(भ, , 'वांध्र ता अर, 
नर ताफी 


.ताशअ 














र्ज्ञ वन हे. का हद 
ताअ, दा अर 
त्ृ डे 
अर... ४; ) अर 
भय 
अक्---- +३ कीतति जा फे 
वा, वा झर 
नश्मत_ ता वो 
ता शभ्रत 


ऐसा हो तो वदि फा, + द् ६,, ३०, ३३५ -*---) 
और फी, > फी (श्र, , ४,; अ२-,-----० अत) 


वे हे (फा, कप फा, + दि फा,क---- ) 


न्फी-+प्ी फ्री +-.- ---दोगों समोकरणों में य के गुयक 
मान करने से 


सा 
अ. विफा (,, ३२, ....--- बच) 5 
वी फ्री (ज,, भ३ अर मई 
यह समीकरण दिखलाता है कि फ्र के जि से अव्यक 
मानों के रूप में जो तद् प फू होगा वहो फी के दी से समीक 
रण के पदगुणकों के रूप में आचेगा। 


फा ओर फो हे स्थान में वि फा और वो फी के छेनेने 
कपर ही की युक्ति से घ्िद्ध कर सकते दो कि विन्‍्फरान्तरी'फी, 
इत्यादि उत्पन्न होगे । 


४६० समीकरण-मीमांसा 


यदि वि फ्[-० तो 5 फा इत्यादि भी शून्य होंगे; इसलिये 
ऐसो स्थिति में 
फू (६,--य, इ, -य, .... इस्- ये इसमें य का नाश हो 


जायगा, परन्तु य॒ का न रहता तभी समव है जब कि फा (६, 
६२, ४३) ---- न) यह अव्यक्तमारनों के अन्दर का फल्न हो। 


इस पर से सिद्ध दोता हैं कि यदि आ, “7 फा[«ब्वी की ००० 


न्ना ४.० * «85 
वां आ, वी एी 5० तो कहेंगे कि श्रव्यक्तमारनों के उत्तर का 
फल यह पा है । जैसे 
उदाहरण 
१। अव्यक्तमानों के अन्तर के इस फल का मान बताश्रो 
4 5 आप # ५ 
जिसमें लेपाब ओर घ्रुब शक्ति दोनों तीन हैं । 
मान लो कि बह फल रफन्‍जा अरेश| + फाआ भर, भर 
न॑खा श्र, (१६६ प० देखे। 
तो बी फू-(३न्ना +का) अरश्र, + (रका + ३ खा) श्र ,२० 
इसलिये ३शआ--कार०। २२+ ३खा-० | 
यदि मान लो क्रि भऋरे तो ॥+--३, स्रान१। इनके 
उत्थापन से ; 
फूंश्र> , श्र,--३ अ,अ्र, ४५ + २ अह | 
यदि श्र,य*+३ेअ ,यरे + ३ेअ३ थे + ४३१०... ... -«. «० *-(९) 
इस पर से ३८ वें प्रक्रम दी युक्ति से पक ऐसा नया समो- 


प्रकी्णक हर 


क्र 


का हर +- बह ॥५. ... इ: 
करण बनाओ जिसमे दूसरा प्द न रहे दो दह समीव रण 


र्‌ न्द्र्का 
श्र + रै र््गञ हि. मा रन उर (जे ३० रै2० अ,श्र 
भर झ्ह 
2 मा 0) 
देखा होगा। इसमे यदि 


अ.भर-भ रे ञ्रा झौर 8] अत ३ अकअ(ज३ + भ्ञ हि 0 
तो ऊपर जो फट आया है बह गा के तुल्य ही है। ऊपर के 


त्त कर 
घन समीकरण में यदि्‌ ज,ग्न्ल तो स्ल्ण इसके वत्यापन से 
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कि य + पे हाल + दर » था छै +४ हाल +गां5० .. (३) 


हा और गा ये घन समीकरण में बड़े उपये।गी हैं । 


२२४। २-१ वे प्रक्रम ले सत्न का चल्लस्पर्द्धी फी (स., सम- ६ 
.««« ०) यह है मिले यद्‌ फो कह ओर जब ब८० तब फी 
का फी०ल्‍फी (अ, अत-७ --- - ज०) कहे ओर ऊपर के 


| आम. 

प्रक्रम का सड्डुत वी ग्रहण करे जिसका नाम कारक कहो तो 
रु पा के 
चलनकलन से ओर वी कारक से 


फीन्फी« +यवी फ्री हा दा फ्री० नुंड *««० ०० हि प्‌ -फ 


यहां फी, का वार वार वी लेने से मान वदलता बदलता 
जब फी (अ,, अ,, .........जन) ऐसा दंगा तब यह अब्यक्त 


३६२ समीकरण-मीमा।ल 


के मार्नों का अन्तर होगा | १२३ बे' प्रक्रः की युक्ति से फिर 

आगे इसका वी शूल्यके तुल्य दोगा और फी के श्र ढी रूप मान 

में आगे के सब पद्‌ उड़ जञायेंगे। इसका मान फा (६,, इ२, 
...३ ) के वि कारक से जान सकते है । जैसे 


उदाहरण 


१ | अक्यर + ३ अजय + ३ असय+अ॥ 5० इसमें यदि अर 
--भ्रे जहा और १२० थे प्रकम के उदादरण को लेने से 
श्र योइरे ( इ.--३इ६ )* ८ १८ ( अर--अ्र, आर, ) 
तो यहां फि. तह यो ह३ (४२-४५) ज्फी 
नम (अर >अश/भ३) न्फी, 
बाय पक्ष का वि और दहिने पक्का वी लेने से 
- भ्र८ यो ३२ इ। हि२7 ३8) लरै८ (अअर - श्रभ्र३)न्वीकी | 
फिर बैसी ही क्रिया करने से 
( अह्वयों ९(६२-३३)' ह३६(अ३-अध्भर )न्वी फी 
फिर वैसी ही क्रिया करने से दोनों पत्त शुन्य के तुल्य 
दोंगे। इनका उत्थापन फ्री में देने से और- ९८5 का भाग दे 
देने से 
(अल “अर )+ (अल “भर अर )यन (अ,्ञ्र - भ, *)यर 
यह चन्रस्पर्द्धी का रूप हुआ जो कि १२० चे' प्रक्रम के 


उदाहरण में भी सिद्ध हुआ है। देखो ऊपर के चलस्पर्द्धी के य 
का गुण दा है और हा का वी शून्य होता है; इसलिये हा को 
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प्रधान गुणक्त फहते हैं। इसी प्रधाव ह से फ्री (०. भ,,.....- 
श्र) यह बना है। इसी में ०, ज, ...... इत्मादि के खान में - 
इनके स्पर्दी अक्ष अत-९-- “ ईष्यादि के इत्थाय से फो, 
बनता है। फिर फ्री में शत, ज३- ५ ..... इत्यादि के खान में 
सन, सन_ २ ----रल्यादि के उत्थापन से चलस्पर्ी का रूप 


होता है । 


२) आय" | ५ अ्रयर+ 5अ,य +- ४ प+ ५८० इस 
चतुर्धात समीकरण का वह चलस्पद्धी वनाओ्ी जिसमें प्रधान 
शुणक हा दो । 


हा-श्र,अ२-»१, और चक्ूस्पर्द्धी चतुर्घात दा समीकरण 
होगा । क्योंकि यहा सेा-२ और धभु-२; इसलिये २२२ वे” प्रक्रम 
से मप्ल से -- २ भु-४ ५२-३२ १ २८४ | 


शक, अ३) भ , इनके स्थान में इनक रुपर्डों अ,, अर, ४३ के 
उत्थापन से 


फी जल भर - भई 
| [ 
वी फो नरेअ अ, “० अर्अ३ 7 श्थ्रइब२ ८ रे अर “अर अ ३ ) 


दी फी - ३ (अक्च्र, >२ अ,आ३ +३े अऔ+४ अ आ,) 
से रे(प्रजभ,+रे भ,अइ -र३े अ३ ) 

वी फी ८२ (४ 9,०३३ अक्आ्३- ९९४ अजथ्२+ ६ अर अर ) 
से ४ (३ अ०भ,३८>रेजशर नर (अ,भ३ > भ,भर२) 


४६४ समोकरण-मीमांसा 
वी फी, ८ १२(३ अ्र,अ२- २ अरे - अ,अ २! 
+ २४ (अ,अ, -भ३) 

इनके उत्थापन से चलस्पद्धी 

(अक्भ३- अरे) य" + २(अ,आअ३ “अर, झ२ )य* +- (अ, श्र, + 
२श्चन,भ्र३ ८) श्र) परे 

+रे (भर, >अ, थ३ )य-- (अश्र, -- ५३ सह 

२२५ | कल्पना करो कि (प्र,पश्र अर, ....., ०५) (यम, रोने 

के दो चलस्पद्धी 


(का, का,) का .... , का ) (|, र)ए7 ऋूका, (_-कर) 
(य-क३२)... ..... य- कर २) 


और (खा, सा, , खा, , ...... खाब) (०, २) ह्खा, (य- 
स, २) (प-ख३ २) .... (:-णख र) है तो 


काक, २ पका (के, प-१२ +. प्र द् का क, पररेएप -- 


र का भागश दे देने से 


का कह +प का, कप 7१५ प(प काएकपु 7२+- 
कका ८७०.. ...... .. (१) 


रेर३ वे अ्रक्रम को युक्ति से का,, का,, “---,फा को 
भुख्य समीकरण(श्र,श्र,, - श्र )(य,न) के अध्यक्त मार्मों के फल 
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१) 
२! 





होने से बिक ८८०, परववेका ध्नपका वि का २-पका | (प--१) 


सलिये 





कल प्‌ प--*१ हर 
वि | का ८कत न प्रा (कैश श्र का कई क्र रे 


५» «०० ०००० *--  काय | 


८पका«क 'विकदफपदा उतर 
प(प--१)का, कहे विकत +प (प-६) का कक + + ०००० *** 
> प का करत! (१-+-विकठ )+ पि(प- १)+ कर्क ९) 
(१+विकह) + ... ««. «-- «-- 


प (कानकर्ता ! +-(प- १) का (कर्त * + ध््््् 


का रस 2 अर <ंड 24 +कांत ५) (१+ विक्त)5० 
इसलिये ख्किद+ पऐसट०.... बिक्तस- 

इसी प्रकार वि सन एै-०. विस; ८- 
ग वि (कठत- खंथ ) स्ट्9 


$ 9... 
|] 


परन्तु क(१-खब का वि तभी शून्य होगा जब कद -खैथ यह्‌ 
मुख्य समीकरण के मानों के अन्तर का फल होगा । 


इस पर से लिद होता है कि 


दो खचलस्पद्धियोश्राक्ेक्तव्य मादों के अन्तर का फल 
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सुब्य समीकरण के अव्यक्त मानों के अन्तरों का फल होगा | 
२९५६ । वर्गान्तर के उत्थापत से सद्ठ का मान जो स' 

होता है उसका अ्यतस्पद्धी स, के अचलस्पर्दी को ५ 


[दूु ते 
इस कनिष्ठफल्त के पभ्रु घात से गुण देने से होता है। 


कर्पना करो कि स। के यर-_. 7. ऐसा मान कर समी 
करण का रुपान्‍तर किया और सह, का श्रचल्षर्द्धी 


ले 
श्रा>भ, गौ (६५-इ२) (६३-६३)... ... (३ - अन्न) 


जहाँ प्रत्येक अच्यक्त मान फे से तुल्य परमधात आए हैं। 
तो रुपान्तर किए हुए समीकरण को से'+ कहे। तो इसमें किसी 
दो अब्यक्त ३५ थ्री : इ दो मान ऊपर के य मान से जो 
/ तेय-त 


घ ० क्धइ सिद्ध होता है उसमे उत्थापन देने से 





तहइ,-त रे तइध-त 


द-दह्थ  . द-दइथ 








न 
/ है हल दंत हब धंप) 
के (दृ दइंथ) (द ढ ३५) 


और सजत्भ ०(प-६ ५) (प-ह/ 
(यदि अभिन्न में रूप बनाओ तो) 


जहां अ-अ०(द- व इ१) (द-दइ२)-“ (द-दइच्छे 
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अब यदि इ'६-इ'ध इसमे थ और ७ के स्थान में १,२, २, 
इत्यादि के उत्थापन से स'५ का अचलस्पर्दधी आ' बनाओ और 
श्र, के खाब में अ, का उत्थापत दो तो हर के जड़ जाने से 


आ-[दुत - द'क)> आ...... दब 2 22 (१) 
ऐसा होगा | 


इसी प्रकार यदि सका चलस्‍्पद्धी 


फ्री (सलमान यो (३२-“ईै२) (६२-३३). , ..... ««« 
(्‌य “है ) (य “ई रो 


जे कि फ्वी ()) के आवार अव्यक्त मानोंके फल फीमे इ,, 
इ२, . . ३० ईैदयादि के स्थान पे--य+३, .-२+३२॥ -. ..... 
->य+इ+ के उत्थापत से उत्पय जुआ है। (५१ हाँ #० देखे।) 
तो स' का चलसपद्धी-/दव -दत)धु एव 7) हाणा। इयोक्ति 
ऊपर की युक्ति से जब ए्टी (२) के झ्ाधार फह कि में इ,, 
इ२,..----इत्यादि का उत्थापन दोगे तो हर में 

(द-द३,) (द-द ६२).----(४- द इस) इसका से घात 
रहेगा जो रन इस गुणक के कारण नाश हो आादगा । के 

मो रे (द्व' बी, 
गुणक रह जञायगा और (दव-दढ)का मु घात 
गुणक होगा । २९४ वे प्रकत में प्री, केवीले जो इलस्पर्द् 
आया है उस से भी यद्दी छिद्ध होता 


छ्ध्प सप्तीररण-मी मांघा 


टर 


२०५७ | यदि 

स्तर यीं ऊन श्र य१२-- न(न- १) ये रहे... ... ««« 
+अन्नर 

ऐसा ध्रुवशक्तिक फत्न हो तो 

स्वत व य इसके स्थान में तन को अभिन्न करने के लिये 

3 _ न शक 5 पैसा मानना चाहिए 

२ दयकतरर दुछ + 


जहाँ यर-दुय + तर' और र-द'य' + त'र' और 
संत (अल न नञअ छोर न # 9७००० +जअ्य ) 


/+तर)ग , नञ्ञ | (दर्या +तर')न7* 
- (दय +- तर) अ दिय +तर ) 0 83 
[द्‌ ये ) दया कतार) न त्तर)न (दुय--त रे ) ने: श 
>्ञ ,(दरय न तर, “न | (दर्य + तर )व- १ (दुप' + तर) + ५*० ०० 
इस्त पर से झह सकते हो कि एक अव्यक्त के फलों को दो 
बणान्तरों के प्रुवशक्तछ फल्नों के रूप में बदल सकते हैं । 


अर्थात्‌ यदि सबच्श्रय <नग्र ये: १३... «०००० +२* इंसका 


दुय क+तर 
दघ/+ वर सा माल कर उत्या- 


पन से स ' का अयलस्पर्दी आ' दनाओ दो 


अचलम्पर्दी आ हो और य 


आदत - दत)5 आ इसमें त और त' के स्थान में हू र 
और त* के उत्थापन से 
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श्रा'+ ( दत' -दत ) «जया ऐसा होगा। 
सन घ्ड न (झ्लरं ननभ्य क्र न *«ब्चन*5 न. श्र) बन छे 


तो श॑ के अ्पवर्सन से अली +नक्व, री + «० + श्र, नर 
इसमें ल के थे ही मान होगे जो आया +पश्ष यो ९ + ««+«* 
+ श्र + ० ईसमें होंगे; इसलिये 


(ध५,३ ५ ४ ५भ्न) (य,१) इसका जो अचलरूस्पर्दी होगा 
बद्दी (अर५ कर ३१” ** अत) (लत; होते इसका ऋचलस्पर्डी होगा | 


(अर 0भ्रर१-० + उप) (य५१) इसके इ. २.३५, “*“ इज 
के मानों के र गुणित तुल्य मान (आ,,भ्र,,-०* अर) (यह 
इसके होंगे; इसलिये इसका अ्रचलत्पर्दी पहिले ऋचलस्पर््धी 
के र* इससे गुण देने से होगा। 

अक्खी 4 नशझ् लग 7! २ «०० +अज्व 5 ० इससे ल>- कें 

द्य नैतर 24 ५ | 
मे दया+ तार अर्थात्‌ प्‌ कटे स्थान प्र दशक रर का 
ओर २ के स्थान में दब/+तरा का उत्थापन देने से इस 
नये समीकरण का अचलस्पर्दधी >(दृद'-द'स)“रज्या जहाँ 
अल +नश्न ला ५ -- “+अत_ का अचलस्पर्दधी आ है। 
इससे चीचे लिखी बातें खिद्ध होती है :-- 

(१) किली वहुपद अव्यक्तराशि का अचलस्डी पदों के 
शुयकों का ऐसा फल है कि यदि अव्यक्त राशिओं के व्यक्ताडु 
शुण्ति युत दर्णान्‍्तर्सों से उत्थादन दे' तो नये समीकरण के 


पद शुणकों का चैसा ही फल, पहिले फल के इत' -दत इब्दके 
भू 


स्पाच 


पृ०० समीकरणु-मीमांसा 


पक काई घात भु से गुण देने से जो गुणनफल दोगा उसके 
तुल्य दोगा । 

(२) चलस्पर्दी बहुपद्‌ अव्यक्तराशि के पदों के गुणकों 
का और अव्यक्तों का एक ऐसा फल है कि यदि अन्‍्यक्त 
राशिओं के स्थान में व्यक्ताइु गुणित युत वर्णान्तरों से उत्थापन 
दे' तो इसमें उसी फल के ऐसा पद शुशकांका और नये 
अव्यक्त राशिश्रों का जो फल हो वह पूथफल को दत/-दत 
के भु घात से गुण देने से जो हो उसके तुदय होगा। ञ 
दत'-दत इसे समीकरणों के परिपत्तन का मध्यस्थ 
कहते है । | 

उदाहरण 

१। यदि य८दया+तरा , र०द,या+त,रा और -भयरे + 
शफ्पर +खररे “आया? + रकायारा + खारा तो पदिले का अचल- 
स्पर्दी अल्न-करे यह होगा, क्योंकि २२२वें प्रक्रम के पहिले 
उदाहरण में यही दा है और हा का वी शून्य होता है। इसलत्रिये 
ऊपर (१) नियम से ध्ुवशक्ति दो दोने से आखा-कार ८ 
(दत , “द,त)* (अख - क* ) ऐसा दोगा | 

२ | (अ,क,स,ग,घ) (य,२)४ 5 (आ,का,खा,गा,घा) (या,रा)* 

जहाँ यजदया+तर, र८दपा+तरा। 

यहां २१० प्रक्रम के दूसरे उदादरण से पहिले का अचल- 
स्पद्धी श्रध- श्कगम+ शेखर यह है और धु७५ और मध्यस्थ 
#(दत | -द (त)॥ 

इसलिये आ्राधा- ४कागा+इेखारे 5 (दत, -दह्त)* 
४ (झप्त -- शका +- देख 


प्रकीण क प०३*ै 
३। दूसरे उदाहरण में २९० प्रक्रम के तीसरे उदाहरण 
से अचब + रकखग-अगर -क रघ-खसप यह भी पहिले का 
अ्रचलस्पर्द्ी है जहां भु5 ६; इसलिये 
शद्ाघा + रकाह्ांगा > आगा* -का पऐघा - खा * 
# (दत३ “द१त) (अखघ + रकसग- अगर - क *घ - स * ) 
8 । ऊपर ही के रुपान्तर से यदि 
अपरे + रकपर + सरपे ८ आपारे + रकायारा + सार -«+«-- (१) 


अ,य' +रेक यर+ख (२ ८ आ यार + *का यारा मु 
न सा ,श तब न **(१) 
तो (१) में * गुणित (२) को जोड़ देने से 


(भ्र+इश्न, )य + १(क+ इक; यर+ (ख+ इस (२ 
पल + इआ, ऐया + २(का + इकी , यारा + (रा +इखा, )गप 
(१) उदाहरण से 

हित />दरत]  ((अ+ श्र, )(ख+ इस |) - (क + रेक २) * 

| (आ+इथा)(खान इखा,)- (का + इक; ) ९ 

दोनों पक्षों में ३ के समान घातों के गुणकों के समान 
करने से 

आखा, + आ ,खा- रकाक्ा , ८(दृत, -द /त)* 

४ (अख +झरस- रकक, ) 

और आ;जा, -कार 5 दत: -दत) (अज, -करै) जो 
कि प्रथम उदादरण में भी सिद्ध हुआ है । 

४। अपर + कर + ख* + २फरल + रगयत्ञ + रहपर इस प्रद 
श्रक्तिक समीकरण में ब-द,या+त,रा+थका, र>दश्या+ 


५०२१ समीकरण-मीमांसा 


त,रा+थरला और ल-द॥्या+ तरा+थ, ता ऐसे मानों खे 
समीकरण को बदलते से यदि समीकरण का रुूपान्तंर 
आया +फारा + साला  + नफारासा + गगायाछा + शहायारा ऐसा 


हो तो सिद्ध करो कि 





द। दर ३ हि | भर है स| |आहाला 

ते, सह ते4 | [ह के फन्॑|ह काका! 
। 

थ, थर थे भ फू स| |भा एांखा 





पहिले समीकरण में श्रव्यक्त के नये मानों का उत्थाएन 
हेकर गुणा का परहएर सम्बन्ध जाब कर ऊपर फे कनिष्ठ- 
फलों की समता सहज में जान सकते हो । इससे यह भी ज्ञान 
पड़ता दे कि दिए हुए तीन अ्रव्यक्त सम्बन्धी समीकरणों का 


भ्रहन 
यह श्रचलश्पर्द्धी है । 


हकफ 
ग्फख 

२२५८--यदि (धन, श्र,,शर, ...... अत ) (य,र )गें ८ सन 
इसमें यत्या+चरा, यज्व्या+शा तो सर का रृुएान्तर 
(सभा भ३3--० अत) (पा,र)ग ऐसा द्ोगा जहां १२६हं 
ध्रक्रम भा, श्र, आ, 5८ आर थे श्र, श्र श््द श्र भू शेख 
+ थार; हत्यादि। 

श्रव यदि मत का चलस्पद्धी फ्री (ह,, ४,, ४,,... ...श्रन 
९२) यद हो:तो १श६वें प्रकम छे (२) नियम से मध्यस्थ 
इत -दह के १ के तुल्य होने से 

फी (अर, श्र, भर ,... -.. भर. ,२,२) 
न्फी (आ,,धा ,,वा३, .. «-भाल)ण,रा) 
नफी (आ,,आ,चार,... ...आन,व - पर, रो) 








प्रडकीण क ५७३ 


दहिन पक्ष का रूप चलनकऋतलन के ६८वें प्रक्रम ले च के 
घात वृद्धि में ते आने से 


फी ८ फी+च(वीफी- गा +हाभचरे +हाइच + ... ... 


अदा हा, हा ३, इत्यादि चरे,च' इत्यादि के ग्रुसक हैं । 


च के किसी मान में यह समीकरण ठीक दोगा। इसलिये 
फी को दोनों पक्तों मे घटाऋर च का भाग देकर लब्धि में च को 


शून्य मानने से वी फी - पाप नमक 


ताफी _ क पीर के श्र फी +3्श्नन की 
त ताअ, ता, 


ताफी 
0०% ०७ +नञअस _ ताझ 9०१५७ () 


यदि की को (छा,,का,,का,,का३,....«-कांम) (य,र) ऐलए 
कल्पना कर तो 


फो 


रफुत्न कण रकम (म- १) का थी रे + ... ... 
न मका 2... रे 
स्वीफी-वीका, ये + मवीका , यों '१+ ..., ... न वीका, रो 
य के समान घातों के गुयकां को खमान करने से 
बीश, र ०,वीक्ञ , >ूका ५ वीज्ष, ++ स्पा | ,... **वीकध _मका,._ ५ 


यही बात २२४व प्रक्रम में भी सिद्ध हुई है। 


५०७ समीकर णस-मोर्मासा 


यदि कूपर के स, के मान में यतूथ्या+राल्या+वप्श 
ऐसा माने तो यहां मध्यस्थ - १ होगा और (श्र,,अ, ,*** अं) 
(पर) ८ (अत, भन- ९५ ७ «र०) (ग,ग)। और तबसत को 
चलर्पर्दी 


(- १) फो (म७,भ्र मर, ... --- अत)ण, रो 
रफी (अन,भत- १३००-०० ०गों। रा) 
२(-१)५ फी (अर , भ३, ... .... अत) ए, या) 
इस पर से सिद्धि द्वोता है कि 


चलस्पर्दधी के आदि पद से आगे ओर अन्त पद से 
पीछे तुल्यान्तरित पदों के गरुणक, संख्या में समान होंगे 
( यदि भ्र्‌ विषम होगा तो विरुद्ध चिन्ह के होंगे) । 

यदि किसी एक मान में ॥,,अ, इत्यादि के स्थान में उनके 
स्पर्द्धी अत्,भत्त-..- इत्यादि रख विए जांय । २ के स्थान में य और 
य के स्थान मे र को रख देने से ओर अ,,भ्र,, ..-* इत्यादि के 
स्थान में जन ,भन- ९ इत्यादि के ग्रहण करने से (१) समीकरण से 

यर्गीफीपरपफी छा, -पाफी | शत ३ फी 
ने 


तार ताझत श्‌ ने- श्ताअ हक रे ताभ; हे 


यदि सन्त का फी(अ, अर ,अ,,.---- ,अन) यहे अचलरउर्द्ध 
हो तो ऊपर जो य और र के परिवत्तन से नया सनत्सत 
ऐसा बनेगा, उसको अचलस्पर्दधीं, मध्यस्थ का मान एक होने से 


भ्रदीण के पूण्पू 


२२५ प्रकरम के (१) समीऋरण से ५ ओर सत्त के अचल- 
स्पर्द्धिओं में 

फी (चाआ आर, आन) नफी (अ, ,अर, अर) भे३* अो 
ऐसा समीकरण बनेया । 

और ऊपर के (२) समीकरण से अब 





त्त्फी ताफ्री त्ाफी 
+रञ्त रव्ाा+ + रेस 
ताञ्र, _॥ ताञ; 








ओर स में यदि य>रा, रच-या तो सध्यस्थ का मान -१ 
होगा; इसलिये तब दोनों के अचलस्पद्धि आ में 
'फी(अ, , अं... ढक ० ४(८ हि फी(अ,ञर,,भ्र३, “नं ) 

इससे सिद्ध हाता है कि 

अ&, श्र), अर ......- - इत्यादि के स्थान में यदि अं 
आ>-७ अंक २ इत्यादि का उत्थापन दें तव जो सन होगा 
बसका अचलस्पर्डी तन के अचलस्पद्धी के समान ही 
होता है। भत्र श्र, विषम होता हैं तब केवल दोनों, संख्या 
में तुल्य, विरुद्ध चिन्ह के होंगे ! 


सूछ्द् समीकरण-मीर्माता 


२२९---६स प्रक्रम में चलस्पर्दी ओर अचलसस्‍्पर्दिओं के 


विषय में जो कुछ लिख आए हैं उनकी ध्याप्ति के लिये कुछ 
बंदाहरण क्रिया समेत दिखलाते हैं 


उदाहरण 


१॥+स३ ० अक्यों + स्अय+अर८* इसमें अव्यक्त मान 
४५) ३३ दो तो सिद्ध करे कि किसी वर्ग समीकरण में एक ही 
अ्रधान अचलस्पद्टी हैता है और चलस्पद्धी उस वर्ग समीकरण 
के छे।ड कर और कोई नहीं होता । 


यहाँ सब ८ श्र, (ए-६,) (१-३३ ) 
श्र, 


इसलिये यहां अचलस्पद्धी वा चक्षस्पर्दी (६, -8,)*7 इस 
रूप से होगा क्योंकि श्रव्यक्त के मानान्तर का विषम घात 
समीकरण के पद गुणुकों का ग्रकरणीगत फल नहीं होता। 
इसलिये (६, -इ२)* हसमें ४ (६३ के स्थान में ३ , -य,३२- ये 
के उत्थापन से और भिन्न का दूर करने के लिये स' से गुणः 


देने से स्पद्धी का रूप से (08 - | 
हू “ये दे 


9९१ हू )२प ; 
४ (३५ है गा हो गे) (६, “य)' (ड़, - ब)१ 


ल्आर इर-३,) | रा आर्रे(भ -क२७, 


प्रकीण क पृष्क 


स्थिर गुणकों का हटा देने से श्रचलस्पर्दी श्र८७२-तअ 
थद्द होगा। 


इसके घात प के तत्य जो ऊपर अचलस्पर्डी है वह इसी 
बना है | इसलिये प्रधान अचलसूपर्द्धी भ्र,श्र,-प्र, यही होगा 
और थदि फी, >भ, तो शश्३वं प्रकम से फी, ८ »,, 
बीफी, > रञ्र,, वी फी, >२०, । इसलिये सर का चल- 

हे 87) डर [> 

स्पर्दी फी-फी,+य दी फी, + त््ी फा, > श्र न रेश (रे 
+भ9ण रे, यह स, ही है। 

२। धन समीकरण में चल्लस्पर्द्धिष्न के रूपो को बताओ, 
जहां स| ८ भक्य' +रेञ्न ये + इेश्न,य+भ्र, ₹* और अध्यक्त 
सांस हू ,,१२,ई 8 है | 


यहां अध्यक्त के कोई दो मान इ, श्रोर इए के अन्तर इ, - 


प्र हे हब पके उत्थापल से 
१ १ इ३-इ, 


*- मर कद 0... हक 
« इैबाय इश्णय- (य-इ,)य-३३) 


>> + (इशी३ +इय)+(इ,३१३+इश्य) 
(य- ३, ) (२-३२) (य-इ३३) 


भिन्न के हटाने के लिये स, से गुण देने से 


अक[-(इश३३+इ,य)+'इ (६३ + इश्य)) ऐसा होगा। 
यहां बृहत्कोष्डक न्दर्गंत ज्ञो राशि है वह देखों इ, -इ५ इसमे 


पृ०; समीकरण-मोमांसा 


-इ,, और इ२ के सथान में इश६३+इतय और ह,इ३ +इरप 
के उत्थापन से बनी है। इसी इकार इ२-६३ इसमें भी -६५ 
के खान में ६६२+इकयप और इर के खान मे ऊरर जो लिख 
आए है उनके उत्थापत से तत्सस्वन्धी ऊपर का फल बन 
जायगा। इसलिये घन समीकरण के चलस्पद्धिश्ों के लिये 

३५,-5२ और -६६ इनके स्थान में ऊपर की राशिश्रों का 
वत्थापन दे सकते हैं । 


(१) यदि अध्यक्त मानों के अन्तर का फल हा वा गा हो 
( २१५२ प्रक्म का १ उदाहरण देखो ) तो सोपान ओर भ्रव 
शक्ति दोनों तुल्य होंगे। और भर यौ (६, - इ.) 


+ रेआह (इ१+ ३३५३३ ०६९३२ - ३१६ “इ२६३) 

' प्शक१+३३+ ३३ 7६१६२ ०६१३६ : ई२६२) 
न्श्चृ०(६, +घाइ३ +घारइ,) (६(+घारइए +घाहर 
८६(अ१- ५ अ३ ) 
जहां था, घ।*, १ के घनपूल हैं। 
चलस्पद्धी बनाने के लिये ऊपर लिखे हुए मानों से बदलनेसे 

९ ६६६/+घाइस+घाहबीय+ ३, +घाह (६३ + घा है. इ२ | 


४ (8 +घापइ३ + घाई३) य--४ २६६ + घ'इ, इ३ +घाईइ ६२) 
स्द् धस >सक्ष्स, ) 


२०वें प्रक्रम के उदाहरण से स३-स,स, का रूप बनाने 
से और 


प्रकीर्णक धैण्ड 
इ.१३ +घाइ,ह३ +घा पद (इए ता, ६, +घाइर +घाइ३ ८ ता 
इसइ३+घाद इन धाइ इश्लमा, ६६ +घाइ, +घाई, मा 
ऐसा मानने से श से चलत्पद्धी 
हाय स्व (अक्ञ२- अर) +(धर,ल३ - अजजर)प 
+ (सेशआ३ - अ३) 
+(ताय + ता () (माय+ मा , ) 
इस प्रकार दात्य को दो गुाय गुणक रूप खण्डों में बना 
सकते. हैं । 


यदि स, किसी राशि का परा घन हो तो इ, +इ२ 5 इ+ 
ऐसा होने से शब् के प्रत्येक् पद के गुणक शून्य होगे । 


(२) यदि २२२ प्रक्रम के गः से चलस्परद्धी याद वनाओ तो 
ऊएर ही की युक्ति से 

शरद (है, +घाइर +घारइ,)+ (8, +घाइर +घाई,)*) 

र # -१७ अध्झञ( + रेझ१ - रेशन, अ | भर ) 
इसे बदल्ल देने से 

अ१([ताय-+-ता,)*+ (साय +सा,)* | 
5-२७ ( सं 8, +*स३- रेस (सम )ू रेण्याय 

२२३ प्रक्रम की युक्ति से जिसमें प्रधान गुणक गा हो ऐला 

चलस्पर्दी बनाओ तो 


गाय ८ (अऔहजभ्न३ - रेअ/ ग्र , ०२ + रेअ ३) + 
३ (अक्थ, आह + अ्रश्र, > *ल, घर यो 


भ्र्‌१० समीकरण-मीमांला 
“- िशश्न , +रेश्र,अ, अ३ + *अ३ ) 
-+ (अनशन थे नै भवेश्र, + रथ, भर )य 
कपर के ता और मा से 
एम ९/ - २७६२-६३) (ई३ ८६५) (६९-४२) 
'ऊपर ही की युक्ति से इ,,६२,३६६ को दूसरे इ२३५ + ३५२ 


इत्यादि मानों स बदल देने ले और मानों के श्रन्तरों 'कों पद्‌ 
शुणकीं के रूप में लाने से 


हि ख़्छ्रे 
(ताप + ता) - [माय + मा, )९ ४ २०५१ 2 + शह्व 


मे रेड तन >यदि</#॥ २. छद्ारे >क्ष, (/ ५ 
(४) अव्यक्त मानों के श्रन्तरादि वर्गो' के धात को पद 
शुणका के रुप में ले आने से 
अकइ््२०६३) (६६-इ,) (६ -इ. 
+-२०(गार -+- शहर ६ - २७ /९ 
से ऊपर के उदाहरण के ऐसा बदल देने से 
अं, (इर “8, (४६ “इ,) ह, ०३०) (य- 8.) 
य-ह३ (२-४५) 5 २७ ( गा + ४हएई )' 
इसलिये 8० 5गज़े + ४चऱ्े 
(५), (२) और (3) उदाहरणों से 


प्रकीणक ४११ 
रअ (ताए+ ता, # २७स०१/ (0: गांध) 
वा - अर (माय + मा; )" # + आस, १/ 8 - गाए) 
दोनों के योग से स्पष्ट है कि (स६३/ 2 + गाए रे 
+(स०७/ 8 -गाय)* इससे 
(ताय+ वा, )१-(माय+मा २) यह अर्थात्‌ कर 


यह था 5, यह निःशेत्र दो जायया। 


३-चतुर्धात समीकरण और इसके चल और अचल 
ध्पद्डी । ' 

१र०वे' प्रक्रम के (२) उदाहरण में दिखला आप हैं कि 
चतुर्धात समीकरण का दो श्रचत्ष स्पद्धी का और ध हैं।और 
२२२ प्रक्रम के ह अयान गुणक से २२३वे' प्रक्रम में चललस्पर्द्धी 


हाथ का भी साधन कर चुके हैं। उसी प्रकार यदि गा प्रधान 
शुणक से चलस्पद्धों गाय बनावे” तो 


गाय बल रेस (0,स३२- सस 7 रेस है 
थदि स,,स॥ इत्यादि के मानों का उत्थान दो तो 
गाय > जाय + आए यो + आर्य + आय 
+शा,यी +-मम+ल ८ 
जहां २२३वे' प्रक्रमम को क्रिया से 
शा। 5 - भर + रेअइअइ अर 7 रेअ३५ 
झ, + “अरैज, - श्थवअहआ; 7 है भ३ + धेज ३ भरे 


ण१२ समोकरण-मीमांला 


झा, ८ -श्थ,भभ - ९०अइश्न , + शश्श्र, श्र, भ्र, , 


श्रा, ८ -१०अ० अर + १० अर, , 


आ। मरे भेओ श्र | श्र, +- १०भ्रटत्न; “१ श्त्रश्र श्र, 
ब्रा, २आ०ज, + रेअ, भ ,आ३ + ६अश्श्र३ - ६अ, अरे, 
श्रा५ ८ अहेश्र। - रेश्र, अ, अ३॒+ शेअर | 


यहां आ॥,श्रा,,आ५,था, के मान जान लेने पर २९७ प्रक्रम 
की युक्ति से भुवशक्ति ३ विषम होने से चिन्ह बदल देने से 
आ३,भा: शोर आ, के मान बिना गणनां किए ही आरा जायेंगे । 


गा के मान को यदि स, के अच्यक्त मार्नों अर्थात्‌ इ, ३२, 
इ९,३५ के रुप में लाओ तो स्पष्ट है कि गा में गुएय ग्रुणक खण्ड 
इ२कइ३ १ इ७) पैक १ 7इ२ ३३, 8, +ई- इ३ 7 8५ 
ये होंगे ओर इ, , इ, , इ, और इ३, के स्थान में 

१ ! १ २ 


ह। 
शाए़! प्८5८०७ 5-८० और -.... क्रम से 
यह, य-ई ब-ई३ बाद 


इनके उत्थापन से ओर दर को हटाने के लिये भत्येक का 
न इससे गुर देने से गान में गुएय गुणुक रुप खण्ड 


॥ १ है १ 
सर पका ख्यदर पता नै गान. अत 4०० म्माकक है “7 


ख्‌ हा 2 र्न्‌ः कि. गन खाल कि पल ॥ ह 
पं ६१, य--ह, च--5५ यह, 


प्रकीण क पू१्‌३्‌ 


१ १ 
सर थ- हा बदा छा है) १ 
ये होंगे। इन पर से और स, ८ आ० (य-इ, ) (4-३२) 
(य-इ५) (य-३३) मान लेने से 
ब>(इ२“ह६,) (२-५) (प०३६५)-(६, ०-३५) 
. (प-इ२) (१-३५) 
भर (हु ०३७) (य- ३२) (य- ह३)--(इ२ ३६) 
(य-६२) (य-इ५) 
मर (इ, “इ३) (य-इश) (य- ६३) + (६२० इ३) 
(य- ३, ) (4-३३) 


श्र ४ 
ओर ३श्माद 5८भप बम | हायर -+ हल (बे भर + सर) 


हे 
इन पर से अनेक श्रोर उपयेगी समीकरण बना सकते हो । 


५--त घात के एक भ्वशक्तिक बहुपद्‌ राशि फू (य,०) में 
यदि यद्या+ तरा,र ८ दश+त'ग इत्तका उत्थापन देते हैं तो 
फू (१, का मान फा (या,रा) होता है और (ये का एक 
दूसरा फल जो स है वह उसी उत्थापन से सः द्ोता है तो. 
सिद्ध करो कि 


(कस तास तासा _ वासा 


मरा कर + तय: 
वाया ताया 


जहां मा परिवतन में मध्यस्थ है अर्थात्‌ मारद्त' - दत। 
यहां थर+दया 4 तरा,र दया + तस 


३४१४ समीफरण-मीमांसा 


इसलिये मायानन्तय-तर,माय८-दय+देर |, 
श्रीर चलनकलन से 
ताया _ ./ माया भार 


प्रा-->म्न्स मे 4 
ताप धारा ताय 


सागा 
दमा. ८ द 


तास _ सास ताया _ तासा तारा 
साय साया तायमे काश तार 


|| व (मा कता (>ह तस | 
मातार ९, जा ताया 


ताछ _ नासा ताया | तासा ताश 


अीखञज+ औक नशशनलनओ 


ताह ताया तार ताग तार कि 
5 फल ८ 
मा तारा मा तायो 
और फ (दया+तरा,द या+त रा)5:फा(या,ण) 


इस या और ण के स्थान में. और - पता 
' प्रताश ' ' हा ताया 


आम से इनके उत्थापन से भुवशक्ति न होने से 
2) 
रा तय 


यदि या श्रौर गा के स्पान में क्रम से - - और - 7 
श्‌ पग्राताया 


ताता नासा) , 
टन ताबाट “7 777) 


'इनका उत्थापन न तो 


प्रकीर्ण क पूएपू 


त्ता त्ता 
मात 
फ तार ताप 


द फा( “--5--- | सा... ... ,» -«-«- “) 


ता, 
५ त> /वां | ता _ता 
यहां फे रह बाप का तार * दाजे) से 
गतिपरम्परासस्वन्धी फर्ोँ का अभ्रहदण किया है अर्थात्‌ फ 


और फि के मान के उत्थापन से _... , - , इत्यादि के तो 
फ जय 

त्ता ता 
बार तर: 


चलराशियों के चश से तात्काल्षिक सम्बन्ध फे मान समको 
(चलनकलन का ७० वां प्रक्रम देखो ) 


(२) यदि तीखरी बहुपद राशि के फू; (५, २) ओर से चल- 
स्पर्दी हो जहां मान लो कि दोनों चलस्पद्धियाँ में से एक के 
समान श दो जाता है ओर थे हो दोनों चत्तस्पद्धि यों के मान 
था और स और नये पदयणुणकों के वश से क्रम से फा... (या,रा) 
और सप होता है जब य ओर र के परिवर्तंव से श का पक 
नया रुप दोगा। तो चल्वस्पद्दी क्रम से रशवें प्रक्र/ से 

माँ फा (ण,रा) 5 फाद (या,र) और सा सा साथ 


इस रुप के होंगे। (१) इन समीकरणां से आए हुए स्परुपों 
का उत्थापन (१) में देने से 
(रि ता तासा< दाता. 
२ नर ताप/ ( त्ताम ता) 
६ 


इत्यादि मान आेंगे इनसे उतनी बार उन 


१६ समीकरण-्मीमांसा 


इस पर ले सिद्ध होता है क्रिश का पक्र चल्मस्‍्पर्द्धी 


पू [२ ;) 
। 
(ह ।04 ताप कप) ै 
ता 


इसी अकार (२) से सिद्ध होग। कि फ (कर ' क्र 


यदि यहु स न घात का हो तो श का अचलस्परद्धी होगा और 
थदि्‌ स न से अधिक घात का होगा तो वही श का चल्लस्पद्धी 
होगा। यहां श के घात का द्योतक न है अर्थात्‌ श़॒ के मान में 
अव्यक्त का जो सब से बड़ा धात है उसका द्योतक न है | 


(१) यदि फू (य,र) ू (अत (भर श्र ३ ३9) (य,र) और 
फू ->फा, स>या तो श का एक अचलस्पर््धी 


ता ता ९४ 
नि 2 पक “८ है हक । न" न -+- सा 
( ७१7९3 २१) १३१३ ४) मर $ व 


ने ४८ (अ्थ्र३०० एज आह + रेझ३) 5 भा । 


,. /२) यदि स को चतुर्धात समीकरण का चलसपद्धी हाथ मान 
ले ओर फ् (य२) ८ (अ,,श्र (,...,७,) (य,२)" तो ऊपर की 
शरुक्ति से जब फू (य,२) 5 श तो 


५ त्ता ता ) 
अ,,श्र, द्वा “--॥ हा 
( ०3) ११:२१ ३९ ४) त्तार तय फ्द्व 


ऊझणरे [अर््रर्थ्र३ + रेश (अर्ण३--अ, अर - जम भरे -भशच्छा। 


(३) सिद्ध करो कि यदि (अ,क,ख,ग) (य,२)१ का चह्स्पर्द्ध 
गाय दो तो 


प्रकीण क यश 


शअ्रद् खन्‍ग +) हल 
( 90, ४ ) तर शद्ध 
“+--*) (अप्य-- ६अकखण + ध्आल  +- एक्स --३क खरे) 
६-यदि (झ,,शअ्र,,ञ्२७ --..--अंप (य.र) का अचलस्पर्दी 
पफि (अत ,--- अत दो और स कोई (य,र) का फल नवा 
न से अधिक घात का हो तो 
तास. सानेसर ताम तात 
(कद ? ताय पहार  ताय" “तारों दत्त) दे 
यह स कर अचल वा चलस्पर्दधी होगा | 
इसकी सिद्धि के लिये कल्पना करो कि 
ल्दया+तरा, य + दया +तरा', र ८ दया तरा, 
ग्नदया +त्तराः। 
फिर (५) वे' उदाहरण ही की युक्ति से इन -मानों से समी- 
करों के बदलने से ओर डत्थापन से मा ८ स. 


ताप का  तासा 
! वाह बता | वास 


तास 
या ->?+ २ 07 
ताय कार तायू तारः 
दा त्तः 
डब्द्दी संकेतों से (श-- +रा|---)। सा 
इसलिये ढे ्वंः न न 
4 
< ( / ता 5 रँ तः छः 
ताय चार 


, दोनो पंछो के फैलाने से 


पूश्द समीकरण-मीमांसा 
फि (छा५, घा।, घा३,----- पान) (या, 
5( घा० घा; पो३३-०--७ पान ) ( य,र ) 
इसलिये २२५ प्रक्रम से 
फि ( घा,,वा;;घार,... पान) ₹ माँ फ्ि(६०,ध /,६२, . . धन) 
इससे सिद्ध होता है कि फि(धघ,, ९, घर) -०.-०पर्वन) यह 
+ ६ _>जस, . _ पास 
थ॒ का अचल वा चल्नस्पद्धी जहां घर बा. गत ज-र 
इत्यादि है । 


यहां इस प्रकार के जो (य, २) और (१५, २' ) हैं इन्हें 
स्पर्डी चल कहते है। 


(१) कल्पना करे कि अन्य +रश्च,थ+भर थहय के 
रुपानतर खे श्रा,य + रआ,य+भार ऐसा हुआ तो २२६ 
घ्रक्रम के (१) उदादरण से 


आशआ, “आई “मार (भ्रञ्मन३- अर) ० ड 





श्रीर ऊपर के समीकरण से 
यार ता वार तापसा पारस 
पयारे तायान्तारा ताश 
/श्वापस कक त्ता्‌ स /२ तास 
स्य “5 + रेय न री. 
ताय* तायतार तार 
अब ऊपर के उ से 
तासाताप्सा ( तापेसा ९४ 
ताया। तारा तायातारा. 


व्मारेई पा सतास_ मी 
[ तास ज्ञारर ता यतार 


प्रकीय क ११६ 


इसे सा का हा सम्बन्धी चलर्पर्द्धी कहते हैं । 
(२) उपर के उदाहरण में यदि स॒८ (अ,क,ख,ग) (य,र)' दो 
तो चलस्परद्धी कैसा होगा । 
यहांस > अय* +- इकय 'र + रेखयर' + गर' | इसलिये चलन- 
कलन से 
स« भ्रय - रेकय * २-- रेखथर ' + गर * 


तास श्पांस 


--- मा शेअय * + ६कयर + रेखर इश्रय + ६7२ 

तय 

ते _ श्र + इखयर + शेकयरे; -- 5 ६गर + ईसय 

त्त ताय; 

$े स्स्त तारे 
व शवियय/ ६ख़र, कर ३६ [(अग 4 कच्) यर 
तायतार तय तार 

+ अखय * + कारर | 





नाणसतास /तास 
दि हारे ( रे ) ३६ (अन्न -क् )य* 
ताय' तार पतायतार 


+ (आ-कसोपर + (का-- २९ 
(५) इसी प्रकार सिद्ध करो यदि सर (अ्रक,ग,,घ) (य२)* 
तो चलस्पर्द्धी 
ले (अरत्न -क  )य* +२ (>ग--कखय* २ -- (अब 
+ रक््ग- रेख रे) य रे + २ कघ - खग)यर (ख-+ घ- गर )र ४ । 
७- यदि अव्यक्त राशि ज्ञा 5 सा+ ४( यर'- चर) ऐसा 
हो जहां 
सा॑ू- श्र, :«« अत) ( य,र /। और ( य,र) और 


(य,र) परसुपर स्पर्द्धी चल्न हैं । 


पुर ० समोकरणु-मीर्मासा 


यदि श का कोई अचल्स्पर्द्धी बनाया जाय तो उसमे भ्र के 
मित्र भिन्न घातों के गुणक य' ओर २' के धुबशक्तिक फल द्वोंगे 
वे सब अलग श्रत्नगग सा के चलस्पद्ी दोगे। स्योकि गुण- 
गणित युत चर्णान्तर जब थ, और र को बदलेगे तो 

सान-(अक््र ,अ३)..० ०) अत) (थ,र) 
धआभआ आई ,... आन) ( वा,रा) 

ओर यर'-वयरनम (याराज्यारा) । इसलिये सा+ 
आयर-यर)न यह (आ,,आा,,.......आन ) (या, )' 
+ अ्मए (यारा -यांण)ँ छेसा होगा। 


इसलिये कोई अचलस्पर्डधी फ्रा दोनों के बनाए जाये तो 
श्र के घात वृद्धि में २९६ वे प्रकम से 


( फ्ा 9 कं ४ १फा २) 0३० “"इ्काप) ( १ञ) 


भ्र प 
घझसा (फि५ कि, फि,... ००० 'फिपर) (१ अमान्‍्ञ) 


मिनसे सिद्ध है कि फाथ मा फिक ऐसा दोगा। इसलिये 
फा+ यह पक चलस्परद्धी है। 


यदि (यर'-थ'र)१ इसके स्थाम में (+,,क,,क,,... . ,कन) 
(५५२१ का रक्‍ख तो ऊपर ही की क्रिया से यद् सिद्ध कर 
सफते हो कि 


यदि फां (अ्रलश्र,श्र३, १००००० हि 2 यह ३८ ड््ल हे अं ०० ्। 
अ) (य,र) इसका अच्लस्पर््धी हो तो फ्रा (धघ,+णक,,भ, 
नीणक, ,१००*,अत + नक,) 


प्रकीणक एशह 


इसमें ज के मित्र भिन्न घातों के गुणक (अ,, भर ,भ३क «०-० रन) 
(यूरो और (ककरक़३,-- वन) (सर) इस दोनों के 
अचलस्पडीं होगे । 

चलनकलन से यदि बका धात वृद्धि में फ्लो को ले 
आओ और 


ताफा ताऊा 
] ३ हि; रे तो 
दाश्र ताग्र 


फ्ह् (श्र न-भक७ डे १ जफ ९०००००९ $अत भू जक २) 
<फा (अलन्र, ,भ३:- -.. . अत) + जबी २ 











जन दो हे । जो ५] न 
न शा बार नह बी३ +- बब्स्न्लः गा बोौ३-+-,.. «०० 
ऐसा होगा | इस पर से सब अचलस्पद्धियों का पता लग 
ज्ञायगा | 
८-यदि फे (य,र) और फै (य,२) शुवशक्तिक फन् हो तो 


ताफे ताफे 
ताय * तार 
ताफे ता 


ताय तार 
यह कनिछठ फल दोनों का उलस्पर्दी होया। घर्नोकि यदि 
दोनों फलों में 


यरूदया+ तरा,र>दया+त' रा इसका उत्थापन दो तो 
फो (या,रा) >फे (प,२), फौ (या,रा) +-फै (ए,२) 


हु 


१२२ समीरप्ण-मीमांसा 


नाफों ताफे ताथ , ताफे तार 


जिनसे --- 

न दया ताथताश तार ताया 
त्ापो ताफे ताए , ताफे तार 
ताश_ ताय तारा] तार ताग 


इसी प्रकार 


तफो _ ताफ़े,  ताफी ताझौ _ 


ताया ताय . तार ! तारा 
इसलिये 


ताफो. ताफो! ताफे ताफे 
वाया ? तार तोय ५ तार 


“को हाफ | दाल. पाए 
तया तारा द 


तय तार तए त्ा। 


ताय.. तार 
पर्प पं ताफे ताफे पा) 


इस पर से अपर की वात सिद्ध हो ज्ञाती है। 


ताफे ,. _, ताफ्रे 
तांय. तार 
त््ँ / ताफे 
ताथा.. त्तार 
ताफे को ताफे 
तताय त्तार 
तफे हे ताफे 
ताय तार 
ध ताके ता ताफे 
ताय... तार 


इसे जकोबी (_]०००७ ) ने निश्ाल्ा है। इसलिये इसे 


जकाबी का चलूस्पद्धी कदते है । 


न चलराशियों के यदि मिन्न सिन्न न फल्न हों तो भी ऊपर 
की युक्ति से न सज्या पंक्ति से जो कनिष्ट फल होगा वह उन 


समीकरण परम्पराओं का चलस्पर्दधी होगा । 


२२९--चलराशियों का अकरणोगत ओर धर व- 
शक्तिक एक फल न है जहाँ ध्र वशक्ति दो है। इसे एक 


प्रकीण क पर 


धर वशक्ति संवन्धी वर्णो के पृथक पृथक्‌ फलों के वर्ग 
योग रूप में प्रकाश कर सकते हैं । 


कहपना करो कि बह फल य,, २२, .., यत्न राशियाँ का 
भाचुपा ये + २ बा,य, + ता, है, जहां प, काई स्थिर सख्या, 
बा, एक भ्रवशक्ति संबन्धी पृथक पृथक ग३,च्‌३ .. यत्न चेजरा- 
शियोका फल्न और ता,,य२,य३, --.प चंलराशियों का घबः 
शक्तिक फल दो घाद का है तो 


भाच्पाय३+न्वा या कऊत, 
| 


टी आब। मर बाए 
7] 8! इे श पा, नी जद भैः ता; गज 
षरु 


त्र -- बा 
चल | (ए, न पा!) ० सा, | न ते, ह्ः न्न्डे 


हू 


जद (बः ३९८ पु ) नसों 


यदि गायक “5, भा, जता, के 
शृ 

यहां भा,, ना-' चलराशियों का भ्रवशक्तिक फल दो 
घात का है। ता, ना- १ चलराशियों का भ्रवशक्तिक्त फल्न दो” 
घात का है और बा, का जो न- १ चलराशियों का एक घात 
का भवशक्तिक फल्न है; वर्ग करते ले वध न--१ चल्नराशियों 
का दो घात का भ्र्‌ वशक्तिक फल होगा । इसलिये 

भा लत्पाश्य३+ सब २य३+ता३ इस प्रकार लिख सकते हो 
श्रौर ऊपर की युक्ति से 


“४२४ समोकरण-मीमांसा 


हु 
भा, ९ [यर३न-- 9) पा | न ता ++--पे 
; | ( से बा) रे प्‌ पार 


प् बा३/ कर) * “भार 
दि बार ही बा३े 
यदि या त्य२ +-- और भा२ ता, -- । 
पा पा ६ 3 
व्यु नंगे 
इसी प्रकार भार से या; ओर भा; इत्यादि बनेगे। 
इसलिये भार(या,९/ पा) + (यो ९/ पार) 


+[या।३/ पा, + ... -- + (यार? गन) 

जहाँ या "गत | इसपर से सिद्ध हुआ कि भा को स 
शशियों के दर्गंधोग के समान बना सकते हो | 

२३०-फ (ये )चच्यो+प,क +>प, ये + ......... 

इससे यन, यनत' या इत्यादि के भाव ये" और 
इससे ऋल्पधातों के रूप में प्रकाश कर सकते हैं क्योकि 


फायर) रच ०ल्यी +पर्यी १ +परये२ + ...... पश्न_ (य + पते 
“«पी « - पशयता। - पर्यो.,........ - पे... ये 
रे पज०-०० ७० १०० (९) 
'य से शुण देने से 
त+१ __ ्ट 
या 5 >परर्यो-परयर्त! .. ,... - पत्र (ये 


--पतप 


प्रकीसुक पृश्पृ' 


जा य 5. 
स्तन -प९ (प.्ष फेज अजतनज जिनको एप ) 


-परयती * -पर्यतेड़ - .....।। 7 पत-३ 7 पर 


(१) से 


८ (परै-प३) पी '+परप३०प३) ये * + .... ० 
केयर प_ ९" लि) ये पतन 


इस प्रकार से यान का माच ये! और इससे अल्प 
घातों के रूप में आया। 


फिर दोनों पक्षों को ब से गुण देने से यार का मान 
थे और ये इत्यादि एकापचित घार्तों के रूप में आदेगा। 
उससे ये के स्दाम में (२) के उत्थापत से ९ का सान 
ये और इससे अल्प घातों में आवेगा। इस प्रकार आगे 
क्रिया फैलाने से य का न से आगे चांहे जोन का अभिन्न घात 
का मान य के न- १ और इससे अहप घात के रूर में प्रकाश 
कर-सकते है। 


२३१०--क टपना करो कि 


थे +पन्‍यी नै पश्यो २ न >० ००७ ०७० +पंत्- ध्वै+पत 
के 3इ्ड 6 ६७4 ७+० १४० छू ७क *० (१) 
यह एक समीकरण है ओर मान लो कि 


रत्भ+ंअरण्+ भर्ब + _..... +अ्नर्यो, ५५००० ०- ( णै- 
जा " से अहप म है और अ,, भर, श्३, । "उमम ये स्विंए 


संख्या दे ज्ञो ग्रसी अविदित हैं । 


धू२६ समीकरण-मीमांला 


चाहते हैं किय का लाप कर र के रूप में एक समीकरण 
बनाथे। समीकरण (२) से स्पष्ट है कि य के जितने मान हैं 
उनके उत्थापन से उतने ही मान र के होंगे। इसलिये * के 
रूप में जो समांवरण बनेगा उसमें रका सब से बड़ा घात 
नद्दी होना चाहिए 


(२) समीकरण का ९, ३,-----१ घात करने से और घातों 
में थ के न-१ घात से जितने अधिक घात हैं उनका रूप २३० 
प्रक्रम से य के न- १ और इससे श्रल्प घात में बनाने से 


बे कल +क,यर्न के, ये न- ***** +कत्न- था * ] 
री >ख +स,यन-खन्‍्य' + ...... “खत रय 7 | 


गे +ज, +जभय+बरय + -.-.. + जन २या 


यहां क,,क,।......कन्न-९ दो घात का अ्रकरणीगत धश्ुच 
शक्तिक अ,,श्र ,,श्र३, .. ...,श्पमय अव्यक्तों का फल है।ख,स 
ख३;-०००5सन-९ तीन घात का अकरणीगत भ्रव शक्तिक 


आञ,,भ्र ,..... भर, का फल है। इसी प्रकार आगे भी समझ 
जल्ेना चाहिए | 


कल्पना करों कि (१) समीकरण में जितने अव्यक्त 
मान हैं उनके एकादि घातों को योग १५४६ वे प्रक्रम के संकेत 
से स,स्२,त६ इत्यादि हैं और उनके वश से र के जो मान ई 
उनके एकादि घातों के योग सा(,ता२,सा, इत्यादि हैं। (२) 
ओऔर (३) इनमें प्रत्येक समीकरण में य के प्रत्येक मान के उत्था- 
पन से और अलग अलग सभों के योग से 


प्रकीण क पू२७॥ 
पा(त्लनेश्न।+अस, +अरत२ + ... + अपन - ९ सेंड २ + व्यास; | 
सौर च्नक ७ +क,स | +करस३+ ... ..- + कत_ ३ सन्त_९ 
सा घ्जड्यस ७ न+खस,भस, +स,शसर न्यू ००० ००० नख,.. सेल २ ; छ 
09७ ०७००७ ७ १०००३ ७ ०७० ७००७७ ७ ०००७० ७७७ ०१०० ९३७ ७५० ०००७ ७ ७०३७०९ ७ ७७३७७ ००७ | 


सा न्‍न्‍नज, +ज(त | +णरस२+ ..... जत-. सत- ५ है, 


इस प्रकार र के न विध मानों के एकादि घातों के योग के 
मान आ गए जिनसे १६०वे प्रक्प्र को युक्ति से रंं+चरतें-१ ३. 
ब२ री रे -- «०५ +बत-१7-भनत० इस अभीछ्ठ समीकरतु 
में ब,, ब२ हृत्यादि शुणकों के मान व्यक्त हो ज्ञायंगे । 

इस प्रकार र के रूप में अपना असीए् समीकरण वन 
गया। अथवा (३) में यदि य, यरे,.... ..पर ! इत्यादि को 
भिन्न भिन्न अव्यक्त मान लो तो १६६ वे' प्रक्रम से रर, र६ 
इत्यादि के रुप में य, व इत्यादि आ जाथँंगे। फिर उनका 
उत्थापन ( १) में देने से श्रमीष समीकरण र के रूप में दन 
ज्ञायगा जिससे र के मान व्यक्त होने से य के मान भी व्यक्त 
हो ज्ञायंगे | इस विधि का 20०४7787587 ने निकाला है। 


२३२--अब अर, भर, भ्र२,...--शत जो अभी अविदित 
हैं इनको इस प्रकार ले सकते हैं जिनके वश से ऊपर * के रूपमें 
जो समीकरण बना है उसमें कई पद शुप्त हो जाये । जैसे यदि 
इच्छा हो कि प्रथम पदके आगे दूसरा, तीलरा,......स 
संख्यक पद उड़ ज्ञायँ तो मान लेना चाहिए कि सा,5०, सार 


ब्डए 9९०० ७७७ 9७० ते तन ० 


परन्तु (७) से जब मा ,,सा२ इत्यादि के मान शून्य मान कर 
भ्र,,भ१)००० मन के मान के लिये जब अभीए समीकरण वनाओगे 


ध्र्प समोदरण-मीमांसा 


हुई देखेंगे झ्ि सा, में भ्र,,त्रर इत्यादि के एक घात.है। सा| * 
में दो घात, सा; में तीन घास, **... ...श्रीर सा में मधात हैं । 
इस दिये सा, से भ्र, का मान श्र, ,भ्र३,... ...के रुप मे शावेगा। 
इसका उत्थापन सा, में देने ले भर, का मान द्विव्रिध भर, ,भ, , 
के झूप में आवेगा । साइ भें इन दोनों मानों का एत्थापन देने से 
अ३ का मान ६ विध आवेगा । 


शक आए ३, ---भत मे किसी एक »ह का सान व्यक्त 
भाने दो ऋप्-३ को मान (६-१) ! इतना विध आवेगा ।._, 
श३३--प् +प, भर +प, ये + ... .... , . 4 पन्नू ० 
इलमे मान लो कि 
र|्य/ +भ्रय+अरय' आय + अ, ये 


भर पिछले प्रक्रमों को युक्ति से कल्पना करो कि र 
रूप में 

रो+बर +ब,रोए-- ...... चल सा ० 

ऐसा समीकरण बना जिसमे २६१ प्रक्रम से सपष्ठ है कि 
ब,भ०,भ ३०००-७६ की एक घात का, ब२ दो घात का, और 
बह तीन घात का धुवशक्तिस फल है। करपना करो कि अ&, 
श्र,,.०००००१७ ऐसे हैं जिनसे 
! अरच्त०ब, +०.३३ २० । छब मा्यों कि ब, -० इससे श्र, 
का मान अ ,श्रर,थ्र।,त्र, इनके रुप में जो आया उसका उत्था- 
पद घ२ ओ< व, में देने से व, +०,व३ ०० ऐसा हुआ | जदां 
ब'५, दी घात का और ब' ६ तीन घात का अ,,श्र३,... ...भ पे 
ध्रवशक्तिक फल हैं । इसब्िये २२६ दें प्रक्रम से हि 


प्रकीय के पर& 


बफरे +गरे +४ +जे ८-० ऐसी कल्पना कर सकते- 
हैं। जहाँ फ, ग॒ ह, भ अज्ञग शक्षग ध,ज,,भ्रध,भर के एक घातः 
सम्बन्धी फल हैं । | 

कल्पना करलो कि फलग4/74१,इ०ज ,/ 7९ 

जहाँ दोनों समीकरणों में अरूग अलग अ,श्र,,.. भ, के: 
एक दी घात सम्बन्धी फल है । मानल्ों कि इन दोनो से घर, 
और भर, के मान जो अर और अ, के कप में आए उनके उत्था- 
पन से ब'६ का झूप ब/,+० ऐसा! हुआ जो कि ३ और भर, 
का तीन घाद का शुवशक्तिक फन्न है। इसमें आ, और थ॥ में 
से किली एक का सान कोई इष्ट मान ले' तो दूसरे का मान एक 
धन समीकरण से ञ्रा जायगा । 

यदि दूसरा, तीसरा ओर पाँववाँ पद डड़ाना दो तो ऊपर 
दी की ऐसी दिया करने से अन्त में एक चतुर्धात समीकरण 
बनेगा | ' 


शोकब,रो बरी ..... बसत० इसमें यद्रि के 
स्थान में न रख दे तो बार कप २२7! +ब २२ + 
१ 


२00३) «« + १८४० ऐला समीकरण बनेगा जिसमें ऊपर ही की 
युक्ति से अन्त पद से दूसरा, तीसरा और चौथा था दूसरा; 
तीखरा और पांचवां पद उड़ा सकते दो । 


२३४--२३३ थे प्रक्रम में जो न घात का समीकरण है ज्ञिस पर 
से रकेनघात का समीकरण उत्पन्न हुआ है, उसमें यदि न८५ 
दो तो डसी प्रकम की युक्ति ले दूसरे, तीसरे और चौथे वा 
पांचवे पद्‌ को उड़ाने से किसी पंचधघांव सर्मीकरणु का. ५ 
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इ* | पार ब्८०,२९ + पार +वा5० ऐसे दो रूप बना सकते 
हैं। इसमें यदि स्न्ा ऐसा माना जाय तो दो रूप और र* +- 
'धा२ १ - बा>०, 


जग्+-पार +बा-० इस प्रकार के होंगे। इस प्रकार छिसी 
पंचधात सर्मीकरश का चार रुपान्तर कर सकते हो। यद्द 
मिस्टर सीरेट ()/॥ 307७ ) दी कल्पना है। ( 5९6 ॥79 
60078 0! 8]४९८०४४ 5ए070ध7०:7७, ”0] , 076 942) 


४३४-थदि पंचधात समीकरण (अ्र,श्र (,श्र३;... ... अ,)(य,,र) 
शेसा हो और इसे क,(१-+इ९२)*+क( य+इश्र )* + 
के (प+इ३९) इसके तुल्य कर जहाँ इ ६२ और ६५ पहय" + 
परय +प,य+१५०० इसमें के अच्यक्त मान हैं । तब तीनों पंच 
घाताध्मक पदों को फैलाने से श्रोर दोनों एक्तों में य के समान 
आंतों के गुणको को समान करने से 
अ५ल्क +क३ 4 के, थे (८के (ई१ कक २६२ + क३8३। अर 
फ१इ३१+करइ३+क३ ४३, 

अ॥नक <ई कक रे न कइइ हे, अ३ तक ६६ + क२ ३३ +- क३ ६ ३, 
आअ/ल्क (हट -+करइई +क॥ ३३ । 

इनपर से 


पक +पञ्र, न परञअ३ कप, २२० 


इन तीनोंके साथ प,+प,य+पैयर+पशय*८० इसको 
“मिलाने से 


प्रकीण क पूरे१ 


१ थ य ये 
० छा अर अर, 
प्र+ अर जे३ अ« 
प्र अर थे ञ्ु 
यह कनिष्ट फन्ञ के रूर में एक समीकरण हुआ जिससे य 
के मात विदित होने से 5 .,इ२ श्र इ, व्यक्त होंगे तब 
थे लक, नेक तक 
धपच्क ई३ नी २३६३ +फे३३३ 
भरत्क,इर +क(द ३ +क ३३ 
इनसे क, ,क२ और क३ भी व्यक्त हो जायेंगे । 
इस प्रकार दिया हुआ पंचधात समाकरण तीन श्रच्यक्त 
राध्ियों के पंचधाव के ये के समान दो सकता है। 
इसी प्रकार (य,?) के रव-१ घात का भ्रूव शक्तिक फल, 
कक (प+ १ (रे) श +कर (प+ ३२) ने >००००० नै 
कन(य+ ६३२) 75 
इसके समान हो सकता जशाँद,।३२:३६,--० इस 
पन्‍्य +प/- (या + प८._ २ यों + «०» प,०० इसमें 
अव्यक्त के मान हैं । 
यह डाक्तर खिल वेस्टर ([). 59]४०४८7) की इल्पना है। 
१३६--फ (य)-ष७५य+प,्य +परर्यी * + ...... + 
पश-० इस समीकरण के धन सूलों की प्रधाव लासा ज्ञाननी 


है। 
हि 
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कह्पना करो कि भ यह प्रथम पद्‌ का शुणक वा उससे 
अल्प संख्या है और उसके आगे लगातार जितने पर्दों के घन 
गुणक हैं उनमें सब से छोटे गुणक के तुल्य चा उससे सी अत्प 
क है। और आगे जितने ऋण और धन पद हैं. उनमें सब से 
बड़े खण गुणक के तुल्य वा उस से बड़ा ग है तो स्पष्ट, है कि 
फू (य) अचश्य धन ही रहेगा। 

यदि श्रयते +क(य! +.........+ यम ) [-ग 
यज- + ....., + १ 

जहाँ सबसे पहिला ऋण पद यम है। ऊपर का 
मान गुणोत्तर भ्रढी से 
नव्रननज यम... «१ 
लि सडक मल सा 5955 पक 22 7, गा। 

ब-९ ब-॥ यह दोगा 

यदि य>१ तो इसका मान तब धन होगा यदि 

(आग -१)+7])गर - (कीय | + ग यह अथदा 

लि(य- १) + क|य - (+ ग) यह शून्य था धन हो 

(१) इसमें यदि क+० ओर खब से बढ़ा ऋण गुणकन्नग 
तो फृ (य) धन होगा 

यदि आ[प- १) ब7- (क+ग) यह था आ(य- ११-ग घन 
ही श्रर्थात्‌ यदि 


ग 4 
यर१+्रू वा य; १+/ इससे बड़ा दो । इससे ५६ थे 


प्रछ्म का सिद्धान्त उत्पन्न द्योता है। 
(२) मान लो क्रि क० श्र सब से बड़ा ऋण शुसकत्न्ग 
तो फ 'य) घन दोगा | 


क्त्री + के 


प्रकीण क धू३३ 


यदि अपय-()यैे -ग यह धन हो श्रर्थात्‌ यदि 
आ(य- १)४+९ - ग यह धन दो 
हा 
शर्थात्‌ यदि ०, १+ (दर रु +१ इसके तुल्य वा इससे 
बड़ा हो | इससे ५म्वे प्रक्रम का सिद्धान्त उत्पन्न दोता है। 
(३ )मान लो कि अ० तो फ (ये) घन होगा यदि 
हे 
कप --(क+ग) यह घन हो श्र्थांत्‌ य, ( + |)न इसके तुल्य 
वा इससे अधिफ हो। यह एक नई सीमा है जो (२) से अढ्प 
होगी यदि अर अर्थात्‌ प्रथम पद्‌ के शुणक ५५ से क बड़ा होगा । 
(४) यद् क से अवड़ा न हो तो क के स्थान में बकरे 
उत्थापन से फ (पघ) धन होगा यदि [ अर (य-१)+श्र | यर्ने 
र्‌ 
- (अ+ग) यह धव वा शनत्य दो अर्थात्‌ यदि १,(१ + श्र) + 
इसके तुल्य वा इससे बड़ा हो । यदि अ से छोटा क दो तो 
(३) छे जो लोमा दोगी डसले यद्द अल्प आवेगी। 
पट 
(५) यदि अ>ग्तो (२) से सीमा १+(१) 7-३ 
होगी । 
(६) यदि क>ग तो (३) से सीमा २ यह होगी। 
हे 
(७) यदि श्र>य और क>ग तो (४) से सीमा ६ 7 
यह होगी | 


यह प्रोफेजर डिमार्गन की कठुपना है। 
२३७--अ+ के ५/-- १८६ ( कोज्याश्र / +ज्या अ५/ - २) 
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है बस पर कक 
जहाँ इ००/ अर +कर और स्पण, ८ ना 


इ को मध्स्थ कहते हैं ( (४वां प्रकरम देखो ) ओर , 
कोण को अ्रसस्मव संख्या का उपकरण कहते हैं। 

कल्पना कये कि मू श और म्‌ रा लम्ब रुप दो अत्त है और 
श्रक्धों के धरातल में एक आ विन्दु ऐसा है कि श्रा मू थान्‍ूधर 
और म्‌ झानइ, तो भू था रेखा को मान लो कि ॥+क२/- ३ 
इसका च्योतक है। ५/-१ को लाधव से ! इस चिन्ह से 
प्रकाश करते हैं । 

ओऔर इत्न्मध्य, (अ+-! क), आ, 5 उप,(अ+ ! क) ऐसा समझ 
रखो | 

शइ८ | ऊपर की परिभाषा से दल्एना करो कि मू. आ ८ 
क्ष+ क कोर भू. भोन्‍्सू जा +६क' तो मू. आ का मान इ के 
ठुह्य और शा म्‌ यान्‍तभ्र, होगा। 


) 


श 





नकीण के पू३५ ६ 


«.« म्‌ मा 5३ कोज्या अर, 5 अ 5 भुंज 

सू आमसाइज्शश, र क 5 कोटि। 

ऊपर हो की परिसाषा से अर +!क' का मब्यस्थ ' और 
डपकरण भर हो तो मू ओ का मान 5३' और ओ मू या->भ्र' 
ओर अर क+अ + ६ कन्‍न्श्र+अ+ ((क+क' ) 

इसलिये कहेगे कि दोनों ऋलंसवों के येग झूप असंसव 
में भुज >भ्र+ श्र! और कोटि-क्र+क' द्वोगी। जिस विन्हु 
के ये भुज, काटि हैं उल विन्दु के जानने के लिये भरा से शव का 
रेखा भुओ के समानान्तर और तुल्य बवाओ्रो और का से सू या 
पर लम्ब काना और आ से काना पर लम्ब आपा करों तो आपा 
5 और कापा5क' । इसलिये का विन्दु दोनों असंभव 
संख्या के योग को प्रकाश करेगा और ऊपर की परिभाषा से 


म्‌ काव्मध्य (श्र+अ +2 (ऊ+क)), यासूझानउप ि+अ+ 
(कर+क' )) इसलिये दो असम्मव संख्याओं का योग जानने 
के ल्िय एक को पूर्व परिभाषा से यू भ्रा से प्रकाश करो और 
इसके | प्रान्त से दूसरी को आ का से प्रकाश करे जहाँ भा का 
दूसरी के मध्यस्थ के तु्य है और यू या अच्त से दूसरी के उप- 
करण के तुल्य कोण बनाता है तो मू का दोनों असंभवों के योग 
को प्रकाश करेगी। सू आ+आा का >सू 4; इसलिये दोनों के 
मध्वस्थों का येग, येग रूप असंसव संख्या के मध्यत्थ से 
अधिक होता है। 

इसी प्रकार यदि तीसरो असंसव संख्या अर + 'क' कोमू शो 
से प्रकाश करें ओर पहिली दो के योग रू का में मिलाना चाहे। 
ते म्‌ ओ के समानान्‍तर और तुल्य का जा खौंचो और मू से ता 
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तक रेखा कर दे। । तो ऊपर ही की युक्ति से सू आ, म्‌ ओ/ 
और म्‌ औ असंभवों का बे!|ग मू खा के समान होगा यहां भी 
वेग का सध्यस्थ सू खा के समान होगा श्रौर रेखागणित से 
मू का+काखा, मू खा से अधिक होगा। इंस प्रकार आगेभी 
सिद्ध कर सकते हे कि असंभव संख्याज्रों के मध्यल्थ के 
येग से उन असंभव संख्याओं के येग का मध्यस्थ छोटा 
होता है । 

इसी प्रकार यदि मू्‌ का में मू ओ को छटाना होते सू का 
को ज्ञान कर का से विपरीत दिशा में मूओो के समातान्तर 
और तुल्य का आ के बचाने से मू आ को कहेंगे कि दोनों का 
अन्तर है। 


२४१ । असस्भवों का गुणन और भजन-- 

कल्पना करो कि 
श॒ुर्य ८ अ्र+क ८३ ( को ज्या श्र, +ज्या अर, ) 
शुणकर अ +!क - श्र ( को ज्या श्र +/ज्या श्र, ) 
डे माइवर (26 !(0ए:४) के सिद्धान्त से 


(भ+ (क्र) (श्र कक) सदा (बीज्ण (पर, “अर, )+ 
या, +४/९)) 


इससे सिद्ध द्ोता है कि दो श्रसंभवों का गुशन फल्त पक 
शअ्रसंभव संख्या है जिसमें मध्यस्थ गुएय ग्रुणकों के मध्यस्थ के 
शुरान फल तुल्य ओर उपकरण दोनों के उपकरणों के येग 
तुल्य द्वोता है। 


प्रकेशक ५. ४६७ 

इसी प्रकार 

श्र [क्र ट म 

अर ++ कक का रू ३ ज्या (श्न हज है ) नी ज्या (अ शृ ज रु ) ।' 

इससे यह सिद्ध होता है कि दो अलंभवों के मज़न में 
छाव्घि एक असंसव छख्या होती है जिसमें मध्यस्थ भाज्य के 
मध्यस्थ में साजक के सध्यध्ष्य का भाग देने से जो लब्ध दो, 
चद्द होता हद झोर डपकरण, भाज्य के उपकरण मेन्माजक के 
डपकरण को घटा देने से जो शेष बचता है चद्द होता है । 

शुणन की क्रिया से स्पष्ट है कि (ध+!क)ं यह एक प्रकार 
की आ+ [का ऐली अलभत्र संख्या होगी जहाँआ और का, 
दोनों संभव संख्या हैं । 

इसी प्रकार 

अब्छी +अ, ली + श्र + .. +स्न_ (तर अक्ष 

इंस बीजअगणशितीय बहुपदराशि में जहाँ ल के घातों के 
गुण क संमव वा अखंमव संख्या है । छ के स्थान में +क का 
उत्थायन दें तो येग और ग्ुणन की युक्ति से स्पष्ट है कि बहु- 
पद्राशि एक आ+(छा ऐसी असंभव सखझया होगी। इसमें 
यदि आ और का दोनो शल्य हो तो वह वहुपद्राशि भी शूत्य 
के समान होगी । 

(१५ वां प्रकम देखो) 

२४२--यदि शन्फ(छ) ऐसा एक समीकरण हो और मू था, _ 
और मू्‌ रा परस्पर लम्बरूप अज्ष कल्पना कर मू से भू मान 
बनावे॑ और भ का उत्थापन फ (य) में (ल) के स्थान में देकर 





३८ समीकरण-मार्मांला 





मूं साझ्नोना मा 


फू (झ) को मा श्र के तुदय काट ले जो कि भू या पर लम्ब है 
तो कहगे कि जब रत्ध् तो फ (ल)-श्रामा | इसी प्रकार जब 
लम्मू ना तो फुल)-वा का--इस प्रकार यदि रू की मू से था की 
ओर घन और इसके विरुद्ध दिशा की ओर ऋण गणना समझे 
और भू या के ऊपर भर की ओर घन गराना और इसके 
विरुद्ध ऋर गणना समझे तो छ के स्थान मैं--००और + ००के 
बीच्र सब समव संख्याओं का उत्थापन देने से जो फ (ल)-श 
के पिन्न भिन्न घन वा ऋण मान होंगे ऊपर की युक्ति से या के 
अग्रों के अपर उन उन मानो के तुल्य कृम्ब खडा करने से 
लस्बाओरी में गत एक प्रा आा का गा बक्क रेखा होगी जिसे फ (ल) 
की चक्र रेखा कहते हैं। इसके चलसे किसी छ के मान में फ्र(छ) 
का मान आन सकते हो ! जैसे जब लम्मू मोन्ख तब फृ(७) 
का मान जानना हा तो स्‌ से प्रन गणना श की और ख सांख्या 
के तुस्य मूमों काट लेने सेमो पर एक श्रोसे लम्ब खड़ा 
करने ले यद जहाँ वक्त के थ्रो चिन्दु एर लगा चहां से मे तक 


प्रकीण क प३&- 


ओ मो का नापने से प्रमाण हो वही व तुल्य ल के मान में 
फ(ल) अर्थात्‌ फ (ख) का मान होगा। 


२४३ । ऊपर के प्रक्रम से फ (छ) की चक्त रेखा तभी तयार 
हो सकती है जब छ--०० और + >के बीच समव संख्यात्मक 
हो और इससे अन्यथा स्थिति में अर्थात्‌ सवंत्र चाहे ल संभव 
वा असंसव हा ऊपर की युक्ति से फट (ल) की बक रेखा नहीं 
बन सकती | इसलिये सब साधारण के लिये अब युक्ति लिखते, 
हैं। कल्पना करो ऊि 


एट्टू ,ल)ज्त्र, लो +भ्, छों१--अ३ लत * --,,,... 
ने अजन-१ हे ने अंत 


जहाँ छ८य-7९ जहाँ य ओर र दोनों के मान में जहाँ तकः 
संभव है सब सखंभाज्य संख्या का उत्थापन दे सकते हैं। 
य+7र२०क ऐसे छ के जिसके मान में संधल ओर असंभव 
दोनों चल रदते है पिश्रवल्ल कहते हैं | इलमें यदि २७० और 
य के स्थान मैं--००और + ००के बीच के मानों का उत्दापन दूँ 
ते ऊपर के प्रकरम की युक्ति से छ के सम नान में फू (ल की 
वक रेखा बनेगी; इसलिये मिश्रवल्ल ल के फा को जो बक्क- 
रेखा होगी उसी का एक विशेष अर्थात्‌ संसत्र ढ के मान में 
जो ऊपर के प्रक्रम से वक्त रेखा होगी वह एक रूप है | इश्ल 
लिये मिश्रत्र॒ल के फल की जो वक्त रेखा होगी वह स्व 
साधारण के लिये उपयेगगी है । 


कटपना करो कि लज"-थ +४र इसका केई एक मांव २३६ 
प्रकम से म्‌ पा अर्थात्‌ पा बिन्दु पर है ओर छ के स्थान इसः 


'पू8० 








सन का उत्थापन देने से जो फू (छ) का मात २४० प्रक्रम से 
आ +'का होगा उल़का भाव साफ साफ लमभने के लिये अलग 
२३६ प्रक्रम से पो बिन्दु पर है अर्थात्‌ म्‌' पो है, इसी प्रकार र 
के दुसरे मान में अर्थात्‌ +॥९ के दूसरे पान में इसका प्रमाण 
प९ का समझो श्रीर उसके वश से फ (छ) छा मान जो अस॑- 
अब होगा बद् पो, है । इस प्रकार से प्रत्यक् प+!९ के सिन्‍म 


प्रकीय क प७१ 
भिन्न सान में सिल्‍न सिन्‍म प प, ध्त्यादि बिन्दु से एक तीर 
के मुख दिशा की ओर घूमता हुआ बक्र बनेगा जिसे ३+/र 
का बक्र कहेंगे और इसके बरा स एक पद (छ) का पो पो, बकरे 


बनेगा ज्ञिसका छुमाव भी यहां पर तीर के मुक्त की ओर 
मान लिया है। 


कत्पना करे कि रू के घ+१२ मरा का चीतक प ओर ये 
+!२' मान का द्योदक प, धिन्हु है ते 


लण्प +!र२+-शअ, (कोज्गप+ व्याष) ल>थां + है 
न्‍्अ्र््ोज्याष + ज्यप) सू प. सू ५ और प प, का या 
है (२३६ प्रक्रम लें) । 


इसलिये प०, के छ की असंमव गति कहँगे और यदद्‌ 
ज्ल--च' जहां चन्‍-भ्र, (कज्याष, + “ब्णप,) और च में श्र, 
प* और ष, च का उपकरण है अर्थात्‌ मू ण अक्ष से २६ रखा 
जो कोण बनातो है, उका मान है । 


मू प,--सू प का छू के मध्यस्थ को गति कहने हैं ज्ञो कि 
--श्र के तुढ्य है ओर ष---घ वा ल के उपकरण दी गति 
कहते है । ओर चके। जिसे श्र, (कोज्याप ,+ज्याष,) इसके 
छुल्य ऊपर माव लिया है, छ की पति कहते हैं। 
कल्पता करो कि थ, र के सिन्‍त भिन्‍म म्रात से प एक 
सीमित बक बनाता है | यदि घूमते घूमते प फिर अपने स्थान 
पर पहुँतवेगा ते। प के मध्यल्थ का मानव किर उसी प्रथप्त मान 
के तुल्य होगा और उपकरण भी वही होगा जो कि प्रथम में 
था| यदि मू्‌ दिन्‍्दु वक्त के वाहर है| तो और यदि म्‌ वक्त के 


यु 


भू४२ समोकरण-मामांछा 


भीतर पड़ जायगा तो ऊपकरण का मान प्रथम मान से २० 
तुल्य बड़ जञायगा अर्थात्‌ उपकरण की गति तब रू देगी। 


यदि मिश्रचल दे। विरुद्ध दिशाश्रों में चल्ल कर एक द्वी रेखा 
के! चाहे वह चक्र या सरल है। उधन्न करे तो एक ओर जलने 
मैं ज्ञितनी उपकरण की गति घन हागी उतनी ही पिरुद्ध दिशा 
में चलने से ऋण हागी; (सलिये समग्र गति शत्य हे।गी | इस 
पर से नीचे का छिद्धान्त उत्पन्न द्ोता है । 





कल्पना करे कि भरा का खा क्षेत्र का का गा, आ फा, धासे, 
इत्यादि रेखाओं से कई विभाग कर डाला तो जा स्थान से तीर 
की ओर से क्षय की परिधि पर चलते हुए प त्रिन्दु की परिधि 
के परे भ्रमण से जो डपकरण की गति दागी वद्दी सथ क्षेत्र खए्डों 
दी प्रत्येक्त सीमा पर उसी चाल से घूम श्ाने पर भी उपकरण 
कीगति हागो, क्योंकि बड़े छ्ेत्र की परिधि के भीतर ज्षेत्र खग्डों 
की जितनी सीमाय हैँ उन पर परस्पर विरुद्ध दिशा से दी 
चेर चलने से ऊपर की युक्ति से समग्र उपकरण की गति उतने 


प्रकोण क घूछ३ 


चलन में शून्य होगी । ऊैसे आ का फ ज्ेत्र खगड की सीमा पर 
था से तीरों की ओर चलने से जिस दशा मर प, फा विन्दु से 
चल कर आ पर आवेगा उससे विरुद्ध आस फा की आर 
आ फागाजोत्र खश्ड की सीमा पर घूमने के लिये चलना 
पड़ेगा । इस प्रकार भीतर जितनी सीमाये हैं उन पर विरुद्ध 
दिशा से दे। वेर चलने में तत्लंबन्धा उपकरण की समग्र गति 
शूल्य होगी। फेल बाहर की सोमाओं पर एक बेर चलने से 
तत्संवन्धी समग्र गति वही होगी ज्ञों कि बड़े क्षेत्र की समग्र 
पर्चि घूमने से उत्पन्न होती है। क्योंकि सब क्षेत्र खंडों की 
बादरा! सीमाओं का येग बड़े छोत्र की परिधि ही है। 

२४४ | वह्यया करो कि मिश्रचल्ल ू, लू, मान से चलनर 
आरस्म किया और इसकी अल्पयति इन्श्न , (काज्यप , +'्व्याप ,) 
हैतो 

फ (छ)5फ (छ+च)फ(७छ)+फ(ल.)च+ 


फःा! (छ, ) चर + 
८5 १.३२ १४५७५ ०९१ 
पृ (छ) की गनिर फृ(छ,+च) - फ (छ.) 
च्ध् ड्ले 
रूफ! छू) च+फ! (छ.) रा फ(७)- के 
३३) 


इस प्रें उ के प्रत्येक घात के गुणक प्रसिद्ध असंम्भव संख्या हैँ 
जिनके मध्यरुथ यददि », क, ग,--सान लिए जायें तो २४१ 
प्रकरम से, क्रम से पदों के मध्यस्थ अश्वु, कश्नरे, गश्नर, -- 
होंगे और इन मध्यस्थों के येग से २४० थे प्रकम से इनके ये।ग 
फू (७,+च)-फ (छ,) श्सका अर्थात्‌ फ (ज्ञ) के गति का 
मध्यस्थ छोटा होगा; इसलिये श्रु, का ऐसा छोटा मान मान सकते 


५४४ समीकरण-मीमांसा 


हैँ ज्सले उससे भी छोटा फू (ल) की गति का मध्यस्थ है।ने से 
फू (छ) की गति चाहे जिस निद्िए संख्या से छोटी हे। सकती 
है। क्योंकि जैसा जैसा मध्यस्थ छोटा होता है अ्र॒लंभव संख्या 
का मान भी वैसा वैसा छोटा होता है ( १५ वां प्रक्रम देखे। ) 
इस पश् स कद सकते है। कि जैसा जैसा मिश्रचत्ल, ल चलेगा 
घैलाबैसा फ (ल) भी चल्लेगा श्रर्थात्‌ मिश्रचल ल पढ़ता चल्लेगा 
तो फू (हर) भी पडता जायगा और यदि छ घटतां चक्षेगा तो 
फू हो भी घटना जायगा। 

इसलिये यद्वि पा बिन्दु घूम कर एक बद्च बनाग्रेवा तो प्रो 
भी घूम कर उली दिशा से एक चक्क बनावेया और पा घमते 
घूमते जब फिर अपने घूज़ स्थाव पा पर पहुँचेगा तो उसी 
समय पो सी अपने चक्र में घूम कर फिए अपने सूल स्थात्त पो 
पर पहुँचेगा | ( २७३ वां प्रक्रत्त का क्षेत्र देखो ) | श्रव प्रकृत में 
इस बात का विचार करना है कि यदि पा चल कर एक 
छोटा बत्र बनावे तो उतने समय में पी चल कर जो अपने वक्र 
की परिधि पर घूम कर अपने सूत्न स्थाद पर आवेगा उस 
समय पफ्ा (छ) के उपकरण की छथा गति होगी । 

करएता ऋरो कि आर एक विन्दु है जिसका भुजन्य, और 
कोटि र, है तो लत्न्य, +7२, ( २४३ वे पक्रप का क्षेत्र देखो ) 
अब इस विचार में दो भेद है । 

(१) जब य +९, यद पत्र (5)5० इसमें का कोई अव्यक्त- 
मान नहीं है श्र्थात्‌ ल के स्थान में ०,+(,-ल, के उत्थापन 
से प्र (5.) का मान जब शत्य से भिन्न द ओर है। 

(२) जब प्ू (छो5० इसका एक मूल य, + ९, है श्र्थात्तू छ 
के स्थानमें य,+ २, ज, इसके उत्थापन से जब फू (नल) ०० | 


प्रवीण क प४पए 


(१) स्थिति में झा संबन्धी माब फू (ल,) का औभो कल्पता करो” 
(२४३ वे प्रक्रम का क्षेत्र देखे! ) जदां मृ” ओ्रो शूत्य नहीं है । 
मान लो क्लि ललल,+च जहां च८भु,( कज्याप, +/ज्याप, ) 
ओर कहपना करो कि पा जो किक का द्योतक है आर के चारो 
ओर एक वहुत द्वी छोटा चक्र बवाता है। पो जो कि फू: (छ) 
का द्योतक हें जब प्रा से चल कर पा विन्दु पा, पर पहुँचा 
अर्थात्‌ जब ऊ को गति का मध्यस्थ आ पा श्रु, हुआ डस ससय 
शो ले चल कर पो, पर पहुँवा | इसलिये डल लमय फ् (ल) 
की गति ओ पो, से द्यातित होगी अरथांव्‌ फू (ल, के 
गति का मध्यस्थ ओ पो, होगा जे। कि इंसी प्रक्तर के आदि में 
लिखी हुई युक्ति से श्र, के वहुन छेश्टा मानने से एक निधि 
संख्या म./ थो से सदा छोटा देगा । इसलिये श्र्‌ , को ऐसा 
छोटा मान सकते हैं कि प था की चारो ओर एक बहुत छोटा 
चक्र बनाये जिसके वश फ् (ल) का द्योतक पो जो श्रोकी: 
चारे! ओर घूम कर यक्र बचाता है उसके बाहर यू बिन्दु पड़े ? 
इस पर से यह लिद्ध हाता हैं कि पा जा णेले बक्र मे घूपा है 
जिसके अन्तगंत काई ऐसा ल का मान नहीं है। सके डत्या- 
पच से फू (७) --०हे! तो तत्लस्वन्धी प्ल(ल) का चोतक पो- 
जो वक्र बनावेग। उसके बाहर म. के पड़ जानेखे उस 
समय प्र (छ) के उपकरण - समग्र गति शुन्द होगी (२७३ 
प्रकम देखे ) । 

(२) रिथति से मानों कि फू (ल)-०इसका एक माव जेःः 
इससे म वार आया है चह य +7र,-ल, यह है तो 

फा(७)-[७ - ७.) फल, (छ)च्च फा (ज) 
सत्र १ (कोज्याम्रष, + “ज्यामष, ) फो (७) 
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इस स्थिति में मपोौ>०दसलिये जब या एक्र सीमित वक्त था 
की चारे ओर बनावंगा उतने ही में अपने मूल स्थान पर 
'पहुँचेगा | इसलिये फूए (3) $. उपकरण की गति सीमित बक 
'के भीतर मू' के पड़ ज्ञाने से २ का अपवत्य होगी जे कि ऊपर 
'के समीकरण से 


उ प. फ (छ) 5( मस | +उप'फा (ल) यद समीकरण २४१ 
प्रक्रम से बनता है इस पर से विदित हे। सकती है। क्योकि 
“फू (जल) के उपकरण की गति,-गति ( मब, )+ फा (छ) के उप- 
करण की गति, परन्तु फा (ल)-०इसका केाई मान या के 
सीमित चक्र के अन्तगत है; इललिये (१) स्थिति से फ्ठ[ (छ) 
के उपकरण की समग्न यति शून्य हैगी और पा के एक बेर आ 
के चारो श्रोर प्रमण करने से ओर श्रु, की प्रवृत्ति आ भूल 
बिन्दु ही के दाने से ष, की गति २ हे|गी | इसलिये इसे म से 
श॒ण देने से फू (छ) के उपकरण की गति २म हुई। इससे 
सिद्ध हुआ कि यदि पा बहुत छोटा एक सीमित वक्र बनावो 
जिसले श्रन्तगंत फू (ल)->०इ४स एक श्र सूख ओ हि म घार 
है, प भ्र दे ते फू (०) के उपकरण की वृद्धि नम हेोगी। 


२४४ । काशी दा सिद्धान्त ((०प००ए९४ 4]60:७70) 


जब ल दे। विरुद्ध दिशा में चल कर एक ही रेखा का बना- 
चैगा ( २४२ वां प्रक्रम देखो ) इसलिये प्र (छ) के उपकरण 
की समग्र गति शूल्य होगी | जैसा कि उसी प्रक्रम में पक क्षेत्र 
के भीतर कई चेत्र खबरों का बनाकर दिखता शाप हैं।इल 
लिये समग्र क्षेत्र खएरों की सीमा परलके चलने से जो ल 
'के उपकरण की गति होगी वह पूरे क्षेत्र की बाहरी सीमा पर 


प्रकीण क ५४७ 


छ के घूपने से जो ल के उपकरण की गति होगी डखके तुत्य 
होगी, इसलिए क्षेत्र खण्डों के वश से जो फ (७) अपने क्षेत्र 
के भीतर अनेक छोत्र खएड बनावेगा उनकी सब सीमाओं के 
बश से वही फू (छ) के उपकरण की गति होगी जो फ (कल) 
के पूरे च्ोत्र की बाहरी सीमाओं पर चलने से उत्पन्न होती है। 


रण 


खा<--. 
ता 
दया 
बा( या /का 





कह्पना करे कि पा रा के धरातल में एक कोई सीमित वक्र 
है। और पदिले मानो कि इसके भीतर ज के जो अनेक मान 
हैं किसी के वश से फू (ज)--० यह ठीक नहीं होता तो २४२ 
प्रक्तम के (१) से कहेंगे कि चाहे वक्र के भीतर कितने ही 
त्ेत्रढएड किए जायें और सभो की सब सीमाओं पर या बड़े 
क्र की परिधि पर जल चले परन्तु फू (छ) के उपकरण की 
समग्र गति शून्य द्वी होगी | दूसरी बार ऐसा मानो कि वक्र के 
भीतर एक ऐसा बिन्दु है जिसके वश से जोज होगा वह 
फू (ह४)-० इसके 'एक मूल के, जो किम वार आया है, 

१ 
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तुल्य है। चक्र के भीतर एक बहुत छोटे सीमित वक्त पाना 
ता था को मान लो कि इस बिन्दु के चारो ओर से घेरे हुए है 
अर्थात्‌ इसके भीतर में वह बिन्दु पड़ा है तो वक्त की थ्रा का 
सागा परिधि के अपर तल के चलने से जो फू (ब) के 
डपकरण की सम्रश्न गति होगी बह आकाखा या था ता, 
खा गाआ ताबापा, पाबा ताथा के ऊपर छ के चलने से 
जो फ (छ) के उपकरण की भिन्‍न भिन्‍न गति होंगी उनके येएग 
के तुल्य होगी । परन्तु पहिले दो ज्ञोत्र खए्डों के बाहर उस 
बिन्दु के पड़ जाने से तत्सम्बन्धी गति शल्य होगी और तीसरे 
के भीतर उस विन्दु के पड़ जाने से उसकीं परिधि पर वा बड़े 
क्षेत्र की परिधि ञ्रा का सा गा पर ल के चह्नने खे २४२ प्रक्रम के 
(२) स्थिति से फ (ज) के उपकरण की सम्रश्न गति रस | 
देगी। इसी प्रकार यदि बड़े क्षेत्र की परिधि के भीतर दूसरी 
तीसरी इत्यादि ऐसे बिन्दु हो जिनके वश से जे छ के मान 
भिन्न भिन्न होंगे वे क्रम से फ (ज)--०इसक्रे उन सूज्ों के समान 
हो जो क्रम से समीकरयु में म' म” इत्यादि वार आए हों ते 
फ (जब) के उपकरण की समग्र गति--२ ग(म-+-म + स + इत्या) 
यह दागी | इस पर से काशी ने यह सिद्धान्त विकान्ा--- 
यदि मिश्रचल छ एक सीतिम वक्त के भीतर हे। और न 
ल के भानों के भीतर जानना हो कि फ (छ)--०इसके कितने 
मूल पड़े हैं तो उस वक्र की परिधि पर ब के बल्ाने से जे 
फ (छ) के उपकरण की समग्र गति उत्पन्न हे। उसमें २० के 
भाग देने से लब्धि निकाले! | लन्धि की संख्या जे! हो उतने 
ही कहेंगे कि छोत्र फल्न के भीतर के त मानों के बीच फृ(रू):० 
इसके मूल है। ' 


न प्रदीय क , प्‌४& 


२४६। कल्पना करो कि मिश्रचल ल का अकरणी गत घन 
फू (ल)च-अबली + अलग! -- अर छोर + --* ५ 
+अत-$ जे+ अत 
यह एक फलन घात का है। इसमें यदि फू (क्)७० 
तो जानना है कि संसव ओर असंभव मिल करल के कितने 
मान होंगे | कल्पना करो क्रिल एक ऐसे वढ़े दृत्त को बनाता 
है जिसके अन्तगंत ही सब ल के मान पड़े हैं। उसके बाहर 
कोई भी छू का मान नहीं पड़ा है | यदि 
पद (कपल (अर, +भ,ल +मररू रे + **+ अद्गछ * ) 
न्‍क" फो (लॉ), जहां ढछ*- 


ऐसा लिखें तो ल', जिसका मध्यस्थ ल के भ्रध्यस्थ के 
हरात्मक मान के तुल्य है वह, जब ज एक बड़ा वृत्त बनावेगा, 
तब एक छोटा चृत्त बनावेगा। बड़ा वृत्त बड़े से बड़ा ऐसो 
बना सकते हैं जिसके वश से छ का मध्यस्थ बहुत बड़ा और 
छ' का ऐसा छोटा हो सकता है कि ज्ञिसके वश से ल' जो 
छोटा वृत्त वनावेंगा डसके अन्तर्गत फी (क्',-० इसका कोई 
मूल न है| तव फू (3) 5 जा फा (७") इससे 

फृ (छ) के उपकरण की गति । परन्तु फी (७"')-० इसका 
काई मू छ' के छोटे दृत्त के भीतर नहीं है; इसलिये फृ (छ) 
के उपकरण की गति> लग के डपकरण की गति+फा (छ) 
के उपकरण की गति ८ जग के उपकरण की गति | 

परन्तु यदि लम्भ्ु (कों ज्या प+ ज्याप ) तो छोज्भन (फो 
जया न ष--/जया नष ) इसलिए व की वृद्धि परिधि पर एक बेर 
पूरा घूमने से २० दोगी। इसलिए फू (ड) के उपकरण की 
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समग्र गति ८ न» २०, इसमें शए का भाग देने से फू (छ)5० 
इसमें छ मोनों की संज्या न होगी। इस प्रकार काशी के 
घिद्धान्त से सिद्ध हुआ कि किसी न घात समीकरण में अ्रव्यक्त 
का मान न विध होगा जो कि २४ वें प्रक्रम में अनुगम और 
अनुमान से सिद्ध किया है। 


ध्यान देकर देखो तो यह सिद्धान्त समीकरण भीमांसा में 
सब सिद्धान्तों का मूत्न सिद्धान्त है। इसी पर से और और 
सिद्धान्तों की सृष्टि हुई है। और इसी पर से यद्द भी सिद्ध 
दोता है कि भत्येक समीकरण में कुछ न कुछ अच्यक्त का मान 
रहता है जिसके उत्थापन से वह समीकरण, फू ( ऋ )७०० 
ऐसा द्वोगा । 


२४७। (१ ) बद कौन सी संख्या है जिसका वर्ग ४ संज्या 
के तुल्य दोता है! इस प्रश्न को साधारण बीजगणित की युक्ति 
से ऐसे करते हैं। मान लो कि वह संझ्या य है तो श्रालाप 
से यरै८ ४ - यर-४सन्तब गुए्य गुणक खण्ड वा वर्ग 
समीकरण की युक्ति से --२- १ भर्थात्‌ कहेंगे कि वह संख्या 
घन वा ऋण २ है। इस तरह से उत्तर द्विविध हुआ । 

(२) बह कान सी संख्या है जिसका वर्ग मूल--२ है। 

(३ ) धह कान सी संख्या है जिसका वर्गमूल्य + २ है। 

(४) चह कैन सी संख्या है जिसका वर्गमूल-र२ है। 


बीजगणित की साधारण युक्ति से ऊपर के तीनों प्रश्नों के 
उत्तर में लोग एक ही साधारण संख्या ७ कहते हैं। परन्तु 
ध्यान देकर यदि सोचे। तो तीनों के उत्तर में परस्पर परम न 
पड़े इसके लिये तीनों के क्षिये कुछ सड्ढडेत कल्पना करना चाहिए 
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अर्थात्‌ जिस ५ के मूल से धव २ और ऋण २, दोनों का प्रहण 
करते है. उल ४ से भिन्न होने के लिये ४ में एक ऐसा खसड्केत 
करना चाहिये जिससे यह बोध हे। कि ऋण मूत्न २ के वर्ग के 
समान यद है। जिसमें सूल लेने में ऋण २ दी का प्रहण किया 
जाय । इसी प्रकार ४ में एक दूसरा सझ्कछुत भी ऐसा होना 
चाहिए जिससे समझता जाय कि यह + २ का वर्ग है ओर इस 
का मूल +२ ही अ्रपेज्षित है। और जिस ४ में ये दोनों सड्ढेत 
मिले हों उससे समझना चाहिए कि साधारण ४ प्रसिद्ध है। 
इसी प्रकार बीज़गणित से वा इस ग्रथ से असिद्ध है कि ४ का 
घनमूल जिविध हे।गा; इसलिये श्रलण अलग इन तीनों के घन 
को समभने के लिये ४ में तीन सड्टंत कल्पना करनी चाहिए 
और जिस ५ में तोनों सझ्ठंत एकट्ट देखे जाय उसे समझना 
चाहिए कि साधारण ५ है । इस प्रकार किसी साधारण 
संज्या आका न घात मूल न विध होते हैं। डनन आओ के न 
घात के अलग अलग खमसने के लिये भा में अलग अलग न 
सह्रेंत करना चाहिए और जि आए में न ओ सड्डेत एकट्ठा 
'पाए जांय उससे समझना चाहिए कि साधारण प्रसिद्ध संज्या 


त्नाहे। 


२४८ । भा साधारण संख्या के व घात मूल का एक मान 
जो पाटीगणित से आता है उले अलग अल्लग ' के न घात 
मूल्ों से गुण देने से न गुणन फल भा के न च्रिध न घात सूलों 
के मान होते हैं ( 4४ वां प्रक्रम देखो ) । 

करपना करे कि डिप्राइवर के सिद्धान्त से १ फे न घात 
मुल्त का एक मान, अ,- कोज्यां दस + ब्या न है (६३ वां 
प्रकम देखे) तो &३ दें प्रकमले लव मात अ, , अर, आई... ...म 


धूप२ समीकरण-मीमौं ता 


होंगे । इन्द्दे पाटीगणित से जो एक मान, आ के न घात मूल का 
आया है उससे गुण देने से क्रम से जो आ के न घात सूलो के 
मोन आदेंगे उन्हें क्रम से पहिला, दूसरा, तीसरा, इत्यादि 
कहो। संख्या में इन्हें १, २, ३,... ..." स'ख्क कहेंगे | 

नर 

न ३ 

६४५४ 

इस सड्लेत से समझो कि वह आ है ज्ञिसके सब न घात 

मूल अपेक्षित हैं जो कि कपर की युक्ति से साधारण आ संख्या 
है। वृत्तमध्यगत आ के शिर से वाई' ओर क्लुका उपरिगत, 
बुत्तान्तगंत न से समझो कि यद्द भा श्रपने न घात सूल्लों के न 


धातों से बना है। परिधि पर तुल्यान्तरित १, २, ३, न, से 
समभो कि भा के सब न घात मूल लिए गए हैं। 


इससे समझो कि वह भा दे जिसका पहिला, और दूसरा न 
धातमृत्र छोड़ और सब न घातमूल अपेक्षित हैं । 
धो र्‌ 


7 आर 
झा 


प्रकीण क पूप३ 

इससे समझो कि यद बह भ्रा है जिसका केवल पहिला, और 
दूसरा न घातमूल अपेक्षित है। 
१ 


(७ ) झा 


ह्‌ 


इससे समझो कि यह वह आ है जिलका केवल पद्चिला और 
छुठवां न घातसूल अपेक्षित हैं । 


(० 


पद 
इससे समझो कि यदद वह आ है जिसका केवल छुठवां न 
घातसूल अपेक्षित है। 
इसी प्रकार स'ख्याओं के उत्थापन से 


इससे समभना चाहिए चाहिए कि झ८ का पदिला जो घन- 
मूल है उसका घन है अर्थात्‌ यह वह ८ है जिसका केवल 
पद्दिला घनसूल श्रपेक्षित है । 


५५४ समीकरण-मीमांसा 


३] 


। 


इससे समभवा चाहिए कि ८ का दूसरा घनमूल ओ दोगा 
उसका यह घन है अ्रथांत्‌ यह वह म है जिसका केबल दूसरा 


घनमूल्न अपेक्षित है । 
१ 
0 
३ मे २ 


इससे समझना चादिए कि यह वह ८ है जिसका तीनों 
घनमूल अपेक्तित है, इसलिये इसे कहेंगे कि यह प्रसिद्ध स'झ्या 


4 है। 


रै न 
(हब) २ 


ये सब न घातमूल के बश साधारण आरा सख्या के अछू हैं। 

क्थोंकि पहिल्ले के ऊपर यथा क्रम दूसरे, तीखरे,...,...न स'र्यक 

अज्जी का ऐसे रख दे जिसमें सब आ और परिधि के भीतर का 
में ९ 


किक रे ०३०] 
न पकट्ठा हो जाय तो (का) ५ ऐसा हो जायगा जो कि साधा- 


रण आ स' ख्या के तुल्य है । 


/प्रकोण क एपूए 


न के खान में १, ९, ३, ...के उत्थापत से कह सकते हो कि 
१ घातमूल के वश साधारण आ सख्या में १ अड्ठ, २ घातमूलत 
के वश २ अड्, ३ घातमूल के वश ३ अड्ड, ९ घातसूल के वश ४ 
आह, और न धातसूल के वश न अक् हैं| इसलिये 


ध्‌ | 
साधारण आ सं स्या ८ (अ घ्ड (*) 
र्‌ 
१ ५ 
पी के 


इस पर से कह खकते है किन को अनन्त मानने से 


साधारण जा संख्या भे अचन्त अड् बना रूकते है । 


साधारण आ संख्या के १ मत कहे ते २ घात के मूल 


के दश इसमें दो अह् होगे इस लिये /रेआ इसमें हा, इसमें 


एक ही अक्त अर्थात्‌ लाधारण »& लख्या दा आधा अइ रहने 
हक पे हेगे न 
से कहेंगे कि ये दोमों ३ मान है । 

इस्री प्रकार न घात सूल के वश लाशारण का संख्या हे 
न अक्ष रहने से उसके यदि १ मान कहे ते। 


१५६ समीकरण-मीमांसा 
२ 


| 
६ (४) न («) घर 
नआ नेआ भआ। ् ञा 
$् हु डे 9 


इन सब में केघल एक एक अक्ढछ रहने से सब के अलग 
अल्वग कहेंगे कि $ मान हैं थदि न-०० तो ३८० और यदि 
नन्‍्म तो १-३ होगा परयोकि+स में जब आ को १ मान माना है 
तो म के विपरीत-म में १ मान से विपरीत - १ मान होगा । 


इसी ४ का 4 इसके! कहेसे कि 
4 


ने मान है। .... कह अर ३ इसे कहेंगे कि 


घ 
कप 


न; भान है। इसी प्रकार सबेच समझना चाहिए । 


प प्र 
२४० । कल्पना करो कि ०“फृ(ग)- झक्प +प्र्‌ यींप 
पर पत्_ 

+अश्य र + ०० +भअ,_५ यन-१+अक् यह एक समीकरण है 

जिसमें य के धाताज़ सब धनात्मक भिन्न स'ख्या हैं. जिनमें 


पं 
सबसे बड़ा है | म, म.,...मन- ९ का लघुतमापवत्ये ला घमभो। 


डा में म, मत,'“मन-। के भाग देने से लब्धि क्रम से ल, ल९, 
तब, का लर..९ समभो तो 


प्रकीय क धृपू७ 


पल पर, 
फ (योच्च, मं 7 +झ्र, यह 7 ४ 
पर त्त ६५ ५ 


छा 
+अत_ ३ ये निं-१ पैन-१ +अन० इसमें थदिय ज्यों 


भ्र्ता्‌ 


फ (१)०फा (रोचन, रा कलर 7 


पं ५ जे... २ _ 
अर. रें ने-१ न-*१ ५-०७ 


अब यह र के अकरणी गत अभिन्न फल के रूपए में समीक- 
रण हुआ। जिससे काशी के सिद्धान्त से रका भाव पक 
विध आवेगे। मान लो कि वे र के मात क्रम से क ,,कर,क३, 
ल्हे। 


अब साधारण गणित की रीति से कपृछ « कद्ो - का, 

पका २,करईी +-का ३... ...कछ 5 का,ढ कहे और साधारण 
का, का२.....-इत्यादि संख्याओं के छा घात यूलझ्ों के मानों 
में क|, कर,---के त, तर, त३.. संख्या कहें तो (यन्रे-रफपल, 
इसलिये २४६४ प्रक्रम से 


(कर पु ( (ब ताण्ल[ 
का त, पद 


पृपृद् समीकरणु-मीमांसा 


ये सब य के मात होंगे |का,, कार; फापह साधारण 


2 न्‍ ११ 
सं ख्याश्रीं के। एक एक मान कहो तो २४७ प्रक्रम से दत्त 


प्रत्येक मान होगा; इसलिये इनका ये।ग नन्हे मान य के 


होंगे । इस पर से सिद्ध दोता है कि समीकरण में अव्यक्त का 
सबसे बड़ा घन धात जो होता है बह चाहे अभिन्न वा मिन्न हो 
अव्यक के मानों की संख्या उसी के तुल्य होगी | 


२७१ | कल्पना करो कि न,, न२, गत ये उत्तरोत्तर 
अधिक धनात्मक सित्र वा अभिन्न सख्या हैं तो बीज़गणित से 


“न “-न३--१ ३५००० -नत ये ऋण संख्या में उत्तरोत्तर 
अहप होंगी जिनमे सबसे बड़ा--व, है। 

मानो कि फ (पोन्अ, थे पकश्न/ या रस, या 
+ ««»+अत ये 7० इसमें जानना है कि य के कितने मान हैं । 

मान लो कि य के र विध मान हैं ते। फू (ये) के। य 7 इस 


न 
से गुण देने से जे। य “फू (4) ० यह समीकरण नया द्वागा 
उसमे अब र+न॒ इतने मान य के होगे परन्तु 
न बन ब्न्न 
य 7 फू (ब)ल्‍ल्‍अ, ये 7 ६ अर्य ते “पर 
#! ने न शत घ्प्प्क 
जद्दा धनात्मक भिन्न वा अभिन्न य का सब से बड़ा घात 


गत", यह होगा इसलिये २७८ घरक्रम से इसमें 7 ९ इतने 
य के मान होगे; इसलिये 


प्रकीर्णक पृपू& 


र ने नंद प्नत “न शा रक्ान |, 
इसलिये फू (य)ज-अऋब 7 ,+-अस्य २ +अइ्य “३ + ** 


न्ञ ये 5-० इसमें य के सब से बड़े घात की संख्या जो 
-न, है उतले य के मान होगे यह सिद्ध हुआ। इसलिये अब 
साधारणुतः यह एक सिद्धान्त उत्पन्न होता है कि किसी 
समीकरण में अव्यक की खब से बड़ी जे घात खंख्या होती 
है उतने ही विध उस समीकरण में अव्यक्त के मान आचेगे 
चाहे वह घात संख्या अभिन्न वा भिन्न धनात्मक वा ऋणात्मक 
हो। जैसे 
फू(यो ८ भ्रय +अ, या + अर्थ * + ...... न 

अज--8ये न अततत० 


इस समीकरण में जहां न अभिन्न और धन है यदि य+- 


अर 5 
तो नया समीकरण से 7 जार कज्ञा३॑ ० +के जय + अत 


च्ज्ञर नें कप हरे ता ॥ न आइर हे ) यू ...... न 5 मी प्र 4 
न अपन * च्न्0 

ऐसा हुआ, जहां वीज़गणित की युक्ति ले रका सब से 
वड़ा घात ० है। इसमें जितने र के मान आवेंगे उनकी संज्या 
ल कहें तो इस समीकरण को रे से गुण देने से जो दूसरा 
समीकरण दनेगा उसमें र ।के भांच लऊ+न विध होंगे परन्तु 
समीकरण के रा से गुण देने से जो इसरा समीकरण ज, २ 
क्ष, रन अ२ रप + **+ अद्वरों नू० 

ऐसा बनेगा इसमें र के मान न विध आदेगे इसलिये 


छनन्‍नन ., रू: ० 


५६० समोकरणु-मीर्मांसा 


इससे सिद्ध हता है कि किसी दरात्मक समीकरण में यदि 
छेद, समीकरण फोर" से गुण कर व उडाए जाय ते। उसमें 
शुल्य विध अब्यक्त का मान होगा । यद्द सब अत्यन्त चमत्कार 
है। इस पर गणितज्ञों के! विशेष ध्यान देना डचित है। मेरा 
लिखना इस विषय पर फैसा है इसे भी ध्यान देकर बिचारे | 

२५१ यह दिखलाना है कि 

कक पा कक मी, 

य-अभ्र य-क य-सत य-भ 

इसमें य का मान कोई असंभव संख्या गदीं है । 

सम्मध दो तो मानो कि 4 ८ प+ घ,/- १ ते दूसरा भान 
भी यका एक प-ब,/-६ होगा । इन दोनों मानों का 
समीकरण में उत्थापन देने से जे समीकरण के दे! मूल होंगे 


उनमें प्रथम में दूसरे के घटा देने ले 
का | आर कार से 
पक कबरे (प-क) + बे + बब्बर कब 
ञ् 
ई 77 + द- को पबरे | 5 


अब जब तक बर--० न मानोंगे तब तक यह समीकरण 
असंभव होगा। क्योंकि कोष्टकान्तर्गत सब पद धन हैं। थे 
मित्र कर शून्य नहीं हो सकते। इसलिये समीकरण फी सत्यता 
में शूल्य के समान व का मान होने से सिद्ध हुआ कि इसमें 
अव्यक्त का कोई मान असम्भव संण्या नहीं हे। 
२५१ । य, य३, य॥) "'यन ये न आध्यक्त हैं| इनके वश से 
नीचे जो न समीकरण लिखे हैं उनसे इनका मूत्र जानना है 


| +  ॥ 


प्रकाय क पद 
य्‌ नया कयर३ चुं> ७०४०७ *** नये बल 
अश्य, न+अजयर नजइय॥ नः ज०्०्छ करन हज यू बन 
अपय, + अर्ेय २ +अर्देयह +॑ «००० +  अनुयक्ष करन ० 
अरैय , + अरेय२ + अह्टय३ नी ५.५ ««- ०» अवैधद् न्‍न ० 
क्र रे क+अई ेय३ कआए स्थ३ नै ७००००० न अत पथ घ् 9 
अ्ररध्य, +अग '+-लई 'य३+ ......+अग यज्ञ न्‍ू क 


इन समीकरणों को क्रम में स ५, सन २५ सेज- ३३०५-०० - 
खर, व, १ से गुणा कर जोड देने से और ऐसी कहपता करने 
से कि खत_ ५+ सत्-२) इत्यांदि जे! कि अभी अविदित हैं ऐसे 
हैँ कि इनके वश से जोड़ने में य२, य३)------यत इनके अलग 
अलग गुणक सब शून्य हे। जाते हैं तो 

यर ( अपर क+#ख, अर +सरभर १ + ... ... 
+ख -२ ज३ +खत-.३ ) १२ ० 


बन; संत-२----» इत्यादि में ऐसा धर्म मानने से सिद्ध 
होता है कि 


फू (छ) ८ कं“ +ख्॒, छगे२+स३ लग + ,..... 4 
सत-२ ॥>] न खत. स्न्0 
इस समीकरण के भर , भर... ... अत ये सब अव्यक्तमान हैं 


इसलिये फृर (ल) 5७ ( क्--अभर ) ( छ--भ३ )....--( ल-भझ, ) 
इसमें ढ के स्थान में श्र, का उत्थापन देने से य, का ग्रुगक 


हर अशचच्न्भ३ ) (्‌ अश>न्‍चअ )बन्न्न अशच्न्आस ) यह 
आदेगा; इसलिये 


पदर समीकरण-मीर्मांसा 
रा 
! (अ,>अ३ )'( अ२-अ॥ )*( अ(-भत्न ) 


इसी प्रकाश साजात्य धममं रहने से य,, य,, इत्यादि के 
मान आ जाय॑गे। 


२९१। य, र, ल इत्यादि न अव्यक्त हैं। उनके मान नीचे 
लिखे हुए न समीकरणों से निकालने हैं । 
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हे न डे ने नै 
7 आा। झुक मतख १७७७ ““ १ 


समीकरणों के रूप से कद सकते दे कि ज,, न,, ज॥)....... 


य श त् 
हक ये जि कडू कहू 7 ंत 5४० इस त 
घात समीकरण में ण के मान हैं। मान के! कि नन्‍ूञ्र-ट ते 
इसके उत्थापन से ओर पक्तान्तरानयन से 

















श ले 
१+ व नूः द+क-- अ न स्द्चाऋ नु- बन्‍नन्न् पघ्ड09 


छेद्गम करने से इसका रूप 


दो >आ +आर टक्व* +...... + आन०्ऐसा 
होगा जहां जाप न्‍्य ( क-अ ) ( ख-अ ) 


प्रकीण क ५६३ 
परन्तु जब ज>भ्र--८ *. द८अ-ज; इसलिये ट के मांन 
सब अ-ज)३ भ-ज२, अ-ब,,... ... ... अ-बन ये दोंगे 
इसलिये २५ वे प्रक्रम के ५ व॑ प्रसिद्धार्थ से 
आनत( अजब? ) (अ>ज३ ) ( अ-लब३ ).७»-०++० 
(-१ॉय(क-भझ) ( ख-श्र )...... 


न ( प्र-ज, ) (अ-ज२ )( अ-ल३ ) 
पर ऋका--छ)-...... 


इसी प्रकार जःक-ठ, भजूख-ठ, इत्यादि मानने से , 
तल इत्यादि के भान जा जाय॑गे। 
२४५ | सिद्ध करना है कि सर, सर, ख*, ३ खोंयेन 
संण्याय हैं। 
इनमें से भ, म संख्याये' ले लेकर उनके गुणनफल निकाले 
ते सब गुणनफ्तों के येग के सिद्ध करना है कि 
(खरे... १) (खो 3 (ख-२) (४१ - १).. हे (स्स+ १... १) मर) 
(ख-१) (खरे - १)...स-ह) 
माग लो कि 
फे (थ)८ (प+ख) (य+खरे ).«4य+खी) ८ यने |. 
पत्य/ +४+प,यन-म.. ... +प, , (१) ते प. का मान 
जानने के लिये २५ प्रक्रम के ५ वे प्रसिद्धार्थ से (१) य के स्थान 
में. का उत्थापन देने से और सन से गुण देने से 
&ै 





५६४ समीकरण-मीमांसा 


( यन-+-खरे) (य+ख१)...(य+ख)ज-यं +प' खबरे! 
+ ** +पत खा ब-+पत्खों ...(२) 

(९) और (२) से 

(य+ खत) (ये +प, या १ + ० + पे + यज्ध) 

ल्‍्(य+ख) (यॉ+प,ख यीं! + . +पत्- (सभ्य 
+-पश्चत्त) 

दोनों पक्षों के या म+ ९ के गुणकों को समान करने से 

पप्न+ख 7 प._| +>पम्म्खो +पप्र__, खरे 
खर्म (ख़त-म+१ _ १) 


४३ $* अछ अञग #००७० ७७०० ००० (३) 
हो व 
और प्‌, >ख +- खर+ ० +ख ८ जि) 


(३ ) में म के स्थान में १, २, ३, इत्यादि के उत्थापन से 
पञ्न का मान वही होगा जो कि ऊपर लिख झआाए हैं। 


२५६। फू (५)--० इसमें मान लो कि अव्यक्त का एक 
मान श्र है ते फू (प)-(१-शञ) फा (२) 
- क०- ५-४) काए। 


ओर ला? का (् न पर ने "० ) +जा फा (4) 





इसलिये यदि ला-* इसका मान ये के ऋण और धन 


धात रुप पदों की भ्रेढ्दी में निकले ते। य का जो ग्रुणक होगा 


प्रकीणक पृद्दप्‌ 


बद्द दूसरे पक्ष के के गुणक- अर के समान अवश्य होगा यदि 
छा फा (ये के मान में य के सब धन ही घात हो ते । 


इस पर से फू ()८ ० इसका सब से छोटा सूल निकल्लेगा 
वैसे मान लो कि फू (7) ० में एक से एक बड़े य के भर, क, 
ख, ग इत्यादि मान हैं तो 


फू (4) ८, (य- अ) (य-- क) (य-ख) 
फ()..अ (१ -() (१-ख) (१-७)... 


(- (-) (- 


जहाँ काननआ, & >क»% ->ख% - 
तो्‌ ला 7 )- छा करला( १ +- ३) नला (१ ६) 
कला (१ -ह) + अब यदि य, भ्र ओर क के बीच में हो तो 


ला (९-८ ला (१- छा( १-८ 


इनसे जो श्रेढ़ी होगी उसमें ऐसे पद्‌ होंगे जिनमें बहुतों में 
य के ऋण घात और बहुतों में य के धन घात रहेगे । 


जैले यदि फू (य)> या +स् य-- कर ० 


थद्दृ समीकरण-मीमांसा 


इसलिये का फ्‌() लाखसन-ला (१ 22 न ) 


सर 
>छा ख-ल--इल' - इल * ... 


न 

के यों कक थ 
- न मल ० अठ 4 कब 

चदि छू: ---+- ् न हे 


अब जिन जिन ल, लग* १, छरेग+ १ इत्यादि पदों में * के गुणक 


के 


हूँ उनको अलगाने से लघुतम अव्यक्त मान _ _. हनेकर 


३ सं शेघ+ १ 


«न (र२ेम-१) कृरल-? 
कई 7 ख़नरर 


२५७। इसी प्रकार फू (२)-० इसमें श्र,, झ३,...भ; ये 
अन्यक्त प्रात एक से एक बड़े और श्रवशिष्ट मानों से 
अल्प हैं तो 


४०० ३७७७ 


फे ()७(य-अ,) (य-आ,) (य- ४३)... ... (५ - अक्न) 
*फा (य॥) 

'बकि “हट ०(१-३) (९-9)-(:-$) 
* फा (य) 


यहाँ भी दोनों पक्षों का लघुरिकथ हेने से छा्ती)दसके ' 
फे गुणक को कहेंगे कि - (अर +- अर +अ्र३ + “-+ श्रम) यही है। 


प्रकीण क पदक 


यह ऊपर के दोनों सिद्धान्त सर्फी के समीकरण मीर्मासा 
में लिखे है ( 868 धपाएए३ 7॥60०५9 रण सिपप्रशांणा5, 
93868 77-83) 

श्पू८ । थदि फा (य), न- १ घातका वा उससे अह्प घात 
का फुल हो और फ़ (य) न धाव का तो कल्पना करो कि 


फा(य)  आ | का जा. ..#- आओ । 


>> >> पअनमे ...->+++ नील 


फू (५) य-भ्र च-क यनस्र य-जा 


जहाँ फू (२)७० इसके मूल ञ, क; ख,... ...भ, हैं. जो कोई 
आपस में सपांत नहीं है । 


दोनों पत्नों को फू (य) से गुण देने से 


फा (ए)-श्रत ()क्षाप () ता रा 


(य) 


न न कली 


इसमें यदि य>ञ्र तो दहिने पक्ष मे प्रथम पद छोड़ और 
सब पद उड़ जायेगे और प्रथम पद्‌ ९२ व॑ प्रक्रम से 


फा (अ)-ञआ् फू” (जञ्ञ) ऐसा होगा; इसलिये आ न्काज 





इसी प्रकार का फ्ज्न इत्यादि आ ज्ञायंगे । 


* यदि फा (यो, * घात से बड़े घात का फल्न हो तो फू (4) 
के भाग से लब्धि फि (य) और शेप फ्री (7) ज्ञो न घात से 


भृद्रद्न समोकरण-मीर्मासा 


अल्प घात का होगा बनालो फिर ऊपर की थुक्ति से न 
का मान खण्ड भिन्नों में बना लो । 


यदि फू (१) ८ प,(य- अर) (य - क)४ (य- ख) ९... (य - ज) 
फा(य) का खा 
कफ (य) व कं / त-क)। | (य-क) 


208 
ञँ 


ऐसा रूप बनाकर ऊपर की युक्ति से शआ, का, खा,... ... के 


प्रमाण ज्ञान सकते हैं। इस विषय में और विशेष जामना हो 
तो चलनकलन और चलराशिकलन देखे। ऊपर के प्रकारों 








ता 








व्याप्ति के लिये दो उदाहरण दिखलाते हैं। 
(१) सिद्ध करो कि 
शिमला लग, ५ नल लत ही पट, 
(य+ १) (य+२)- (यऊन+कर) बकरे ३९ ब+२ 
बबत्री है हो 
१२ + ३ य-न-+ १ 
मान लो कि बायां पक्ष -+ 8 हि 
नर य+२ यकरे 
आप 
यव-न नर 


नित्न्धा/ (य+-१) (य+-३)*० + आर, (य+- १) (य+ ३) 
“ कजा;(य+ १) (१+ २) (य+४)...... 


प्रकीर्णक ५६६ 


यक्ने स्थान में क्रम से - १,--२,- ३, ...के उत्थापन से 
तत्ञझाइन . आइ नर 
[हर “आर[न-र «« आर ८“ ने 

न८थ्आ [ब-रे आज रत १) 


इस पर से ऊपर की सरुपता उतपन्न हुई। 

२। सिद्ध करो कि 

र्‌ न हा न (न-१) 

बकरे (य+ १) (य+२) (ए+ () (य+%। (ब+ रे) 

(-१) (न १ 

(य+१) “४४ त्रक॑न+ १) बकत+१ 

आ। , आ> , आ३ 

बहू बकरे ब+ 


आल. ९ 
न्न्न्ने 
य+न+ ३१ 


तो छोद्गम करने से और य के स्थान मैं--१,--२, इत्यादि 
के उत्थापन से 


अ(<[(१- १ सण०शअरत(९३ - न) १०० 


ने (न--१ ) 


मान लो कि वायां पक्त 





(१--१)वाो ४० 


इस प्रकार से सब के मान शूत्य होंगे केवल आर 5 5९ ऐसा 
दोगा; इसलिये ऊपर की सरुपता सिद्ध हुई । 


इस प्रकार अनेक चमत्कृत सरुपता उत्तन्न द्ोती हैं । 


पूृ७० समीकरण-मीमांसा 
२७९ | य श्रौर र ऐली दो राशि हैं कि 
य+र+ कर्क पूरा वर्ग, य--र + करएक पुरा वर्ग, 
परम “एक पूरा घन, य* + २९ 4 खएक पूरा बगे, 


यरे--र* +ग एक पूरा ब्ग, 

ओर इन पांचों के सूलों का योग>निर्दिष्ट स ख्या ते। उन दोनों 
रशाशिश्रों के कैसे मान कल्पित किए जाय॑ जिसमे ऊपर के पांच 
आतलाप आप स आप घट केवल श्रन्त के आलाप के लिये 
समीकरण किया जाय | 


भास्कराचारय से भी पहिले भारतवर्षोथ किसी प्राचीन 
गणितज्ञ का निकाला यद्द प्रश्न है क्योंकि भास्कराचार्य ने अपने 
बाजगणित में स्पष्ट लिखा है कि “कस्याप्युदाहरणम” अर्थात्‌ 
किसी का प्रश्न यह है। यद्ां क, ख और ग ये व्यक्त संख्या हैं । 

यहां यदि +२+कन्यो' तो य 4 र-यो --क 

ओर यदि य--र२ + क्विर ते य--२-बि२....क 

इस पर से ये वि --श्क हि यो -विरे 

रे २ 

अब वर्गान्‍्तर का आलाप मिलाने के लिये 
घरेल -+शयो वि --४ क यो' +वि९.....४ क बिरे +४ करे 

गा ग जज नर 


_यो*--.श यो ऐविऐे + विश 
रत णज यु 


प्रकीण क पृ ह्‌ 


और य्‌रे--र* -- गर 
छगो* वि.४ क यो - ४ क वि* 4-७ क* +७8 गे 


४ 
ध्यो वि कयौरं-क वि +करे+ग 
स्थोर विरे-शयी विक+करे 
->(कथो* _-श्यों विक+क विर)कंग 
, नऋ(योवि-क) क+ग-क(यो-वि)* 

इस लिये यदि गन्क (यो-जि)* तो 
यर-- २२ +गरएक पूरा बर्गत(यो वि-क)* 
परन्तु जब गलक (यो-वि)* तब 


(गो-वि)९० लू “पे -विल 4/ बह और वोल्वि ५/टि 


अर्थात्‌ वर्गान्‍तर के क्षेप में राशियों के योग वियोग क्षेप से 
भाग देकर वर्गमूल जो हो डसे कल्पित वियोग सूल में जोड़ 
देते से योग सूल का प्रमाण होता है। फिर इनके उत्थापन 
से यो श्रोर वि के फल रूप में य और र आ जायँगे जिन से 
फिर आगे क्रिया करनी चाहिए । 


इस प्रकार से राशिकल्पता करने के लिये अपने बीज्ञग- 
णित में भास्कर ने यह खूत बनाया है। 


सरुपमव्यक्तमरुपक वा वियागसूल प्रथम प्रकल्प्य । 
येगान्तरक्षेपकभाजिताचदर्गान्‍्तरक्षेपकत पद स्पातू ॥ 
तेमाधिक' तत्तु वियोगपल्ल स्थाद्योगमूलं तु॒तयोस्तु वर्गों । 
स्वक्षेपकोनी द्वि वियोगयोगौ स्यात्ता तत संक्रमणन राशी ॥ 


५७२ समीकरण-मीमांसा 


ऊपर जो इसकी उपपत्ति लिखी है वद कृष्णदैवज्ञ की बनाई 
है। (बीजगणित की टीका बीज्ाडुरा देखो) 


भास्कर के प्रकार में यदि दा ग्फैसा हो श्रर्थात्‌ जिस 
प्रश्न में करन ० न्‍ूग ऐसा हो वहां पर लुप्तमान होने से यह 
पता न लगेगा कि ९/ टृदूखका ठीक ठीक क्या मान है; इस- 


लिये ऐसे स्थानां में भास्कर के प्रकार का व्यमिचार द्ोगा। 
इसके लिये मेरी ऐसी कल्पना है । 


कल्पना करो कि पर "टच ऊपर लिखी हुई क्रिया से 


यो>वि+प, य -:यी- 2 “के रवि शविप पे वन न 
योप--विर. ३२विप+परे 
०-० खरा “४ 
४वि*+८ विष्पष--४वि! परे -८क बिर -- ४ विरे परे 
४ 
4 वि ११-८ क पवि+पर7 -- ४ क प*+-४ करे 
8 


यो ८ 


२ ४ विष्प१ +- ४ वि प१+प* 
४ 
रस ह छे रेफर .. रे 
और यर २ २२ _- क्र ८ परवि* + १२प*विर - ८ कवि 
. 
हक पर त्रि-मक पदि +२प०--४क पर + ४ कर 4- ४ ख 
न ल्मभकेपाद -+ प प्‌ +#दंक कंदटेस 


प्रकीण क पूझरे 


हि पथ 
>वि*्+-१पविर के पूरे वि*-२ परे वि+ से 


२ क वि ३२ कप वि> के प्रं+करो+ख 
(वि +पवि १ ३२ वि प्रे--क )+वि ६ ९ प* 
8 
>रक् प ) न न +क्“ग++सख 
रू विकिपति) ने बिपे ( पर-क )+ रे प हि (प*-क) 
त्तृ ६4 
का वा 5 २--ग+स 
>([विि+पवि ) + रे (परे-क ) (वि कप वि) 
5] 
ने द् कको->गने ले 
ू(ब्रिकपति) रे प्रे-क )(वि*+पवि ) 
घर 
+(पर२-क )-(प “के है 0 न क्रो->गनकनखस 
८ई६(विकप वि)+( पर-क) ) २....( प्रे-क )१ 
८ ॥ हा 
24 कार तल २्गनकस 


बड़े कोष के बाहर के सब पद मिल कर यदि शत्य हो जायें 
तो यह पूरा चर्ग हो जोयगा इल ल्तियि 


परे २ द्रे 
ण्ल्ट्ः नेक ब्ल्ग न (्‌ पे चर )र कंखल्‍प्ूू के गे 


-प-]-२क पं-कर्ष्केख 
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हर पृ हे 
म्न्रे के प्‌ -- यू “गन खन्‍नर ग-- पा नाौखतन्न्गकेस 


परे 


कलन»े विनम्र 


/.ब चग+ब और पर | २(ग+स) | ४ 


इस पर से सिद्ध होता है कि चर्गान्तर ओर वर्गथोग क्षेपों 
के दुने योग-के घूल का मूल जो हो वही *,/ दुदूसका मान 


होता है | अब चाहे ग, और क शून्य हो वा संख्यात्मक हो मेरे 
प्रकार का कहीं भी व्यपिचार व होगा | 


इसपर मेरा बनाया यह सूत्र है। 


वर्गान्‍्तरचेपकसंमितियता क्षेपेण कृत्योय॑तिजेन वै ततः । 
दिप्लात्‌ पद तत्पद्युगूवियोगजं मूल युतेभूलमतस्तयोमिती ॥ 
अब पांचवां आत्ाप मिलाने के लिये यदि 


५य-र+क घ् वि तो 
#यकरफकक न्यों वि+प 
४यरें-र+ सर + योति-कतू बि+पवि-क 
५यर+र कस +- विरे + प वि--क + परे 


। र२(य+६१) | *अ 


न वि+४( ख+ग हे) 


ह २वि*+ २१ विप+पर-२५क+२ 
क्योंकि यपन+१ ८ धार का माय ७७360 5, 


प्रकीय क पृष्ठपू 


२विप+प 
श्८ ध्यदमा 2 


श्पत्ति ४ परे विस. श्परं वि- ४ कप वि+ध्पवि 
२परेंविरे+ २ प्रवि+प*--२ परेक+ २ पे 


प[४विष्+-६प वि*+ (४ परे-- ४ क+8) वि | +प* 
-र पक+र परे 
ल्पर४वि*+ ६ पवि*-( ४ प९-४क+४)वि) 
+२ग+र स- २ गन- २ परे 


इसलिये 
२(य+१ ) 
डर 
3 22558: 05: 4 काई3 5:88 ५2 50302:2:304. 
दर 
अब यदि यह पूरा घन होगा तो 


हज 
३ (५प) इससे ६ परे यह अवश्य निःशेष होगा और 
लब्धि का घनरू२ ख+३ परे ऐसा होगा | कश्पना करे कि 
रे 
लब्धिनल तो ३ ल (४प) २८ ६ पर ,", छू" (४प)* -- ८पर अर्थात्‌ 
१६ पर लष-प्प* ,', लगे नम परन्तु पहिले सिद्ध कर श्राए हैं 


..ै 
कि पच्च +ग, इसलिये 


पृ७६ समीकरण-मीमांसा 
३ बने 
कस्टू न्‍ूख + ग-श्ख+ श्परे ,', लत इसलिये यदि 


धन फ्लू तो पांचों आरूप भास्कर की युक्ति से मिल 
सकते हैं । 
रा-ख सं 

जब “5५ ते छेद्गम से 

कंग-कख़ न्‍्+२ग, वा क (ग-ख) नर ग 

इस पर से यद दिद्ध होता है कि यदि वर्गान्तर क्षेप में 
बर्गयाग क्ञषेप के घटाने से जो शेष बचे उससे थोगान्तर 
क्षेप को गुण दे', गुणशनफल दूने वर्गान्‍तर क्षेप के तुल्य हो तो 
भास्कर की क्रिया से कहेंगे कि प्रश्न ठीक है, उत्तर निकल 
सकता है | 


इसी प्रकार पांचचा आलाप ऐसा हो कि ्प +र यह एक 


पूरा घन है ते यहाँ भी ऊपर ही की युक्ति से सब बातों का 
परामशे कर खकते दो । 
( प्रश्न के उत्तर के लिये भास्कर का बीजगणित देखो । ) 


२६० । य र-+थ्र य+क २+शघ्न इसमें चाहते हैं कि य और 
र के अभिन्न धनात्मक मान निकाले । 


इसके लिये भास्कर चाय ने ऐसी कल्पना की है कि मान 
लो कि जिस आयत का एक भुज य और दूसरा र है उसका 
छेत्रफल य र है जो कि भ्र य+क र+- रू के समान है 


प्रकीय क पू७७ 
ञ्प्री उन च्च 


लहर र्‌ 

२ भुज्ञ के समामान्तर श्ुञ्ञ आघा में यदि एक खण्ड 
आचन्नध्रका र ले तो य, अर सुजों से नये आयत चका का 
दोत्रफत्-थ ये होगा। और य भ्रुज्ञ के समानान्तर थामा में 
घाभान्क काट ले तो च का का क्ेत्रफलन्नक (२-अ)न्नक र 
“भर क, इन दोनों के। समग्र ज्ञेत्रफल य र में घटा देने से दा मा 
आयत का फल्लनन्य २--अञ य-क र+अञ्र कन्‍-भ य+कर+ख 
>अथ-क २--श्र कन्झ्म क+ ख, इसलिए छा ज्ञानन्कामा का 
कोई श्रभिन्न माय सात उसका भाग ञ्र क+ख व्यक्त संख्या में 
देनेसे छा काननजा मा का मान होगा। इन दोनों में क्रम से 
छा च-क और काजा-ञ्र जोड़ देने सेय और र के मान 
अभिन्न आ ज्ञायगे । 


छार छु. २ सका 
का 
न्चा 


घ्चा 
नो 
घ्ू ॥।॒ 


ज्ञा का २ गा 


पृ समीकरण-मीमांसा 


््प्रा च्या च 
गा ज्ञा 
का 
पा का 


यदि भर और क ऋण होंगे तो छा जा- छा घानूछा जा-क 
स्थ; हा भा - श्र दंगे जहां आराश्र, कान्क, यदि भ>र 
और क>य से तो 

क-दछाजानन्‍य 

अ-छां भानर 

इस पर से यह क्रिया उत्पन्न होती है कि 


य रन्भ्र य+-क २+ ख इस समीकरण में दोनों श्रव्यक्तों के 
गुणन फल्न में व्यक्ताड़ु ख जोड़ कर इसमें ऐसे एक इष्टननइ का 
भाग दो जिसमें लब्धि-ल अ्रमिन्न हों। फिर इृ+अन्‍्श वा 
इ- झम्र और जञ + क-य वा ल-- कप | 

जैले यदि य २४ य+११+२ तो यहां ४5, शेल्क और 
खरे इस लिये भ्रक+ख८8%३--२०१४ । इसमें इृष्टटइ८श का 
भाग देने से ल८७) इन पर से यल्‍ल+क-७+ ३८१० और 
रन + भ्ररू२ | ४८६ । 

एृष्ट के वश अनेक उत्तर होंगे । 


प्रकी्यक * :.... धूऊई 

इस पर भास्कर ने यह दूत्र बनाया हैं :--- 
भावित पक्षतो5पीष्टात्‌ त्ययक्का वणो सरुपकौ। 

५ कप 
अन्यतो माविताडुव ततः पत्ती विभज्य च ॥ 
वर्णाज्ञादतिरुपैक्यं भक्तेष्टेनेष्ट तत्फले। 
एवाभ्यां संयुनावूी कत्तव्यौ स्वेच्छुया च तो ॥ 
वर्णाड़ी वण योगने ज्ञातव्ये ते विपययांत्‌। 


२६१ | निद्ष्ट वृत्त के परिधि पर प एक बिन्दु है 


उसकी केन्द्र मान एक ऐेता वृत्त बनाता है जिसे निर्दिष्ट 
चुत्त का दो समान साग हो जाय | 


कहुपना करो कि निर्दिष्ट वृत्त आप का है जिसका केन्द्र 
९ न &2: 2 
कऊ और व्यासाहू क पतन्ञअ | और मान लो कि प केन्‍्द्रे से प का 





३२० 


पू८० खसमीकरण-मीमांसा 


-श्र| व्यासाद्धे से ऐसा का गा आ बृत्त बना जिससे दिए हुए 
बृत्ठ का समान दो भाग हो गयां। का क प कोण का चापीय 
मान ष मान छो तो * | 


का प भ्रा चापरर भ्र १८ घ, का आ पूण ज्या-- २ श्रज्याष ८णी 
७, 
प चारूश, चा गानू्श , का गाओझ चाप ध २, का प आ चाप क्षेत्र 
का फल्ष 


आ(ध-- णी)+श जी 


हि 


ल्न् 
न 


रन क ' छ, (थ,-ज) + शक 
का गा श्राचाप क्षेत्र का फल: _अर (जनजी) के शी 


दोनों चाप च्षेत्री का फल>-आधा दिया हुआ चृत्त फल 
था श्र हैं; 8. + 


न्‍अ्व्यरननननलिनिलान 


२ 
_>अधि- जा) +शजी+श नी+ श्र, धिए “जी) 
भर 
न्भधघ-जी)+ भर, जी+अ, (घ१-जो) 


॥ । । 
श्र (ध-लनी)+अआ, घ, 
्‌ + 
अ(रेअष-२ अज्याप)+ २ अर ज्यारंष ध, 


32% २ 


न्‍ञ ( श्र प- ज्याप) +अ ज्याष ई प२ अज्या डे ष (7-१) 
स्त्री [प- ज्याप+ रे ज्यारे $ प(४-प))] 


प्रकीण क पूछ 


जभ [प--ज्याष +- (१-कोज्याष) (+- धो) 

न्‍अ' (घ- ज्याष +-7-भ कोज्याप -ष +पघ कोज्याष) 
अरे (7+घ कोज्याघ --+ कौज्याप -ज्याष) . 

न्‍भरे [क - कोजपाप (7 -ष)-ज्याष) 


श्र से दोनों पत्नों में साग देने से और को घटा देने से 
- [कोज्याष (झ - ५) + ज्याष)>फ(ष) १२० 


१० वे प्रक्रम से ज्याष (#-प)+कोज्याप -कॉज्याण 
झूज्याप(त - घ)-फ (घ) पहिले स्थूल मान मान लो कि ५, हा त्तो 


फू (ब,)र- ड “१०८ १"५७०७६६३२६८- १५० '२७०७&६३२६८- 





फ्‌(ष,)जा- रे न दे ++१५७०७६६३२६८ 
१४४ ग्रक्रमस्थ न्यूटन की रीति से 
न 
दे 
कप) कटा पघ्ल्र अल्थ जे 5-००३६२२४६४५ 
र कि 
३ 


द्व «चर पघ३ ८ १"२०७५४६म८०-६६“, १ १ श्र 


पर समीकरण -मीमांसा 
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४०२ १३५४४३ 

१६३ ७७रे६ 

१७ १५४७ 
केब्यापरज रात कम्मस्क्प | ___ १६ 
ज्याप,5 ' &३४७४४२ फ(घ३ )55१ ८०७;४२६१ 





गजब |) 
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१३४३४०३ ७६५३०, 

५९७१७ ४१२ 

श्छ्र्‌ पृछ२ 

११४ 


केोज्पाप, (7४ -प३)-+ पिरै६४८०८४४७. १'७&&:४४०८५ --फ (५५) 





डे 


. प्रकीणंक पूण३ 
/.. 'जयाष, ८5 ६४४४२३६ फ(ष३) ) 000५८ ५ 
या ॒+ २ प७०६०४४७ फ(घ३) 
है ८ १५७०७६६३ 
फ(ष२) +१-०'०००१०८१४ 
बह -चरू-ष, १ २३५८६६६-०७० ,४८,४२ २, 





कोज्पाष५ तने * ३२८४६७४२ ज्याघ, ८ ६४४४८४३४ 
॥ -घ३--१८६०४६६७८ 
३२४७६८२१ 


ज७१७०८७४ 
३८११३६&२ 
१५३१५५५६ 
११४२४ 
१३३३६ 
७६३ 

श्म 


कोन्याष, (7 -- ५) 5 *६२६३५३०३ 
ज्यपष, ८5 '६€४४४४३४ 


यो < ११५७०७६६४२ 
इ + ६/४००७०६६३ 
फ(ष, ८ “5 ०००००००० १८० स्वेलपान्तर से 
इस पर से 


अर्तरप्रधज्याप एल ज्या(इप,२४,२१”,१"”) 
नरेअ २ '५७६३६७२५ 


थूदछ8 खमीकरण-मीमांसा 


२३९७४५७ अर 
लत २७५५००००७ 
यही मान टेलर के सिद्धान्त से भी आवेगा। चल्नकलन 
का २५ प्र० देखो । 

इसके लिये यह मेरा सूत्र है :-- 
नगश रवेदनगद्ष्मा रामकरेराइता. त्रिभज्यास्वा। 
प्रयुतदयेन भक्ता व्यासदर्ल स्यात्‌ रवहृत्तस्थ ॥ 

२६२। ऊपर के प्रश्न मे यदि प विन्दु के का गा भा चाप 


से दिए हुए का प आवृत्त कान भाग हो ते ऊपर ही की 
क्रिया से 


से ०७ मर 
5 न | कोज्याप (7 -थ)+ ज्याप । म्न्फ (ष ८२० 


ऐसा समीकरण होगा | इसमें पदिल्ा घ का स्थूल मान: 


अप मान कर तब न्यूटन की सीति से श्रसकृत्‌ कम करना 
चाहिए। 


यहां यदि त्रिकोणमिति से 


क पी परे धर 
कोज्याप 5१०. +-- -- ० 
श्‌ ध्ठ हब न 89 ९७०७७ ७०७ तो 


रे । 
फोज्याप (7-प) ४ - न जे 
रे ४ ६! 


प्रकीण क पृष्पू 


पे _पा पा 
बज शृ शृ क्ष कल 
चर चु ह 
ज्याप्‌ घ्द्षूँ न» 200 > अककाक ४०० ७७७ 


0 कं... 
शं| ७! ७! 
बाघ उप वराषरी 

कन्‍मक. छ् डक कम निनरिननग-मथ क-+--+ ७0 >> #+० ७७ कक 

कोज्याप (7-पघ)+-ज्याष रू था शा पा नेः 
डे | | | 
5 2 लि 3: कल 08 
हे ४३! ७३ ६३! 
शषर पे | गघ! _ घर _गषर या 
श| हें हा ४५३६! ६ ७५! 
काषूुँ 
4] 


मु न <गब८ब०३९०) २०० 


इस पर से 
बल । कोज्याप (+-थ ) +ज्याष | न्‍फ(घ,रू० 


_ भा काष रे बाघ छ्र्ग वाघुर य $ 


न # ३ शी श३| ह#| ७५! 


& 
2 2 ४ ने ७क २१+  ०*ज कक 
झूं ६७! 
१,प- ध' पं थ ) 
ञ्न्क्री 5 
न रा ४| $# ४ 


३ ए४ऋ३! ७शा ६७! 
ऐगेसा समीकरण को फेला सकते हो ! 


ह छः यप 
ष्‌ अकआ + “न 9०० ““) 


पूषदि ह समीकर्णु-मीमांसाः 
अभ्यास के लिये प्रश्न । 


१।२२१ प्रकम की परिभाषा से सिद्ध करो कि 
स्‌ (१२-य'र) इसके खब अचल्स्प दी स के चलस्पर्द्धी होंगे यदि 


४ या 
चल अर्थात्‌ अन्यक्त संख्या दे माती जाय । 


२। यदि आ,, आ३, आ॥ ०... श्र एक दी तद्॒प और 
फाय) फय] फथ) 
घ्र फल सम्बन्धी 6 , ->/-॥ -7८-३०८००- 
ग्रवशक्तिक फल री गज बा बा 
के इनके अचल्न*पर्मी हो जहां सोपान सो है और ६९, 
ल्‍ क्त्त 
|२५ ६३१०० देन 


फ (१) 5 ० इसके मूत्र हैं तो सिद्ध करो कि 


तब्नें 
यो अत -इ,) 7 यह फ़ (य) 5० इसका चलस्पर्द्ध 
तंथ 


होगा। सड्ढेत के किये १६७ प्रक्रम का (२) उदाहरण देखो | 


३। एक ऐसा समीकरण बनाओ जिसमें १+४९/ -ह, 


४-९“ - ३ ये अव्यक्त के मान हों और समीकरण अकरणी- 
गत संभाव्य गुणक का हो । 





उ0 ये -.. १शथय* +- ७श्य -. ६११थ+ ६७६ ८४० 


8४ । ये +श्यर >श्यर +६य 4- २००० इसमें अव्यक्त के 
आन बताओ | इतना जानते हैं कि एक मान -२+ ५/ ६ है । 


प्रकीणेक पृद७ 


५१। था + रपय१+ श्प ये +- रपये > प१--० इसमे य के 
मान बताओ । उ० समीकरण का रुपान्तर (यरे + पयु+ परे) हे 
-प*-प१-० ऐसा कर लो । 


दे । या + पक +पशच्च+प३-० इसमें यदिय मान अर, , 
अर और ज३ दो तो (अर +आइ -अ,)१+(इ,+इ,-इ२) 
+(इ, +इ३ -“४३)* इसका मान बताओ | 

उ० २०१५५ -पए॑ 


रु 
७ । पर -- ९ या 


५ पद इसको ऐसा बदलो 





जिसमें भिन्न न रहे। मान लो कि मयन्‍-र यू इसके 
उत्थापन से 


र भर भर, ३१ _ प 


खरे 7 इमरे हर३ मे इब्क्र 


म* से शुण देने से 
80 अल कक 2 
रा-टूमर एइ गो र + हर ० 


- इससे स्पष्ट है कि यदि म-६ तो अभिन्न समीकरण 
२९ - १५४२९ - १४२ -२८०० ऐसा होगे। 
८। एक ऐसा समीकरण बनाओ जिसके अव्यक्त मान 
य५- श्यर + प्यर + ५ य-२८०० इसके अव्यक्त मान के दरा- 


व्मक मान के तुल्य हो । 
3 ३२१-४५२९१-७ २२ --३ २-- १८ ० 


पृदद समोकरणी मांसा 


8 | एक ऐसा समीकरण बनाओ जिसके श्रव्यक्तमान 
यरे - श्य१--७ यर-- १७ य-- ११-०० इसके अव्यक्त मान से 
संख्या में 8 अल्प ही । 
3, २" +- ११५९ +- ४३ ररे -- ५५र -- ९८० 
१० | थे - धश्य*-$८ थ* - ३ य+२८० इस पर से एक 
समीकरण ऐसा बनाओ जिसमें तीसरा पद्‌ उड़ जाय । 


“२-३, और य२+- + ऐसा मानने से तीसरा पद उड 
जायगा | 


११। एक ऐसा समीकरण बनाओ जिसके अव्यक्त मान 
य*- यो +८ य- ६८० इसके अ्रव्यक्तमान के वर्ग के 
समान हों । 
उ, २१+१४ २९-५३ २--३६- ० 


१२ । एक ऐसा समीकरण बनाओ जिसके अव्यक्त मान 
अच्यक्त मान के घन के तुल्य होँ। 

ऊपर के समीकरण को 

(पहन पत-8३यो + पत्त-0य + २) +ंय पर ५ + पक्ष... थे 
कह) कंय ( पर २+ पन्र-»य १ +पत्॒_«य + **-) 

८पा+बा य+ता यरे, जहां पा, वा और ता य' के फल हैं। 


अब समीकरण में अव्यक्त के मान यदि श्र,,भ३ ,... ...भन हों तो 
पा+बाय+ता थर८ (_-अ,) (य- भर ) 


प्रकीण क पड 


य के स्थान में घा य, धार य के उत्थापन देने से जहां घा, 
थार एक के घन सूल हैं 
पा+धा बा य+घारे ता थरंडड(घाय- अ, ) (घाय- ४३)... 
(चाय - अ,)).« (रे) 
पा+घाबाय+घाता योेज्डधाय-श्र,) (वा पय-अ२ )... 
(धापय- अल) ... (३) 
(१), (१) और ( ३) को परस्पर गुण देने से और 
श्+घा+घारे ८5० करने से 
पा क+बाष्य*+ताय-३ पा चाता यत्([य-अर) 
(य१ -अऔ)...(य" - आह) इसमें यदि यन्त्र तो 
पा +बारैर +तार९-३ पा वा ता र९*--(र२-ज,) 
(र-अ्रई)... --(र- भ्ज) 
अब पा*, बा' और पा वा ता के मान में भी य' के श्थान 
में र के उत्थापन से अभीष्ठ समीकरण बन ज्ञायगा | 
१३ | एक ऐला समीकरण बनाओ जिसके अव्यक्तमान 
य*-य* + र्य' + ३ य+ १-८० इसके अव्यक मान के घन 
के समान हो । उ. २२+ १४ र*+४५०२९--६ र२+ १०० 
१४ | एक ऐसा समीकरण बनाओ जिखके अव्यक्त मान 
अयर+कय-+-ख य+ग5ूू० इछके अव्यक्त मात के घन 
के समान हों । 
उ, अप्री +३ (अ्रेग+ ६ क्र - ६ अक सर) रे 
+३(ज गर+ हसख -- ६ क ख ग) २+ ग ८ ० 


५१६० समीकरण-मीमांसा 


१५ । पक ऐसा समीकरण बनाश्रों, जिसके अव्यक्त मान 
यर + धय +श्य+ ४७० इसके दो दो अ्रेष्पकमानों के 
अन्तरों के वर्ग के समान हो । 
उ. थ* - १८य + ८ १थ८ ७ 


१६। यदि श्रय१+३ अ,यर +रअ,य+अ| ८१० इसके 
अव्यक्त मान ६, , इ२ और इ३ हाँ तो एक ऐसा समीकरण 
बगाओ जिसके अव्यक्त मान 

(६९ ०३२) (६९-०३); (इ२ - ३५) (६२ - 8), (६३-६२) 

द६ “६५) 


२७(गा* + ४ हा! अर 
श्र ड़ 


ये हो। उ० र'+ट्रेंड रो 
5 9 
हर और गा के लिये २२३ प्रक्रम का १ उदाहरण देखे।। 
१७। य+सपय +मरप,यरे+म' पय-+- म ४ ०० इसमें 
अव्यक्त के मानों के बताओ्रो | ३० मस्यर इससे भाग दे देने से 
यम 5 ड 
(प्‌ + ३ ) न प (; मर/ ११०० ऐसा एक हरात्मक 
समीकरण वन जायगा | 


९८० यदि २ब्+य-६->फ (य)तों बताश्नो फ (य) 
कब मद्दत्तम वा न्यूबतम होगा । 


ड. जब १-5 -- तब फू ( य ) न्यूनतम । 


&। यदि फू (य ) न्श्यर-१६ य१+ ६ य, - ४८ य+७ 
ता कब इध फल्न का मान महत्तम था न्यूनतम होगा। 
३3 यन्‍४तों फू (य ) न्यूनतम । 


' प्रकीण के प&१ 
२०। ये + २० य१ 4-३० या + (५ य! -- छ्य + ६- ० इससे 
5 ह। 
धन मान की प्रधान सीमा क्या होगी। ड. २९ 


२१। यॉफ+यर -ह यर-देप +३य+है८० इसमें एक 
अच्यक्तमान -१ और ० के बीच का आखन्नमाना नयन से 
ले आश्रो 

उ--२८४६३ 

र२२५। अय+ रे कू यं॑+३ श्र य+ंगर ० इसका रूप 
२९-स्ता -० ऐसा बनाना है। उ. मान लो कि रबर, +भ, य 
+ यरे फिर २३४ प्रक्रम की क्रिया करो। 


२३ । अखंसवों का गुणन, भजन कैले करते हो। 


१ 


*->. 


ने. 
२४ | सिद्ध करो कि यदि न ००तो नि ५३ इसका 
॥ ५ 


डे 
कोई अक्ू ,०० यह होगा । २४७ प्रक्रम देखो । 


शूपू।य*“२य २३ +३२या*१+-४ यार + छय' 4-४ <:० 
बतांझो इसमें य के कितने विध मान आवेगे उ. ० विध। 
२६। यदि श्र, क, ख, ग,... ...इत्यादि न संख्याय हा तो 


_ 4. (य-क ) ( य-ख ) मी 
सिद्ध करो कि पाडजाक इस तरह केज्ञो नफल 


डोंगे उनका यीग एक के समान होगा । 


यहां फ्‌ (प)>( य-अ्र ) ( य-क) (य-स)... मान 
सो औौर ह 


पृ&२ समीकरण -मीमांसा 


क््ध्वा इसका रूप खण्ड भित्रों में लाकर फू ( य ) से 
गुण दो । 

२७। एक समीकरण का जिसमें सर ओर व्यत्यास दोनो 
हैं कैते ऐसा रूपान्तर करे जिसमें सब सर ही हो श्रौर दूसरा 
कैसा रूपान्तर करे जिसमें सब व्यत्यास दी हो । हे 


(१) उ. घन प्रधान सीमा जान लो कि सी है तो फिर 
यन्र+सी फिर ऐलाा कर्पना कर समीकरण में उत्थापनः 
दो तो र के फल्न स्त्ररुप मे ऐसा सर्मीकरण बनेगा जिसमें र का 
कोई धन मान न आवेगा; इसजल्लिये अब इसमें खर ही होंगे । 


(२ ) इसी प्रकार सब से छोटी धन प्रधान सीमा सी, हो 
तो य री ९ ऐसा मानने से र के रूप में जो समीकरण 
होगा उसमे र का कोई ऋण मान न होगा; इसलिये सब 
व्यद्याल ही होगा। 


श८ | यदि न घात समीकरण का अन्त पद व्यक्ताडु पद दो 
आर न विषम संख्या और अव्यक्त मान सब गुणोत्तर श्रेढ़ी में 
दो तो सिद्ध करो कि श्रव्यक्त का एक मान ,९/प५ यह द्ोगा 


२६। सिद्ध करो कि यरेगे - पयरेत + ब-० इस में चार भिन्‍न- 
भिन्न संभाव्य अध्यक्त मान &५44 (५-८ हट 
के बद() > (३ 


; ः तप तब - ८ 
झौर यदि (न (्द तो उन चारो में दो दो तुल्य 


. प्रकीस के पू&३ 


हौंगे और यदि (८ < (क तो कोई संभव मान न 
हे।गा | प और ब सं धाव्य घन संख्या हैं। उ. समीकरण क्का 


फू (ये कहो तो फ' (बोल १ यश्न-९_-त प यपेन-' इसमे 


९(न- तत) 
न्श्च३ बा 


यदि फट (ब)7-० तो 4८० बा+ (२) 


तप २(न--त) 
“हैक ) २2: 
अब ७३ वे प्रक्रम से फ (य) मैं--0०,--अ२, ०, जे ७7०० 
के उत्थापन से 
(--००)+$ फ (०) +५ फू (+००)०+ 


फू ह0-फ छरो-( ५) “(हू 


पु ननत नें ् ) 


नें 


त--न > कप) त॑ परन्- 
हि (5 ) ते व -अ हा (पं त 
त॒/च्न 


इसलिये यदि 


(स्ट तप न- ते 


भू&8 समीकरण-मीमांसा 


नें 
वा सथ 5) <्‌ त्ता 


फृ (श्र) नफ (अ२)८ “तब 


फू (--००), फ (अ,) फ (०, पै(४२) फ़ (००) 
| च “5 न न+ हि 
इसलिये चार व्यत्यास होने से चार भिन्न मिन्न लंभाव्य 
मान--००और श्र,,भ, और ०, ० और श्र, और भ्रर आर ०० के 
बीच में दोंगे। और बात प्रसिद्ध है । 


' ६० फू (योन्य' +पर्‌ य* + प॥ य+प३७८०इस पर से एक 
ऐसा समीकरण बनाओ्रो जिसमें अ्रव्यक्त मान भू! क, हि इस 
चान्न के हो । ' 

३१॥ वंगंघूल निक्रालने, की युक्ति' से दिखलाओ कि 
य*क+प, च*+पर ये +प, य+१५ ७-०इसकोा एक वर्गसभी 
करण के रुप में ला सकते हैं यदि ११--४ प, प,+रूप,5० वा 
(परे-४ प२) प. कंपरझ० | ; 

३२। सिद्ध करो कि य*+- ६ श्र यरे “क य+ख-०इसमें सब 


संभाव्य मान ' कुंभी नेद्वीं होंगे थद्‌ १९ +करं यद' धन संख्या 
दो ता । (स्टम को सिद्धान्त लगाओ) 


इ३ । या +प, यर-+-प२ य+प३८०इसमें यदि अव्यक्त मान 
थ, क, सद्दों तो रे क+कपे स+सखरे श्र इस अर्थ तद्र ५ फल 
का मान बताओ | * 


कीणक 


हर पृ&५ 


ड' यदि भ्रपक+क श्र + ल* अ-सा तो 








सा स्रा दि श्‌ ह्‌ . 
(अक्नत्ष) परे सत्क् +ह्वव्द्ध क्लक्ष १६२-- 
१६३ वे प्रक्रम से 
३प३-प१प३ र्‌ ५ हृ 
आ++5५४+६३६३ कै +।पदऊुपआ+प।ा फै ०-२ २-८ 
पे ञप्क क््म् क्य्त्व 
१ १ १ 
सक हा खश्न नी अप 
दोनों के अन्तर से 
(३प,--प(प५)-सा_ १ १ १ 
र्‌ रे + रे ने झ् 
प अप्क कषस खन्ह् 
और स'्चरक -+- कख-+-खरेश् 
दोनों के गुणन से 
(३, प३--प५ पर) सा+--स्ा झुर--कर +- हा 
िजिीणण दब +:ऊ+३७-००---+ 
प्‌ प 


१्‌ १्‌ | 
१ रैक क्र क्ल) 


& प३+प३ प९+३--६ प,परप७ 
क---म-++5 रह +++++“ह/भ+ ड्ड से 
पर छेद का उड़ा देने 
और पत्चात्तरानयन से 
सार-सा (३ प१-पहप३ )7६ पशपरप्- (रेप +प३प७ 
+पई ) यह वर्गसमीकरण हो जायगा | 


पू&९ समीकरण-क्मीमांसा 


३४। २-६ य*+११ यु - ६८० इसमें यदि अर्यक्तमान 
ञ्र, कश्मेरख हो तो भर क+करे ख+खर भर इस का साप् 
बताओ | ड० श३ वा रा 


३५ | ऊपर के समीकरण में सिद्ध करो कवि यो अरेक८ू४८ 


३६। सिद्ध करो कि फू (7) यह यदि यक्ा अकरणीगत धन 
फल्न हो तो फू (१)-०, और फृ' (१)-० इन दोतों में से एक 
समीकरण में अवश्य एक अव्यक्त मान संधाव्य संख्या होगा । 


5 त्त-९ न-२ रे ् 
उ० मान को कि फू (योन्य+प,य+पर्य-+प तो यदि 
न विषम होगा तो २३ ब्रें प्रक्रम से कम से कम फू (१)-० इस 
में एक संभाव्य मान होगा और यदि फं (य) में न विषम न 
"तो फ! (य) मे न-१ यह विषम होगा; इसलिये तब 
फ (२)>० में २६ वें प्रक्रम से एक संभाव्य मान हे।गो | 


त्त 
३७। यदि फ (ब)न्‍्य- ९ और फृ(य) ० इसमे . अ्रव्यक्त 
मान्त श्र, क, ,' हे! ते दिखलाओ कि 
नथग- १ १! १ हि 


टला 


पर  बेज्ब बिजके  बज्द्ध एए। 





३८। उन दो राशियों का- बताओं जिनके घात में छोटी 
राशि के जोड़ कर झाधा करने से डसकं पूरा पूरा घन सूल 
मित्र जाता है। दानों राशियों के येग और अन्तर मे दे दे। 
जोड़ दें ते! उनका पूरा पूरा चग मूल मिल् ज्ञाता'है। राशियों 
के वर्गान्तर में आठ जोड़ द्े' तो इस का भी पूरा' वसूल 


, प्रकीण क ५६७ 


मित्रता है, राशियाँ के वर्गषेग का भी प्रा वर्गसूल मित्रता 
है और इन पांचों सूलों का येग २४ होता है। 
उ०घछे और द्व 


३&। उन देनों राशियों के बताओ जिनके येग ओर 
वियेग में तीन मित्ला दे तो उनका पुरा पूरा वर्गमूल निकल 
आता है। देतों के वर्ग योग मे चार घटा दे' ते उत्तका परा 
वर्गसूल मिल जाता है। दोनों के वर्गान्‍्तर में वारह जोड़ दे 
सो उसका भी परा वसूल मिलता है | देननों के घात के आधे 
में छे।टी राशि का मिला दे' ते उसका परा घनमूल मिलता हैं 
और पांचे। सूलो का ये।ग २३ हेतता है । 

उ० ६ और ७ 


४० | उन दोनों राशियों का बताओ जिनके येग और 
अल्तर का पूरा पूरा वर्गमूल निकले, चर्गान्‍्तर का सी परा बर्ग- 
खूच मिले, बगे येग का आठ मिल्ताने से पूरा वगमूल्न मिले, 
देना के घात में छोटी राशि के घटा कर आधा कर ते इसका 
घनसूल सिल्ले और पांचों सू्तों का येग १६ है। 

डउ० ४ और ५ 

४१ वे देनों अभिन्‍न राशि कौन है ज्ञिनक येग में उनके 

आघात और बर्णयेश के मिला कर घर्गमूल ले उस में उन्हीं 
दानों राशियों फा मिला दे' ते २३ है| । 
उ० ७ और ५ 

४२। दश द्वाथ व्यासाधं के दुत्तक्षेत्र की परिधि पर एक 

खूँटे में एक रस्सी से एक घोड़ा बंधा हे और ठीक श्राधे खेत 


पृ&८ समीकरण-मीर्मासा 


को घास को चरता है| बताश्रो जिस रसली में घोड़ा बँधा है 
उसकी लम्बाई कितना द्वाथ है । 

ड० ११४४७ ५८४ 

४३। ऊपर के अश्त में जिस खूदे में घाड़ा बँधां है उल 

से छ राशि के अन्तर पर परिधि ही के ऊपर एक दूसरा खू ट( 

है जिसमें एक गाय रस्सी से वेधी है वह भी ठीक आधे खेत 

की घास चरती है। बताओ दोनों के चरने से कितना खेत. 

बाकी बचा । 


उ, २५-४५५ वर्ग हस्त । 


यह बीज बीज विचारि जो उर धारि हैं घरि घीरता। 

वर वासना विधि बारि डारिनिकारि अड्डुर घीलता॥ 
निजञ्ञ सुमन सा बहु सुमन पाय से। धीर यश घन धी लहै। 
राखत नरेश सुचाहि तेहि भाखत खुधाकर धीर है ॥ 
उनइस से अरु चौवन संबत मास | 

सित शुच्ति दृइज गुरु दिन भयेड प्रकास ॥ 

तेहि संचत सित कातिक दशमी गुरु दिन । 

पूरन कियेड खुमिरि सिय-पति-पद छ्लिन छित ॥ 


इति श्रीकृपालुदत्तात्मजसुधाकर द्विवे दिक्र ता 
समोकरण-मीमांसा सम्पूर्णा । 
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